Kapitola 1

Zakladni vlastnosti mnoziny R

Umluva 1. R doplnime o dalsi dva prvky {+oco0, —oo} a vzniklou mnozinu ozna¢ime R*. Rozsifime
na ni uspordddn{ a zdkladn{ pocetni ikony (vzdjemné s¢itan{, ndsobeni, odéitani, déleni) takto:

1. —00 < x < o0 pro kazdé z € R.
2.
r+oo = 00, x4+ (—0) = —o0 pro Vz € R
z-(00) = o0, z-(—00) = —o0 proVxeR A >0
z-(00) = —o0, x-(—00) = o0 proVr e R A <0
- (—0) = —oo, — = = = 0 proVreR

00 + (—00), 00 - 0, —00 - 0, i%, % se nezavadi.

Definice 2. Mnozinu M C R nazveme zdola (shora) omezenou, jestli je takové K € R, ze
K <z VxeM (K >azVre M). Pak fekneme, ze K omezuje M zdola (shora). K se taky fika
dolni (horni) odhad, mez, hranice, omezeni, zdvora mnoziny M.

Je-li M omezend shora i zdola, fikdme ji omezena.

Definice 3. Nejvétsim prvkem mnoziny M nazveme takové n, kde x < n Vo € M. Znacime
max M. Obdobné se zavadi min M — nejmensi prvek M.

Pozndmka 4. max(0,1) = 1, max (0,1) nemd nejvétsi prvek. Ma-li M C R nejmensi, piipadné
nejvetsi prvek, je shora, pfip. zdola omezend a sice ¢islem max M, piipadné min M.

Zakladni vlastnost mnoziny R vyjadiuje nésledujici véta:

Véta 5 (O suprému). Bud ) # M C R, M shora omezend. Pak je jediné ¢islo s takové, Ze plati
1. x < s proVx € M (s omezuje M shora)
2.V <s3JrxeM, zZes <z (s je nejmensi horni mez)

Diuikaz. Jednd se pouze o dikaz jednoznacnosti. Ma-li s vlastnosti 1 a 2, pak je-li t < s, t neméa
vlastnost 1 (podle 2) a je-li t > s, nemd vlastnost 2. Tedy ¢islo s s obéma vlastnostmi 1 a 2 je
nejvyse jedno. O

Disledek 6 (véta o infimu). Je-li 0 # M € R zdola omezend, pak existuje jediné ¢islo d € R
takové, ze:

1. x > d pro Vz € M (d omezuje M zdola)

2.V¥d' >d3x e M, zed <z (dje nejvétsi dolni mez)
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Dukaz. Dokézeme tplnou vétu, za predpokladu, Ze vime, ze plati véta o suprému.
Mno¢ina —M = {—z|z € M} je shora omezend a podle véty 5 je s € R, ze

1l y<sproVye-—-M
2Vd >d3re -M:z<d

Ukdzeme, ze ¢islo —s ma vlastnosti 1 a 2 (z dusledku véty 5).
Jellid > —s,je —d' < sapodle 2jey € —M, ze y > —d'. Je viak y = —x pro néjaké zinM a
tak —x > —d’, odkud = < d’, coz je vlastnost 2 ¢isla —s vuci M, o které predpokladéme, ze plati.
Tim se dokazalo, ze pokud plati véta o suprému, plati i véta o infimu. Dukaz jednoznacnosti
je podobny jako u véty o suprému. O

Definice 7. Cislu s z véty 5 a ¢islu d z disledku véty 5 se k4 suprémum (infimum) mnoziny M
a znadi se sup M (inf M).

Polozime jesté sup M = oo (inf M = —c0), neni-li M shora (zdola) omezen4.

Déle supf) = —co a inf ) = oo a ) = M je jediny piipad, kdy inf M > sup M.

Pozndmka 8. Kazda M C R* ma tedy definovanou hodnotu sup M, inf M. Je-li mnozina neprazd-
n4, shora (zdola) omezend, je sup M € R (inf M € R).

Kazd4 shora (zdola) omezend neprazdnd podmnozina R tam tedy m& své suprémum (infimum).
To ale neplati v Q. Napiiklad mnozina M = Q N (0,7) md sup M ¢ Q.

M&-1i M nejvétsi (nejmensi) prvek, je tento zdroven suprémem (infimem) mnoziny M. Je
sup M € M < M ma nejvétsi prvek. Je-li to tak, je sup M = max M. Obdobné to plati o infimu
a nejmensim prvku.

Dikaz dusledku véty 5 ukazuje, ze inf M = —sup —M, obdobné sup M = —inf —M.



Kapitola 2

Limity posloupnosti

Definice 9. Zobrazeni a : N — R (N — C) nazveme posloupnosti redlnych (komplexnich ¢isel).
Misto a(n) znag¢ime a,,.

Definice 10. Cislo a € C nazveme limitou posloupnosti {a, }, pokud
Ve >0 Jk(e) €N, ze |a, —a| <eVn >k

piseme lim a, = a (lima, = a, a, — a) a iikdme, Ze {a,} ma (kone¢nou) limitu, konverguje k a.

n—o0

Posloupnostem, které maji kone¢nou limitu, se fika konvergentni.
Jestli pro redlnou posloupnost plati

VK € R 3k(K) €N, ze a, > K Vn > k

piseme lim a, = co (lima, = oo, a, — o) a fkdme, ze {a,} jde k nekoneénu; diverguje.
n—oo
Obdobne, jestli pro redlnou posloupnost {a,} plati
VK € R 3k(K) € N, 7e a, < K Yn > k
piseme lim a, = —o0 (lima, = —c0, a, — —0) a ikdme, ze {a,} diverguje k —oc.
n—oo

Poznamka 11. Plati-li nékterd z podminek v definici 10 pro ngjaké € > 0, pak plati pro vSechna
g >e.

Vlastnosti posloupnosti

Véta 12. Kazdda konvergentni posloupnost je omezend.

Diikaz. Jestli a,, — a € C, pak plati
Ve >0 3k(e) €N, ze |a, —al <eVn >k

takze to plati i pro e = 1, tj. 3k € N, Ze |a, —a] < 1 Vn > k. Neboli |a| — 1 < |an| < |a|] +
1 Vn > k. Je tedy |a,| omezend zdola (shora) ¢islem |a| — 1 (Ja| + 1) od néjakého konecného
indexu k dél Vn > k. Nacez je |a,| zdola (shora) omezena ¢islem min (|aq], |az], ..., |ak—1], |a] — 1)
(max (|a1],|az|, ..., |ak—1|,]a| +1)) Vn € N. O

Véta 13. Posloupnost md nejvyse jednu limitu.

Diikaz. Necht a,, — a, a, — b a budte tieba a,b € C.
Protoze a,, — a, plati

Ve > 03k €N, ze |a, —a| <eVn >k

3
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protoze a,, — b, plati ~ ~
Ve>03keN, ze |a, — bl <eVn>k

Zvolme £ > 0. Pro n > k: max (k’(a),ie(e)), pak je |a—b| = la—a, +a, — b < |ap, —al| +
|an, — b < 2¢ (ty absolutni hodnoty jsou obé < ¢).

Je tedy |a — b| < 2e Ve > 0, nezbyva tedy, nez ze |[b —a| =0, tj. a = b.

Je-li a € R, b = o0, je {a,} podle véty 12 omezend, ale a,, — b = oo ddvd neomezenost {a,},
COZ je Spor.

Jestli @ = oo, b = —o0, pak a,, — oo znamend, ze

VK e R 3K €N, Ze a, > K Vn > k' (K) (2.1)
a a, — —00 znamena, ze

VK e R 3k €N, ze a, < K Vn > k(K) (2.2)
takze, zvolime-li K =0 v (2.1) a (2.2) médme pro n > k = max (k’(O), I~c(0)> an > 0 podle (2.1),
ale a,, < 0 podle (2.2). O

Véta 14 (Vztah limit posloupnosti a zdkladnich pocetnich dkonw). Necht a,, — a, b, — b,
pak

1. a, £b, > axb
2. ap-by, —a-b (nelze 0-00)
3. 3= — ¢ (b#0 nebo zlomek § neni ve tvaru i%)

md-li pravd strana smysl, tj. napriklad md-li 7 smysl, md posloupnost ‘;—: limitu a ta se rovnd ;
obdobné ostatni pripady.

Dikaz. 1. Necht a,b € C, takze

VYo >0 3k (o), 7e |a, —a| <o ¥n >k (2.3)
Vo >0 Jk(o), ze |by —b| <o Vn >k (2.4)

Abychom ukézali, ze a,, + b, — a + b, mame ukdazat, ze plati

Ve > 0 Jk(e), ze |an + by —(a+b)| <eVn>k

Bud tedy ¢ > 0. Pro n > k = max (k’(a),fc(s)), pak je |an, + b, — (a +0)| < |a, —a] +
|bp, —b] < e+e=2e.

2. Podle véty 12 je {a,} omezend. Bud K > 0 néjakd konstanta, jez ji omezuje (|a,| < K Vn €
N). Pak je |anb, — ab|] = |apby, — anb + anb — abl < |ay|-|bn — b|+|b]-|an — a] < K-e+|b|-e =
(K +1b]) - e

3. Budte K > 0, L > 0 n&jaké konstanty, které omezuji {a,} a {b,} podle véty 12. Pak je

— | anb—anby+an,bn—ab, lan|lbn—b|+|an—al -|bn] (K+L) L1
= < B.ub] <

a
bb B ol E

an _ |apb—aby,
bn o bnb

a
b

Ted potfebujeme dokdzat, Ze ﬁ je omezené.
Protoze § mé smysl, je b # 0 = |b] # 0, nacez |[b,| — [b]| < |b, — b] < € takze [b,| > [b] — .
Je-li [b] — >0, tj. e < [b], je = > 0 a tak

—€

(K+L)-e 1 _(K+L)-= 1
10| o] — d b] — €
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[b] 1

Je-li dokonce e < 17, je - 5<ﬁ:matak‘]e
afnig<(K+L)-s 2
by b |b] 0]

a podle poznamky 11 je dukaz hotovy.
O

Véta 15 (2. véta o limité soucinu). Bud {a,} omezend, {b,} — 0. Pak md {a, - b,} limitu
a ta se rovnd nule.

Diikaz. 3k > 0, ze |a,| < K (omezenost {a, }, definice 2). To, ze b, — 0, znamend, ze
Ve>03k(e) eN,aze |by| <eV¥n>k

Pro n > k(%) pak je lanb,| < K - & =e¢. O

Véta 16 (2. véta o limité pfevracené hodnoty). Necht a, — 0 a 3k eN, zea, >0 (a, <0)

Vn > k. Pak i — 00 (—00).

Diikaz. Bud a, > 0Vn >k abud K > 0. Jezto a, — 0, &islo &, k' € N, ze |a,| < e = & Vn > K/,
takze ai = ﬁ > K pro tato n.
Je-li a, < 0Vn > l~f, je b, = —a, >0Vn > k a podle pravé dokédzaného je tTln — 00, odkud

1 1 _ 1 _
an  —bn b,,,g) Q. O

Véta 17 (O pfenaseni nerovnosti z limit na posloupnosti). Nechf a,, — a, b, — b aa <b.
Pak 3k € N, Ze a,, < by, Vn > k.

Diikaz. Bud tieba a,b € R. Plat{

Ve > 03k (e) €N, 7e |ay, —a| <eVn >k (2.5)
Ve >0 3k(e) €N, ze |b, —b| <eVn>k (2.6)

Pron>k—max(k:’ (552) l;bT >JCpOdIC (2.5)

a <a+b—a_a+b
" 2 2
a podle (2.6) je
b—a a+bd
b, > b =
>0+ 5 9

dohromady a, < agb < b,.
Je-lia € R, b= oo, plati (2.5) a VK € R 3k(K), 7e b, > K ¥n > k.
Pronzk:max(k’(l),fc(a—l—l)) jean <a+1<by. O

Véta 18. Nechf a, — a, b, — b a necht Ik €N, Ze a, <b, Vn > k. Pak a < b.

Diikaz. Vétu dokdzeme sporem. b < a, existuje podle véty 17 index k' € N, Ze b,, < a,, pro kazdé
n>k.
Pro n > max (k, k') je tedy b, < a,, a a,, < b, a to je spor. O

Véta 19 (O majorizované konvergenci (o dvou policajtech)). Nechf a, — a, b, — a a
existuje k* € N, Ze a,, < ¢, < b, VYn > k*. Pak {c,} md limitu a ta se rovnd a.
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Diikaz. Bud tfeba a € R méme ukazat, Ze
Ve>03keN, ze e, —al| <eVn>k

Bud tedy € > 0. Protoze a,, — a, existuje k' € N, ze |a,, —a| <eVn >k ataka—e < a, Vn > k.
Protoze b, — a, existuje k € N, ze|b —al<eVn>katakb, <a+eVn>k

Pron2k=max<k’,l§> pakjea—e <a, <c, <b,<a+e, tj |, —al <e. O

Definice 20. Reknéme, ze redlnd posloupnost {a,, } roste (neklesé, klesa, neroste), jestli a,, < an41
(an VS An+1, Gn > Gp+41, An Z an—i—l) Vn € N.
Reknéme, ze {a,} mé nékterou z (téchto) vlastnosti od k € N, mé-li ji Vn > k.
Posloupnostem, které neklesaji ¢i nerostou se fikd monoténni, tém co dokonce jenom rostou ¢i
klesaji, se fikd ryze monotonni.

Véta 21 (O existenci limity monoténni posloupnosti). Jestli {a,} neklesd (neroste), md
limitu. Ta se rovnd sup {ay,} (inf {a,}).

Diikaz. Necht {a,} tieba neklesi. Je-li a = sup {a,} € R, zvolme ¢ > 0. Je a — ¢ < a a podle
podle 2. vlastnosti suprému (véta 5) je néjaké ar > a — €.

Pron > kpakjea—e < ax < a, <a < a+e, tedy |a, — a| < € pro tato n. Je-li sup {a, } = oo,
nen{ posloupnost {a,} shora omezend, a tak VK € R 3k € N, Ze a;, > K (definice 2). Ale {a,}
neklesd a tak a, > ap > K Vn > k.

Jestli {a, } neroste, tak {—a,} neklesd a tak —a,, — sup {—a,} = —inf {a,} = a,, — inf {a,}.

O

Definice 22. Vybranou posloupnosti z posloupnosti {a,} je posloupnost {an, } =, kde {ny},-,
je rostouci posloupnost ptirozenych ¢isel.
Rika se ji téz podposloupnost.

Véta 23 (O limité vybrané posloupnosti). Necht a, — a a {an, }ro, je z ni vybrand. Pak
md limitu a ta se rovnd a.

Diikaz. Necht a € R. Bud € > 0. Pak 3t € N, ze |a,, — a| < e Vn > t. Bud s € N takovd, ze ns >t
(takové s existuje, nebot {ny} roste). Pro k > s pak je ny > ns > t. Takze |a,, —a| < e.

Necht a = co. Bud' K € R. Pak 3t € R, Ze a,, > K Vn > t. Opét existuje s € N, Ze n, > t. Pro
k > s pak je n, > ng >t a tak ap, > K.

Jestli a,, — —o0, tak —a, — co = —a,, — 00 = a,, — —oo. O

Dusledek 24. Obsahuje-li {a,} dvé vybrané posloupnosti s ruznymi limitami, nem4 limitu.

Véta 25. Budte {am, }rey a {an, }1oy vybrané z {a,}, pricemz ¥n € N je jednim z my nebo ny

(tj, {ml} U {nl} = N)

. k—oo l—o0 . .o .
Jestli apm, a, G, a, tak md {a,} limitu a ta se rovnd a.

Diikaz. Bud a € R. Zvolme & > 0. Pak 3k € N, 7e |ay,, —a| < e Vk > k. 3 € N, ze lan, —al <
e V1 > 1. Tudiz pro n > max (mk,nl) je bud'to n = my, a protoze je n > mj, odkud k > k, takze

lan — a| = |am, — a| < & odkud plyne [ > I, takze |a, — a| = |an, —a| < e. O

Definice 26. Hromadnou hodnotou (hromadnym bodem) posloupnosti {a,} nazveme limitu jeji
vybrané posloupnosti.

Véta 27. MnoZina vsech hromadnich hodnot kazdé redlné posloupnosti {a,} je neprdzdnd, md
nejuétsi prvek s a nejmensi d. Pritom je s = lims,, a d = limd,, kde s, = sup{an,,ant1,...},
dp, =inf{an,ant1,. ..}

Diikaz. 1. Posloupnost {s,} ({d,}) neroste (neklesa) a tak ma podle véty 21 limitu. Oznaéme
ji s (d).
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2. Dokézeme, 7Ze s je hromadnym bodem {a,} (tj. limitou néjaké posloupnosti) takto:
Podle véty 21 je s = inf {s, } a bud s # oo; to je pak s, # oo Vn. Pak je
(a) s —1 < s1 =sup{ai,az,...} atak podle 2. bodu véty 5 Jindex ny € N, ze s — 1 <
an, < 81

(b) Spy41 — 5 < Spyt1 = SUP{Gn,+1,0n,+2,-..} a tak podle 2. bodu véty 5 Iny € N, ze
Sni+1 — 2 < Gnq S Sny

(€) Spyt1 — % < Spypt1 = SUP {@nyi1,Anyta,---} a tak podle 2. bodu véty 5 Inz € N, ze
Sng+1 — 3 < Gng S Sna

Méjme uz n1 < no <ng < ng < --- < ng, 7€

Vi=1,2,.. . k(k>1) (2.7)

Snj+1 — m < Gn; < Sp,
Je spp41 — %ﬂ < Snp+1 = SUp{any +1,an,+2, - - -} a tak podle 2. bodu véty 5 Ing1 € N, ze
1
Snp+1 — k+1 < Anjyq < Snpqq-

Tim se dostane rostouci posloupnost {ng},.; C N, takze {an, };—, je z {a,} vybrand a ze
(2.7) plati pro ¥j € N.

Protoze je sp;41 2 {sn} vybrand, jde podle véty 18 a 14 leva i pravé strana v (2.7) k s a
o . j—o0
podle véty 19 je an, — s.

Je-li s = 00, pak z toho, ze s = inf {s,,} plyne, Ze s,, = co Vn € N.

a) 1 <s; =supqaj,as,...}, takze podle véty 5 je index n; € N, ze a,, > 1,

1
(b) 2 < Spy+1 = sup{an,+1,0n,+2,- - -}, takze podle véty 5 je index ny € N, ze ap, > 2,
(€) 3< Spyt1 =SUp{any+1,any42,-- -}, takze podle véty 5 je index n3 € N, ze a,, > 3,

Vznikld vybrand posloupnost {a,, } -, kde k < a,, Yk € N a podle véty 19 je a,, LimiNNY
tj. an, — s.

3. s je nejvétsi hromadny bod {a,}.
Je-li h hromadny bod {a,}, je limitou z ni vybrané posloupnosti, jiz ozna¢ime {an, } 5o ;-

Pak je an, <sup{an,,@n,+1,---F = Snpy b =liMg_ o0 ap, < limg_o0 Sp, = S-
O

Definice 28. Nejvétsi (nejmensi) hromadna hodnota posloupnosti {a,} se nazyvé jeji horni lim-
itou nebo také limes superior (dolni limitou nebo také limes inferior) a znaci se lima, nebo
limsup a,, (lim a,, nebo liminf a,).

Véta 29. {a,} md limitu prdvé kdyz lim a,, = lima,,. Ta je pak rovna jejich spoleéné hodnoté.

Dikaz. = Existuje-li lima,, mé podle véty 23 kazdd z {a,} vybrand posloupnost limitu a
rovnou lim a,. Protoze lima,, i lim a,, jsou limitami vybranych posloupnosti, plati to i pro
né. Takze jsou stejné a rovné limité a,.

< Jelikoz d, = inf{an,...} < {an} < sup{an,ani1,...} = s, a d = limd, = lima,, s =
lim s, = limay,, je d, < a, < s, a tak méa {a,} limitu rovnou spole¢né hodnoté limit lim s,,,
limd,.

O

Véta 30. Z kazdé omezené posloupnosti lze vybrat konvergentni.
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Diikaz. Bud {a,} omezend a necht je nejdifv redlnd. Pak existuje a,b € R, a < b, Ze a < a,, <
b Vn € N. Rozdé&lme (a, b) jeho stiedem s1; je-li a,, € (a,s1) pro nekoneéné indexti n, bud n; jeden
z nich a poloZme p; = a, g1 = s1. Jinak musi byt a, € (s1,b) pro nekoneéné indexii n. Bud ng
jeden z nich a polozme p; = s1, ¢1 = b.

V obou piipadech je a <p; < an, < ¢ <b.

Rozdélme (p1,q1) jeho stiedem so; bud’ je a, € (p1,s2) pro nekoneéné indext n, bud ng > n4
jeden z nich a polozme ps = p1, @2 = s2. Nebo je a, € (s2,q1) pro nekoneéné indextt n. Bud
ng > n1 jeden z nich a polozme ps = s2, g2 = q1. Je a < p1 < p2 < ap, < g2 < 1.

Vznikne tak posloupnost {px}, {an,}, {@x} a a <pp < an, < q <bVkeN. Je

— ——

neklesa neroste

—k

[P —axl = =55~
Podle véty 21 ma {pr}, {qr} limitu pr — p, qx — ¢. Jezto 0 < |p — qi| = b;—kk, jelp—gq| =
lim [py, — qx| = lim b;,f = 0 = p = q. Podle véty 19 m4a limitu i {a,, } rovnou p = ¢ diky
nerovnosti a < a,, < b kone¢nou. O

Véta 31 (Bolzano-Cauchyova podminka konvergence). Posloupnost {a,} md vlastni (tj.
konecnou) limitu prdvé kdyz spliuje tzv. Bolzano-Cauchyovu podminku.

Ve >0 Jk(e) €N, Ze |am — an| < & Vn,m > k(e) (2.8)
Diikaz.
= {a,} m&j konecnou limitu, ozna¢me ji a € C. Bud ¢ > 0. Pak existuje k(¢) € N, zZe |a,, — a| <
e Vn > k, takze pro m,n >k je |am — an| = |am —a+a — ap| < |am — a| + |an — a| < 2e,
coz je (2.8).

< Ukéazeme nejdifv, e splituje-li a,, podminku (2.8), je omezend. Nechf tedy plati (2.8).
Zvolime-li tam tfeba ¢ = 1, pak tedy existuje index k(1) € N, 7e |ay, — an| < 1Vn,m > k(1).
To tudiz plati i pro n = k(1), takze |am — ak(1)| < 1Vm > k(1). To je apqy — 1 < ay <
agy +1 Vm > k(1). Je tedy {a,} omezend shora (zdola) ¢islem ay(1y + 1 (ax) — 1) od
n = k(1), je tedy omezen4.
Podle véty 30 existuje {an, }r—, z {a,}, kterd konverguje, jeji limitu ozna¢me a. Ukédzeme,
ze a, — a. Bud & > 0, podle (2.8) existuje k(¢) € N, ze

| — an| < € Ym,n > k(e) (2.9)
Protoze ap, Lt a, je kK'(e) € N, ze

lan, —a| <eVk >k ()t (2.10)

Pro n > ny.), pak je (protoze ny > k' > ];;) lan, —a| < ’an —ap,, |+ ‘ank, — a’ < 2
—_—  ———

< € podle (2.9) < € podle (2.10)

O

Véta 32 (Stolzova). Necht {y,} roste a y, — oco. Pak existuje-li lim %, ezistuje i lim =
a jsou stejneé.

Dikaz. 1. Jsou-li zlomky % a ’q’—; mezi redlnymi ¢isly a a b, a < b (a < % < % < b) aje-li

q1 >0, qz>0,jea<%.
Skutecné, je-li a < % < b a< Z—z <b,q1>0,q2 >0, jeaqg <p1 <bq, aga < p2 < bga,

bitpz o p,

takze a (g1 — g2) < p1 +p2 < b(q1 + ¢2), odkud uz piimo dostaneme a < e

Yze vzit k' (e) > k(e)
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Tn —Tn—1

2. Necht existuje [ = lim a bud’ nejdifv [ koneéné. Pak

Yn—Yn—-1
Ve >0 3k () €N, ze W—z’ <evVn>k (2.11)
Yn — Yk’
Skutecéné, bud’ ¢ > 0. Existence a konecnost | zarucuje, Ze
Ik €N, ze x”_‘””l—l‘ <eVn>k (2.12)
Yn — Yn-—1
tj.l—a<% <l4+eVn>k. Jeale
Ln — Tk’ _ Ty —Tp—1+Tpn-1—Tpn-—2+Tp-2— -+ T'41 — T/
Yn — Yk Yn = Yn—1+Yn—1 = Yn—2 T Yn—2 — -+ Y41 — Yi/

a protoze y; —y;—1 > 0 Vj > k', plyne (2.11) z (2.12) podle bodu 1.

zn _ PR/

Tn—Tp! __ up  Um . Co s Sl el T ,
3. Je T ylilu’,y,% coz umoznuje vyjadrit o pomoci
Tn =T Ty _ Tn =T (1_ yk/> L
Yn — Yk Yn Yn — Yk’ Yn Yn
a tak
xfnil:xn*xk’ 7175%*3614 L erk’
Yn Yn — Yk' Yn — Yk’ Yn Yn
nacez
xr Ty — Tk Xy — Tk ’ TL’
n—l’énk—l‘ u-yfk+|k| pron > k' (2.13)
Yn Yn — Yk/ Yn — Yk’ Yn Yn

4. Bud ¢ > 0. Podle (2.11) je posloupnost {Z::Z::} n > k' omezend (omezujici konstantu
ozna¢me K a bud K > 0).
Protoze y, — 0o, existuje k(e), ze
Yr! T/

<e,
yn xn

<e Vn>k(e) (2.14)

Pron > k = max (k’(e), (e)) je pak podle (2.11), (2.12), (2.13) a (2.14)

xn—l‘gs—i—K-E—&—E:(Q—l—K)f
Yn

Cimz mame dikaz pro [ # oo hotov.
Pokud mame [ = oo, pak ke K =1 existuje k € N, ze

Ty — Tp—1
Yn — Yn—-1

odkud z,, — Tp_1 > Yn — Yn_1 > 0Vn > k.
Takze jednak x, > x,_1 Vn >k a

>1 Vn >k

TIp — Tk = Tp — Tp—1 +xn71_$n72+xn72_"'+xk+1_(5k>
> Yn = Yn—1tYn—1—Yn-2+Yn—2— "+ Ykt1 — Yk =
= Yn — Yk Vn >k
a z toho plyne, ze x,, > y, + xx — yr a protoze y,, — oo, tak podle véty 19 x,, — co a navic podle
vety 17 x,, > 0Vn > k* € N.
Shrnuti: Je tedy x,, > x,_1 Yn > k a x,, — 00, navic y";y"‘ll m4 konecnou limitu + = = =0

Tp—Tp— o)
a tak lze na posloupnost {g—"} pouzit uz dokdzaného, coz dava: {g—"} mé limitu a ta je rovna

nule. Je véak = > 0 Vn > k* a tak podle véty 16 md pfevrdcend hodnota ?”;—" limitu oco. O
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Dusledek 33.
1. Jestli a,, — a, pak b, = w ma4é limitu a ta se rovna a.

9 1+\/§+%"/3+~-+ Vn 4

: 1Pk gnk 1
. 1P 42k 4. qn® 1 1
4. llmn*)oo n (T - m — 5
Diikaz.

1. Ve vété 32 polozime x,, = a1 +as +az+ -+ apn, Yo = n.

2. V predchozim bodé polozime a,, = {/n a uzijeme toho, ze {/n — 1. To plati, protoze
Y=1+hy,=>n=1+h,)" >1+ (5% =23 >h2=2>h=h,—0 (véta 19).

()

3. Ve vété 32 polozime z,, = 1% +2F + ... 4 nF 4, = n*+1 Pak je

| 1% 428 4.k i nk i nk 1
1m = lim = lim =
n—o0 nk+l n—oo phtl — (p — FFL oo (K +1) 0k + i very K+ 1
4.
i A A ~ lw A e A R
n—oo nk+1 k+1 [ nk E+1)
. (k1) (1R 2F 4 ) — kT
= lim
n— oo (k—&—l)nk
Podle véty 32 to je
k+1 1y, k— k+1
lim (k+1)nkF —nF+! 4 (n — 1) ~ lm ("Fnrt _ (*3h 1
e Y S I G L CE



Kapitola 3

Ohleduplny uvod do zakladu
teorie mnozin

Definice 34. Zobrazeni f mnoziny A do mnoziny B nazveme prostym jestli plati: maji-li dva
prvky z A stejny obraz, jsou totozné, tj. x,y € A, f(x) = f(y) = © =y (nebo z,y € A, f(x) #
fy) =z #y).

Také se t1ké, ze f zobrazuje A do B prosté.

Rekneme, ze f zobrazuje A na B jestli f(a) = {f(z), 2 € A} = B, tj. Yy € B 3z € A, ze
flx) =y
Dusledek 35. Jestli f zobrazuje prosté A na B, pak Vy € B 3l € A, ze f(z) = y. Lze tedy ke
kazdému prvku z B jednoznac¢né priradit jeho vzor x € A (tj. takové x € A, ze f(x) = y). Vznikne
tak zobrazeni B na A (opét prosté), jez se oznacuje f~! a ¥{kd se mu inverzni zobrazeni k f. Je
tedy f~1: B — A. Vztahy y = f(z) ax = f~1(y) jsou pro x € A,y € B rovnocenné.

Definice 36. Reknéme, Ze mnoziny A a B maji stejnou mohutnost, jestlize existuje prosté zo-
brazeni A na B a B na A.

Definice 37. Mnozinu A nazveme spocetnou, existuje-li prosté zobrazeni mnoziny N na A. Tj.
zobrazeni a : N — A. Jinak feceno, jestli lze A uspofadat do posloupnosti, nebo jestli A lze
socislovat®, tj. jestli A = {a(1),a(2),...}.

Nazveme ji nejvyse spocetnou, je-li spocetnd nebo kone¢na. (Nékdy se spocetnou rozumi nejvyse
spocetnd)
Véta 38. Bud A, spocetnd ¥n € N. Pak je |J;—; Ay, spocetnd (spocetné sjednoceni spocetnyjch
mnoZin je spocetnd mnozina)

Diikaz. Usporddame spocetné mnoziny Aj, As, ... do posloupnosti
Ay = Hau, a2, 4,

Ay = {a21,a9,...},

Ay = {a317a327~~-}a

Prosté zobrazeni b: N — [ J°—, bud’ tieba takovéto: b(1) = a1, b(2) = a1z, b(3) = az1, b(4) = ay3,

n=1

b(5) = age, b(6) = as1, b(7) = aig, ...dal od rohu. O

Dusledek 39. Jsou-li Ay, As, ..., A, spocetné, jei A = A; X Ay X --- x A,, spoCetné.

11
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Dukaz. Je-lin = 2, Al = {a117a127 N }, AQ = {agl,a227 ce }, je

Ay x Ay = {[0117021],[a1l,a22],[a11,023],-~-}U
U {laiz,a21], [a12, a2z, [a12, azs], ... } U
U {la1s,a21], [a13, a22], [a13, azs], ... } U
U
Je to U;2; {la1s, a21], [azi, aze], ...}, coz je spocetné sjednoceni spocetnych mnozin a podle véty
38 je tedy rovnéz spocetné. O

Dusledek 40 (véty 38). Mnozina Q vSech raciondlnich éisel je spocetnd.

Dikaz. Q C {§|p € Z,q € N} = N x Z, obé mnoziny jsou spotetné a muzeme uplatnit disledek
39. O

Véta 41. Kazdd (nekonecnd) ¢dst spocetné mnoZiny je spocetnd.

Dikaz. Je-li B C A = {ay,az,...}, bud f(1) prvni index pro ktery je as(1) € B, f(2) prvni
index, pro ktery je ay(2) € B—{as(1)}, ... Mame-liuz ay(k) € B—{ar(1),ar(2),...,ar(k—1)},
k> 2, bud f(k+ 1) nejmensf index, ze ay(k+1) € B —{as(1),ar(2),...,as(k)} a tak f prosté
zobrazuje N na B. O

Tvrzeni 42. MnoZina vsech posloupnosti z nul a jednicek neni spocetnd.

Drikaz. Dukaz provedeme sporem. Ozna¢me tu mnozinu P a predpokladejme, Ze je spocetna. Tj.
Ize ji uspofddat do posloupnosti {p',p?,...}. Je tedy

= {pl.p}...}
p° = {pyps,...}
= {p}pi ...}

Nyni vytvoime posloupnost ¢ = {¢1,¢2,...}, kde ¢; = 0 jestli p§ =1lagqg; =1 jestli g = 0.
Posloupnost ¢ pak nenf zadné z p',p?,..., co O

Dusledek 43. R neni spocCetné.

Diikaz. Bud P mnozina vsech posloupnosti z nul a jedni¢ek, kazdé a = {a1,as, ...} € P piitadime

o0
¢islo s(a) = > 5. Je s(a) € (0,1) a tak vznikd zobrazeni s : P — (0,1). To vSak neni prosté:

jsou-li @ = {ay,as,...}, b = {b1,bs,...} € P takové, ze pro néjaké k > 1 jear =0, b, =1 a
aj=1,b;=0Vj>kajelik>1jea; =b;Vj=1,...,k—1, pak s(a) = s(b).
Piiklad takovych a a b je nasledujici:

a = {a,a9,...,a5-1,1,0,0,...}
b = {al,ag,...,ak_l,o,l,l,...}
Ozna¢me P’ = {{aj,as,...} € Play = 0,ap4+1 = agrs2 = --- = 1 pronéjaké k > 1}. Je

P = JiZ, Py, kde P, = {{a1,a2,...} € Play, = 0,a; = 1 Vj > k}. Je Py spocetnd (dokonce
konecnd) Vk, a tak P je spocetnd a P — P’ tedy nenf spocetnd, jinak by P = (P — P') U P’ byla
spocetna.

s je omezené na P — P’ je prosté: je-li a = {ay,a9,...}, b = {b1,ba,...} € P — P, a # b,
existuje k, Ze ar # by. Bud tieba ap < by, tj. ax = 0, by = 1. Protoze a € P — P’, neni
apt1 = agy2 = --- =1 a tedy s(a) < s(b), takze s,/ P — P’ prosté zobrazen{ nespotetné mnoziny
P — P’ do (0,1), je tedy s(P — P’) nespocetnd a tak (0,1) obsahuje nespocetnou podmnozinu,
nemuze byt tedy podle véty 41 spocetna. Podle téze véty je tedy i R nespocetna. O
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Pozndmka 44. Reknéme, Ze mohutnost mnoziny A je mensi nez mohutnost mnoziny B (moh A <
moh B), jestlize je néjaké prosté zobrazeni A do B, ale zddné B do A. Tzv. hypotéza kontinua
predpokladé, ze neni mnozina C, pro niz plati moh N < moh C' < moh R.



Kapitola 4

Limity funkci

Definice 45. Redlnou (komplexni) funkef na mnoziné M se rozumi zobrazeni f : M — R (C).
Funkei f nazveme shora (zdola) omezenou na M, jestli existuje néjaké ¢islo k(K) € R, ze f(x) <
K Vx € M, resp. f(x) > k Vax € M. Nazveme ji omezenou, je-li omezend jak shora, tak zdola.

To je totéz jako to, ze IK > 0 takové, ze |f(x)| < K Vz € M.

Definice 46. Bud'te a, A € R. Rekneme, ze funkce f ma v bodé a limitu A (resp. £00), jestli
Ve>030 >0,z |f(z) —Al<eVO<|z—a|]<§
resp.
VK eR30>0,z2e fz) > KVO< |z —a| <§
VK eR36>0,2e flz) < KVO< |z —a| <§
Piseme lim, ., f(z) = A(resp. =+ 00).
Rekneme, ze f ma v a limitu A (f£o0) zprava, jestli

Ve >035>0,ze |f(x)— Al <eVz € (a,a+9)

VK eR 36 >0, ze f(z) > K Va € (a,a + 0)
VK e R 36 >0, ze f(z) < K Vx € (a,a + 0)

Pise se limy 44 f(z) = A (resp. £00). Obdobné se zavadi limita f v a zleva (misto a < x < a+¢
se bere a — 0 < = < a) a piSe se lim,_,,— f(x) = A (resp. £00). Misto pfislusnych limit zprava
(zleva) se nékdy psavd f(a+), resp. f(a—).

Rekneme, ze f mé v oo limitu A € R (resp. +o00) jestli Ve > 0 Ik € R, Ze |f(x) — A] < ¢
(VK 3k € R, ze f(x) > k, resp. f(x) < k). Pise se lim; o0 f(z) = A (resp. £00). U —00 se misto
x >k bere x < k a piSe se lim,_._, f(z) = A (resp. +00).

Poznamka 47.

1. Aby méla f limitu (zleva, zprava), musi byt dana na néjakém P(a,0) = {z € R|0 < |z —a| <
0} ((a—46,a), (a,a —9)), 6 > 0. Této mnoziné se rikd prstencové (levé, pravé) d-okoli bodu
a. Neni-li § nutné uvadét, pise se jen P(a) (P (a), P~ (a)).

Mnoziné (K, 00) ((—oo, K)) lze fikat okoli nekone¢na (—o00).

2. Definice lim,_, f(z) = A mé smysl i pro komplexni funkeci komplexn{ proménné x pro
a, A eC.

3. M&-1i f v bodé a vlastn{ (tj. koneénou) limitu, je na néjakém P(a,d) omezend (totéz pro lim
v +00), napiiklad ¢éisly A —1a A+ 1.

14
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Disledek 48. Ma-li f v a € R (C) vlastn{ (tj. kone¢nou) limitu (zleva, zprava), je na néjakém prs-
tencovém okoli P(a,d) (P*(a,d), P~ (a,d)) omezeni. M4-1i ji u oo (—o0), je omezens na néjakém
okolf oo (—o0).

Diikaz. Bud tieba a € R, lim, ., f(z) = A € R. Pak ke =135 > 0, ze |f(z) — A < e V0 <
|zt —al < 6,tj. A—e < f(x) < A+¢e Vo € P(a,d) a tak pro = € P(a,0) je ||f(x) ]| —|A|| <
|f(z) — Al < e, odkud |f(z)] < |A| +e.

Ostatni piipady se dokazi obdobné. O

Véta 49. f md v a € R limitu pravé kdyz tam md limitu zprava i zleva a jsou stejné. V tom
pripadé je hodnota limity rovna hodnoté obou jednostranngch limit.

Diikaz. Necht Flim, . f(z) = A a bud tieba A € C. Ve > 03§ > 0, ze |f(z) — A] < e V0 <
|x —a] < 0 atak tim spis Ve > 036 > 0, ze |f(z) — Al <eVa<zxz<a+0d (a—3d <z <a), coz
znamend, ze A = lim, .4 f(z) (A =lim,—— f(x)).

Jestli naopak existuje f(a+), f(a—) a jsou stejné (oznac¢me je A € C), pak to znamend, zZe

Ve>038 >0,7% |f(z) - Al <eVa<z<a+d (4.1)
Ve>036>0,7¢ |f(z)—Al<eVa—-d<z<a (4.2)

takze je-li € > 0, polozme § = mind(e),d(e). Pro 0 < |z — a| < & pak plati (4.1) i (4.2) a tedy
|f(z) — Al < e Vx € P(a,9d).
Piipady, kdy A = oo (—o0) se dokdzou obdobné. O

Véta 50 (Heineho o vztahu limity funkce a posloupnosti). Funkce f md v a € R (C)
limitu pravé kdyz plati

V{a,} C R(C) takovou, Ze a, — a, ale a, # a Vn, existuje lim f(a,)

Je-li tato podminka splnéna, je lim, o f(a,) stejnd ¥ takové posloupnosti a lim,_., f(x) se ji
rovnd.

Diikaz. =: Je-li lim,_, f(x) = A, kde tieba a, A € C, Bud {a,} € C, a, — a, a, # a ¥n € N.
Ukédzeme, ze {f(a,)} ma limitu a.
Bud ¢ > 0. Protoze f(z) ™% A, a C C, existuje § > 0, Ze

lf(z) —Al<eVO<|z—al<d (4.3)

Protoze a, — a, tak 3k(d) € N, ze |a, —a| < 6 Vn > k. Jezto a, # a, Vn € N, je navic
0 <lan, —a| < d apodle (4.3) je |f(a,) — Al <& Vn >k a tak mé {f(a,)} limitu (rovnou A).

<: Necht plati podminka véty 50. Jestli {a,}, {b,} C C, a € C, a,, — a, b, — a, a, # a,
b, # a Vn € N, pak {f(an)} i {f(by)} ma limitu. Posloupnost {a,b1,a2,ba,...} opét jde k a
(podle véty 25) a mé ¢cleny ruzné od a Vn, takze podle véty 50 mé posloupnost

{f(al)’f(bl)’f(a2)""}

limitu. Ale {f(an)} a {f(by)} z ni jsou vybrané a tak maji limitu stejnou (véta 23). Oznacme ji
A abud tieba A € C. Ukdzeme, Ze lim,_, f(z) = A.
K dukazu (sporem) piedpokladdme, ze lim,_,, f(z) neni A. To pak

yze [f(x) — Al =€

S|

1
360>0V5n25Elxnec,0<|xn—a|<5n:

—~

Jelikoz 0 < |z, —a| < £ Vnal — 0, je jednak x,, — a (19), jednak z, # a Vn. Ale protoze
|f(zn) — A|l > €, neni f(x,) — A, coz je spor s vétou 50. O
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Poznamka 51. Véta 50 pro jednostranné limity ma tvar: Funkce realné proménné ma v a € R
limitu zleva (zprava) praveé kdyz

V{a,} C R takovou, ze a, — a, ale a,, < a Vn (a, > a Vn), existuje lim f(a,)

n—oo
Je-li tato podminka splnéna, je lim, . f(a,) stejnd pro vsechny takové posloupnosti {a,}
z této podminky a lim,_,,— f(z) (limz—q4 f(2)) je rovna jejich spoleéné hodnoté.

Diisledek 52. Znacka lim necht znamend v kazdém tvrzen{ kteroukoliv z lim, lim , lim , lim .

t—a p—at’ z—a— w—too
1. f ma nejvyse jednu limitu.
2. (aritmetika limit): existuje-li lim f a lim g, pak

(a) im (f +g) =lm f +limg

(b) lim fg =lim f - limg

. li
(c) hmg = ﬁgg

mé-li pravd strana smysl (tj. pak existuje lim nalevo a plati rovnost).
Diikaz.
1. Necht tieba

lim f(z) = A (4.4)
}Eif(x) = B, aeC (4.5)

Bud {a,} takové, ze a,, — a, a, # a ¥n € N. Podle véty 50 plyne z (4.4), ze lim,, o f(an) =
A a podle (4.5) lim,_,, f(x) = B a podle véty 13 je A = B.

2. Necht tfeba jde o limitu lim, ., f(z) funkce redlné proménné. Je=li {a,} C R, a, < aVn €
N, a,, — a tak podle véty 50 implikace = plati f(a,) — lim f, g(a,) — limg.
M3é-li tieba smysl souéin lim f - lim g, m& {f(ay) - g(a,)} limitu, a to lim f -lim g. Podle véty
50 implikace < jimé i f- g a dokonce tutéz, je tedy dokdzéno (b). Obdobné i pro dals body
(1) a (3).
O

Véta 53 (2. véta o limité soucinu). Jestli je lim,_, f(x) =0 a g(z) je omezend na néjakém
prstencovém. okoli bodu a, pak existuje i limita lim,_,, f(z) - g(x) a je rovna 0.

Diikaz. Dukaz je podle véty 50. O

Véta 54 (2. véta o limité prevriacené hodnoty). Jestli je lim, ., f(z) =0 a f(z) >0 (<0)
na néjakém prstencovém okoli bodu a, pak eristuje i limita lim,_., % a je rovna 0o (—00).

Diikaz. Dukaz je podle véty 50. O

Véta 55. Bud f < g na néjakém prstencovém okoli bodu a a mecht existuje lim, ., f(z) a
lim,_,, g(x). Pak plati lim,_,, f(z) < lim, ., g(x).

Diikaz. Diikaz provedeme pomoc{ véty 50 sporem. Nechf A = lim, ., f(x) > B = limy_.4 g(x).
Je-li {z,,} takova posloupnost, ze z, — a, z, # a Vn € N, pak f(z,) — A, g(z,) — B. Je
fxn)] < g(xn) Vn > k, protoze existuje § > 0, ze na P(a,d) = {z|0 < |z —a| < 6} je f(z) < g(x)
ajezto x, — a,takk § > 03k € N, ze |z, — a| < § ¥n > k. Navic z,, # a Va atak 0 < |z, —al < 4,
tj. n € P(a,0), odkud A < B, coz je ale spor. O

Véta 56. Necht 3A = lim,_,, f(z), B = lim,_,g(x) a bud A < B. Pak 36 > 0, Ze f(x) <
g(z) Yz € P(a,9).



KAPITOLA 4. LIMITY FUNKCI 17

Druikaz. Veétu si dokdzeme sporem. Predpokladame tedy, ze takové § > 0 neni.
Vo > 0 Jxs € P(a,d), ze f(xs) > g(xs)

Mezi jinym to tedy plati i pro §,, = %, tj.
1y .
Vn € N 3z, € P(a7 ), ze f(xy) > g(zn)
n

Je teda 0 < |z, —a| < L Vn € N a tak 2,, — a (pro n — o). Navic z,, # a Vn a tak podle véty
50 3lim f(z,) = A, limg(x,) = B a je A > B, coz je spor. O

Véta 57. Na néjakém okoli P(a,d) bud f < g < h anechf Ilim,_., f(z) = A alim, ., h(z) = A,
pak 3lim,_,, g(x) a ta se rovnd jejich spolecné hodnoté.

Diikaz. Vétou 50. O

Definice 58. O redlné funkci f na intervalu I C R fekneme, Ze roste (neklesd, klesd, neroste),

jestli f(z1) < f(z2) (f(21) < flz2), f(21) > f(22), f(21) = f(22)) VH1,22 € I, 21 < 2. Je-li f
nékterd z téchto ¢tyt, nazveme ji monoténni. Jestli roste nebo klesd, nazveme ji ryze monoténni.

Véta 59. Bud f monoténni na intervalu I C R. Neni-li a jeho levyj (pravyj) krajni bod, existuje
konecnd limita funkce f(a—) (f(a+)). Je-li a € R* jeho levy (pravy) krajné bod, ezistuje f(a—)

(f(a+)).

Pritom jestli f na I neklesd (neroste), je f(a—) = sup,cr peq [(¥) (infrerz<a f(2)) a flat) =
infacel,w>a f(SL') (Supzel,z>a f(it))

Diikaz. Nechf tieba f na I neklesi a a € I neni levy krajnf bod. UkdZeme tieba, ze If(a—) a je

to s = SUPgel,z<a f(l’)

Protoze je f(z) < f(a) Ve € I,z < a,jeis < f(a) anenilevy krajniv [ atak 37 € I, & < a,
odkud f(Z) < s. A tak f(Z) < s < f(a), tzn. s je konecné. Ukdzeme, ze s = f(a—).

Bud & > 0. Pak s —¢ < s, proto 32’ € I, 2’ < a, Ze f(z') > s —e (véta 5) a protoze f neklesd,
je f(2') < f(x) Va' <z < a. Takze s —e < f(x) < s < s+¢e Vo € (2/,a), coz dokazuje zddané.
Ostatni pfipady lze rozebrat obdobné. O

Definice 60. O funkci f fekneme, Ze roste zleva (zprava) v bodé a € R, jestli 36 > 0, ze
f(z) < f(a) Yo € (a—d,a) (f(x) > f(a) Vo € (a,a+ ).

Obdobné se zavadi klesani f v a zleva a zprava.
Véta 61. f roste (klesd) na intervalu I C R prdvé kdyz
e roste (klesd) zleva v kaZdém a € I ktery nend pripadngm levgm krajnim bodem I
e roste (klesd) zprava v kazdém a € I ktery nend pripadngm pravgm krajnim bodem I
Dikaz. = zjevné
< je-li splnéna podminka véty, tfeba v piipadé rustu, zvolme x1,zs € I, 1 < x9; ukdzeme, ze
f(z1) < f(a2).
Oznatme A = {z € (v1,22) |f(x1) < f(x2)}. Plati
(a) A#0neb (z1,21 +9¢') C Asnéjakym ¢’ > 0 (rust f v a1 zprava)
(b) jestli a € A, a < 2, tak 3§ > 0, ze (o, + ) C A (rust f v « zprava)
(c) sup A € A: necht b =supa, je b > x1 + 8 a tak je b > xq, tudiz 3§ > 0, Ze
f(z) < f(b) Yz € (b—4,b) (4.6)

(rust f v b zleva)



KAPITOLA 4. LIMITY FUNKCI 18

Protoze b — § < b = sup A, existuje podle 2. vlastnosti supréma prvek p € A, ze p > b — 9,
takze f(xz1) < f(p) < f(b), coz znamen4, ze b € A.

Je b = x9: je b < x5 a predpoklddejme, ze b < xo. Protoze b € A podle (0Oc), je podle (0b)
(b,b+ &) C A pro néjaké § > 0 a tak b < sup A = b a dochdzime ke sporu.
Je tedy f(x2) = f(b) > f(z1). O

Spojitost
Definice 62. Funkci f nazveme spojitou v a € C jestli
1. f je v a definovand

2. existuje limg ., f(z)

3. lim, ., f(z) = f(a)

Funkci redlné proménné nazveme spojitou v a € R zprava (zleva) jestli
1. je v a definovana

2. existuje f(a+) (f(a—))

3. flat) = f(a) (f(a—) = f(a))

Je-li f dand na okoli (pravém, levém) bodu a a neplati bod 2 nebo 3, fekneme, Ze neni v a
spojitd nebo ze je v a nespojitd, md v a nespojitost, a je jejim bodem nespojitosti, ... (zprava,
zleva).

Definice 63. Necht m4 f v a € R nespojitost. Jestli existuje konetna f(a—) a f(a+), nazveme
ji nespojitosti 1. druhu (ten skok), jinak jde o tzv. nespojitost 2. druhu.

Diisledek 64. Funkce monoténni na intervalu I C R mé v kazdém bodé z I nejvys nespojitost 1.
druhu.

Dusledek 65. Mnozina vSech bodu nespojitosti monoténni funkce na intervalu je nejvyse spocetné.

Diikaz. Bud f monoténni na intervalu I, A C I mnozina jejich bodt nespojitosti. Je-li A koneén,
je ditkaz hotov, jinak kazdému a € A pfifadime interval I, mezi f(a—) a f(a+). Nechf t¥eba f
neklesd, to pak je I, = (f(a—), f(a+)).

V kazdém I, vybereme raciondlni ¢islo r(a). Je-li a,a’ € A, a < d/, je f(a+) < f(a'—) (zvolme
be (a,d),proa <z <b<a <djeflx) < f(2), odkud f(a+) = limz—qt f(x) < f(z') Vb <
' < d,nacez fla+) <lim, .- f(z') = f(a’'-)).

Je tedy r(a) < f(a+) < f(a'—) < r(d’), takze r je prosté zobrazeni A do Q. Protoze je Q
spocetnd (dusledek 40), r(a) C Q, je i r(A) a i tedy A spocetnd. O

/

Véta 66 (Darbouxova vlastnost spojitych funkei na intervalu). Je-li f spojitd na intervalu
I, a,b € I, pak nabgvd véech hodnot mezi f(a) a f(b) (presnéji, je-li a,b € I a d mezi f(a) a f(b),
pak je ¢ mezi a a b, Ze f(c) =d).

Ditkaz. Bud a,b e I, a < b atieba f(a) < f(b). Je-li d jedno z f(a) nebo f(b), je budto d = f(a)
a pak ¢ = a nebo d = f(b) a pak ¢ = b.

Bud tedy f(a) < d < f(b) a oznatme A = {z € (a,b), ze f(x) < d}, c=sup A. Je A # () (neb
a € A) a nemé nejvétsi prvek: je-li totiz o € A, pak z toho, ze lim,_,, f(z) = f(«) (spojitost f),
existuje 6 > 0, ze f(z) < d Va € (a,a + 0), takZze o neni nejvétsi v A. Odtud plyne, 7ze ¢ ¢ A,
takze jednak ¢ > a a jednak f(c) > d.

Kdyby bylo f(c) > d, existovalo by 6 > 0, ze f(x) > d Vo € (c—d,c+J) (spojitost f),
takze AN (c—4d,c+3d) = 0. Je An{c+d,b) = O (jinak by bylo ¢ = supA > ¢ + §), nacez
An(c+6,b) =AN[(c=0d,c+0)U(c+8,b)]=[AN(c—6bc+I)|U[AN(c+6,b)]=0.

Tedy ¢ = sup A < ¢ — 6, coz je spor a plati f(c) = d. O
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Disledek 67. je-li f spojita redlnd funkce, na intervalu I, je f(I) interval.

Diikaz. Je-li p = inf f(I), ¢ = sup f(I), je bud p = q a pak f(I) = {p} nebo je p < q. Je-li pak
p < d < g, existuje a,b € I, ze f(a) < d < f(b) a tedy podle véty 66 existuje ¢ mezi a a b, Ze
f(e) =d. Je tedy (inf f(I),sup f(I)) C f(I) C (inf f(I),sup f(I)), tedy f(I) je jednim z intervala
(p,9), (p,0); (P, q), (P,Q)- O

Véta 68. Redlnd funkce spojitd na intervalu {(a,b) C R tam nabjvd supréma a infima — md tam
tedy své mazrimum a minimum.

Diikaz. Bud s = sup f({a,b)). Podle 2. vlastnosti supréma ke kazdému n € N 3z, € {(a,b), 7e
s— 1+ < fan) <s.

Podle véty 30 (z kazdé posl. lze vybrat konvergentni) vybereme z {x,,} konvergentni {x,, }7°,
a jeji limitu oznacime I. Pak sfnik < f(xy, ) < salimitou (k — o0) odtud plyne: s < lim f(z,,) =
f(1) < s (rovnost plyne ze spojitosti funkce), tj. f(I) = s. O

Véta 69 (O limité slozené funkce). Bud'te a,b € R* a necht

lim g(z) = b (4.7)
lim f(z) = 4 (4.8)

Pak lim,_., f(g(z)) = A jestli bud’to

g(x) # b na néjakém okoli P(a) nebo

f je v b spojitd.
Diikaz. Bud'te tfeba a,b € R a necht plati podminka, Ze g(z) # b na ngjakém okoli P(a). Bud
€ > 0. Podle (4.8) je

0>0,2e |f(ly) — Al <eVO<|y—0bl <4¢ (4.9)
Podle (4.7) je
' >0,z% |gx) —b| <IV0O<|z—a|l <7 (4.10)
Podle podminky zvolme
71> 0,aby g(z) #bY0 < |z —a| <7 (4.11)

Pro 0 < |z — a| < n=min(n,7) je pak 0 < |g(x) — b 5 podle (4.9) je |f(g(z)) — A] < e.

Jestli plati podminka, ze f je v b spojitd, pak (4.7) plati V|y — b| < § (s hodnotou A = f(b)) a
tak pro 0 < |z — a|] <1/ je |g(z) — b] < § podle (4.10), nacez podle (4.9) je |f(g(z)) — A] <e. O
Definice 70. Bud A C R (C), a € R (C) takovy, ze P(a,8) N A # () V6 > 0. Rekneme, ze f ma
v g limitu L € R (C) viéi A jestli Ve > 030 > 0, ze |[f(z) - L| <eVO< |r—a|] <,z €A
(piseme limg_,q yea f(z) = L)
Véta 71. Bud A,B C R (C) a necht P(a,0)NA#0, P(a,6)NB # 0 V6 > 0. Pak limy—q zcauB
existuje pravé tehdy, kdyZ existuji limg .4 zea @ limgy_.q 2cp @ jsou stejné.

Je-li tato podminka splnéna, je hodnota lim,_.q zcaup f(x) Tovna spolecné hodnoté obou zmi-
nénych limit.
Drikaz.

= zjevné

< Bud ¢ > 0. Pak

38" >0, 7e |f(z) —al <&, x €A
30 >0,z |f(z)—al <0, z€ B
kde L je spoletnd hodnota limg ., gea f(2), imy—q, zep f(2). Pro 0 < |2 —a| < 0 =

mind’, 8, z € AU B pak je |f(z) — L| <.
O
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Véta 72. Bud f prostd redlnd funkce na intervalu I C R. Je-li na I spojitd, je jeji inverzni funkce
f=1 spojitd na intervalu f(I).

Diikaz. Na I prostd f md na f(I) inverzni f~1. Je-li spojitd, je f(I) podle véty 67 interval.

Bud a € I, ktery tieba nen{ krajni. Je tedy 9 > 0, ze (a —V,a +9) C I. Podle véty 67 je
Jy = f(ly) interval (C f(I)) a f(a) neni jeho krajni bod (jinak by bylo f(a) = max f(z) nebo
f(a) = min f(z); bud'to to tieba to maximum, pak je P = f((a — 6,a))AQ = f({a,a + J)) interval,
f(a) by bylo pravym krajnim bodem obou a tak P N Q = §) — spor s prostotou f).

Bud & > 0 a lze predpoklddat, Ze € < 4. Pak je tedy J. = f(I.) C f(I), f(a) neni krajni v J.
a tak existuje § > 0, ze (f(a) — 6, f(a) +0) C J. = f((a —e,a +¢€)), tak, ze pro |y — f(a)] < € je
7' y) €(a—eate). O

Véta 73. Prostd a spojitd f na intervalu I je ryze monotonni.

Diikaz. Necht pro x1, z2, y1, Y2 € I, 1 < @2, y1 < y2 je f(z1) < f(z2) a f(y1) > f(y2). Pak je
bud'to

1. (z1,22) N {y1,y2) nejvys jednobodovy a tedy x1 < x2 < y1 < y2 (€l y1 < y2 < 21 < x2) nebo

2. jeden z téchto intervalu je ¢asti druhého a tedy x1 < y1 < ya < 2z (Gl y1 < x1 < z2 < Yo)
nebo

3. nenastdvd ani prvni, ani druhd moznost a tedy 1 < 11 < z2 < y2 (Gl y1 < 1 < Y2 < x2)

< fxo, nabyvd f maxima na (z1,y1), ale ne v krajnich bodech

f(y1)
Je i f(y1)> fxo, nabyva f maxima na (za,y9), ale ne v krajnich bodech
Je-li f(y1) = fxo (a pak y; = z3), nabyvéd f maxima na (z1,y2), ale ne v krajnich bodech
2. Je-li f(y1) < fx1, nabyvéd f minima na (zq,23), ale ne v krajnich bodech
Je-li f(y1) > fx1, nabyvad f minima na (x1,ys), ale ne v krajnich bodech
3. Je-li f(y1) < fx1, nabyva f minima na (y;, y2), ale ne v krajnich bodech
Je-li f(y1) > fx1, nabyvd f minima na (x1,z2), ale ne v krajnich bodech

Ve vsech pifpadech mé funkce extrém na néjakém intervalu (p,q) C I p < ¢, ale ne v krajnich
bodech, tedy v néjakém r € (p, q). Pritom f((p,r)) i f({r,q)) jsou podle véty 67 intervaly. Je tehdy
f(r) jejich spoletnym krajnim bodem.

Protoze je v r extrém funkce f na (p,q), je v r tyZ extrém jak na (p,r) tak i na (r,q) a
tak je f(r) soucasné pravym, nebou soucasné levym krajnim bodem intervala f((p,r)), f({r,q)).
Ty se tedy protinaji pfinejmensim bodem f(r). Ale ani f((p,r)) ani f({r,q)) neni jednobodovy
(jinak by byla f na (p,r) nebo na (r,q) konstantni, coz nelze, neb f je prostd), takze existuje
te fllp,m)) N f({r,q), t # f(r), natez existuje vy € (p,r) a va € (r,q), ze f(v1) =t = f(va).
Protoze je v # vg, jednd se o spor s prostotou f. U
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Derivace

Definice 74. Derivaci funkce f v a (zleva, zprava) se rozumi

hm A @) (5.1)

z—a(a+,a—) r—a
pokud existuje. Znacime f’(a) nebo %(;) (resp. fi (a), f’ (a)). Je-li konecna (oo, —00), iika se ji
vlastn{ (nevlastni) derivace.

Pozndmka 75. Polozime-li v (5.1) x — a = t, mame podle véty 69

S @) L fatt) - @ 652

z—a T—a t—0 4
ma-li jedna strana smysl (tj. existuje-li limita vlevo (vpravo), tak i vpravo (vlevo)) a jsou stejné.
Véta 76. Necht ezistuje f'(a), ¢'(a). Pak
1. (f"+9')(a) = f'(a) + ¢'(a)
2. (f'9')(a) = f'(a)g(a) + f(a)g'(a)

£\ _ Fla)da) - fa)ga)
3. (g)(“)— o7a)

Ma-li prislusnd pravd strana smysl (a v bodé 2 je-li navic jedna z funkci v a spojitd). Totéz plati
s jednostrannymi derivacems.

Diikaz. Tteba bod 2 (a bud v a spojité tieba f).
fo() ~ fola) _ | () gla) — f(x) g(a) + [ (x) g(a) — (a) gla)

(f9)(a) = lim — lim )+ )
= lim (f(x)‘W+g(x)f( ;:i(@)
Nebo bod 3:
(LYo - w00 o5
_ oy (@) —g@)f(a) _ g(a) 2@ p() do)=de)
v=a  g(z)g(a) (@ —a)  o—a 9(x)g(a)

21
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Véta 77. f md v a € R derivaci prdvé tehdy, kdyz existuje derivace zleva a zprava a tyto dvé
derivace jsou si Tovny.
Je-li podminka splnéna, je f'(a) rovna jejich spolecné hodnoté.

Drikaz. Dukaz pomoci véty 49. O

Véta 78 (O derivaci slozené funkce). Funkce g méj derivaci v bodé a, funkce f v g(a) a bud
g v a spojitd. Pak md f(g(z)) v a derivaci a je (f o g)(a) = f'(g(a))g’(a), md-li soucin napravo
smysl.

Diikaz. Zkoumejme lim,_,, w Pro ta x, kde g(z) # g(a), je

flg(x)) = flg(a)) _ flg(x)) = flg(a))  g(x) —g(a) (5.3)

v—a 9(x) = gla) r—a

Oznacme A = {z|g(x) # g(a )} B = {z|g(z) = g(a)}. Protoze je g v a spojitd, je lim, ., g(x) =
g(a) a tak polozime-li g(x) =

fy) — f(g(a))

lim = lim = f(g(a 5.4
TG g g O o4
podle véty 69 pouzité na F(g(x)) s F(y) = L=04) (lim, ., F(y) = f(g(a))) lim,—q g(z) =
g(a), g(x) # g(a) vsude na A, takze existuje F(g(z)) = f'(g(a)).
Dale
existuje lim 9(z) = 9(a) =g'(a) (5.5)
r—a Tr—a
a tak z 5.3 plyne podle véty o limité souc¢inu, 5.4, 5.5
o flg(@) — flg(x)) / /
1 = 5.6
, i P f'(g(a))g'(a) (5.6)
Pro x € B je zlomek nalevo v (5.3) a tedy jeho limita lim,_., 4ep, jakoz i zlomek % napravo

nula. Protoze existuje ¢'(a), je podle véty 71

i 9@ —9(@) _ . 9(@) —g(a)
T—a Tr—a r—a,r€EB r—a

=0

tj. ¢'(a) = 0. Protoze f'(g(a))g(a) mé smysl, je f'(g(a))g’(a) = 0 a tak plati dotazovand rovnost.
flg(x)) — flg(a))

li =7 ! 5.7
wﬁggeB T —a f(9(a))g'(a) (5.7)
Podle (5.6) a (5.7) a véty 71plati dokazovand rovnost. O

Véta 79. Bud f~' inverzni funkce ke spojité funkci f na intervalu I C R, a € I a necht eristuje
f'(a) #0. Pak md f~1 vb= f(a) derivaci a je

N _ 1
(7)o = 7'(a) ( f’(fl(b))>

Diikaz. K pouziti véty 69 polozme vngjs{ funkci V(z) = Smrigey a vnitinf v(y) = f~1(y). Plat{
1. lim, ., V(z) = ﬁ
2. lim, _pv(y) = f71(b) (f~ je spojitd podle véty 72)

3. ( ) f~t(y) # f~1(b) na P(b) (dokonce viude na f(I) — b, neb f~! je prostd a tak

(; f71(b) jen pro y =b).
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Podle véty 69 existuje

1
limV(v(y)) = limy—b—F"— =limy - b——7— =
N f(f~"y)=b) —b
v OO 0= )
i y) =10
M =f 1(b)

= i b
imy — y—b

Véta 80. Md-li f v a vlastni derivaci (zleva, zprava), je v a spojitd (zleva, zprava).

Diikaz. f méj tteba vlastni derivaci f(a). Pak lim, ., (f(z) — f(a)) = lim,_q w (z—a)=
f'(a)-0=0a tak limy_.q f(2) = lime—q (f(x) = f(a) + f(a)) = f(a) 0
Véta 81. Je-li f'(a) >0 (<0), f v bodé a roste (klesd).

Diikaz. Bud tieba f/(a) > 0, tj. lim,_, 22719 > 0. Podle vty 56 je {212 - 0 na ngjakém

r—a Tr—

P(a,d). Pro z € (a,a+9) je viak z > a a tak i f(z) > f(a), pro xz € (a —d,a) je x < a a tak i
f(x) < fla). .

Disledek 82. Je-li I C R interval a f'(x) > 0 (< 0) Vx € T (v pripadnych krajnich bodech se mysli
piislusnd jednostrannd derivace), tak f na I roste (klesd).

Diikaz. Podle véty 81 f roste (klesd) v kazdém z € I a podle véty 61 roste (klesd) na I. O

Definice 83. Rekneme, ze redlnd funkce f na intervalu I € R ma v a € I ostré lokdlni maximum
(lok&ln{ maximum, ostré lokaln{ minimum, lokdln{ minimum) jestli 3P (a), ze f(z) > f(a) (f(x) >

fla), f(z) < f(a), f() < f(a))-

Nastane-li néktery z téchto ptipadu, fikdme, ze f ma v a lokalni extrém.
Véta 84. Md-li f va extrém a existuje f'(a), je f'(a) = 0.
Dukaz. Je-li f'(a) >0 (< 0), f podle véty 81 v a roste (klesd) a tak v a neni extrém. O
Definice 85. Bodu a, kde f/(a) = 0 se i{ka staciondrn{ bod funkce f.

Disledek 86. Redlnd funkce f na intervalu I C R mé v a € I extrém jen je-li a stacionarni, krajni,
nebo v ném nema f derivaci.
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Obecné véty o derivaci

Véta 87 (Rolleova). Bud a,b € R, a < b, f bud spojitd redlnd funkce na {(a,b), kterd md
derivaci na (a,b), takovd, Ze f(a) = f(b). Pak existuje ¢ € (a,b), Ze f'(c) =0.

Diikaz. Je-li f na (a,b) konstantni, spliuje tvrzeni kazdé ¢ € (a,b).

Bud tieba f(a) = f(b) = 0 a predpoklddejme, Ze tieba f(p) > 0 pro né&jaké p € (a,b). Podle
véty 68 je c € (a,b), ze f(c) = maxgze(qp) f(). Je f(a) = f(b) =0, f(p) >0atak c#aac#b,
takze ¢ € (a,b).

Protoze existuje f’(c), ale podle véty 84 neni f'(¢) > 0, ani f'(c) < 0, takze f'(c) = 0.

Je-li f(a) = f(b) # 0, pouzijeme uz dokdzaného na h(zx) = f(z) — f(a). Je h(a) = h(b) =0 a
tak 0 = h'(c) = f'(c) pro néjaké c € (a,b). O
Véta 88 (O stfedni hodnoté, tzv. Lagrangeova). Bud a,b € R, a < b, f spojitd redind

L I PR y _ fo)-fla)
funkce na (a,b), kterd md na (a,b) derivaci. Pak existuje c € (a,b), Ze f'(c) = F5—="=.

Diikaz. Od f odecteme linedrn{ funkei I(z) takovou, ze i(a) = f(a), I(b) = f(b). Vznikla funkce
spliiuje podminky a tedy pro ni plati zavér véty 87.
/ b)— b)—
Funkece | m4 tvar I(x) — % (x —a) + f(a). Pro h(z) = f(z) — W “(z—a)— f(a)
tedy existuje ¢ € (a,b), ze h(c) =0, tj. h'(c) = f'(c) — w =0, coz bylo dokazat. O

Véta 89 (Zobecnéna véta o stfedni hodnoté, tzv. Cauchyova). Budte a,b € R, a <b, f
a g spojité redlné funkce na {(a, by, které maji vsude na (a,b) derivaci, g(x) # 0 Va € (a,b). Pak je

c € (a,b), ze

f)=fla) _ [

g9(b) — g(a) g'(c)
Diikaz. h(z) = f(z) (g(b) — g(a)) — g(x) (f(b) — f(a)) spliuje podminky véty 87. O
Disledek 90. Necht je f'(z) > 0 (> 0, < 0, < 0) na intervali I (obsahuje-li néktery z krajnich
bodu, rozumi se v ném piislusnd jednostrannd derivace). Pak f(I) roste (neklesd, klesd, neroste).

Diikaz. Bud f' > 0 na I a bud'te z1,22 € I, 71 < z2. Pak je f(z2) — f(z1) = f(c) (2 — 21)
(pouzitd véta 88 na (xy,xa)) a pak f(xa) > f(x1). Zbytek obdobné. O

Véta 91. Bud f spojitd a necht existuje lim,_., f'(x) = A. Pak existuje f'(a) a rovnd se A.
(f'(a) = lim,_,, f'(z)) TotéZ s jednostranngmi limitami i derivacems.

Diikaz. Tteba pro f’ (a): existence lim,_,,— f'(z) davé existenci f'(x) na P(a), kde je tedy f(x)
konecn4 a tedy f spojita (véta 80). Protoze je f zleva spojitd i v a, je spojitd na (z,a) Vx € P(a).
Navic existuje f'(x) na P~ (a) a tak podle véty 88 existuje c¢(x) € (x,a), tj. x < c¢(x) < a, Ze
HND = f/(e(w)).

Pouzijeme ted vétu 69 na vnéjsi funkci F(y) = f'(y) a vnitin{ funkei g(z) = c(z). Je x <
c(x) < a a tak lim,_,, ¢(x) = a (véta o majorizované konvergenci). O

24
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Véta 92 (’Hospitalovo pravidlo). Bud a € R* a nechf ezistuje lim, ., L ,(x) = A. Pak existuje

lim,_,q % a je rovna A jestli

1. bud’to lim,_, g(x) = lim,_, f(z) = 0, nebo

2. limy 4 |g(x)] = 00

Podobné pro jednostranné limity.

Diikaz. Bud tieba a € R a dokéZeme tvrzeni pro limitu zprava. Z existence limg ., % plyne,

Ze existuje koneénd f’ i ¢’ na néjakém (a,a + A), takze tam je f i g spojitd a navic ¢'(x) #
0Vz € (a,a + A). Polozme F(z) = f(z) na (a,a+ A), F(x) =0 pro x = a. Déle G(z) = g(z) na
(a,a + A) arovna 0 pro x = a. Necht nejdiiv plati 1. Z toho, Ze lim; o+ f(z) = limz—qq g(x) =0
plyne spojitost F a G v a zprava a tak jsou F' i G spojité na (a,z), maji konecnou derivaci na
(a,z) Vz € (a,a+ A) a tak Yz € (a,a+ A) Fe(z) € (a,2), tj. a < c(z) < z, Ze

f@) _ F@)-F) _ Fll) _ )
g@) ~ G -Gl _ Gl@)  glel)

(véta 89) Podle véty 69 (s vnitin{ funkel e(x) a vnéjsi V(y) = f,/(y)) je

f@) o fe@) W)

et g(n)  a—ar g(c(@)  vmar gy

coz jiz bylo dokéazano.

Bud ale tieba a € R a dokéZeme tvrzeni pro limitu zprava. Necht ale plati 2. Je-li a < = <
1 < a+ A, spliiuje f na (x,z1) podminky véty 89 a tak existuje c(x) € (z,x1), ze f(x1) — f(x) =
L2 (0(21) — g(z)). Po vydéleni g(z) (# 0 na (a,a + A)) to da

g'(dx))
f@) | Fe@) [, g | f)
9@~ g(e) (1 o(2) ) @)

Bud tfeba A € R. Zvolme ¢ > 0. Z (6.1) pak plyne
fl@) , _ fle@) f'e(@) g(@1) | flan)

proa<z <z <a+A (6.1)

0@ T gl T ) 9@ | e@)
f@) || e@) Fle@)||a)| |, [fa| o
9(@) A‘ = | 9ele) A’ @) ’ ’ e ‘ va<z<m<atd (62
Zvolme ¢ > 0 (¢ < 1). Protoze lim,_,, ];(y)) = A, lze zvolit A > 0 tak malé, aby
5:8)) - A’ <e Vye(a,a+A) (6.3)

Zvolme 1 € (a,a + A), takze (6.2) plati pro véechna z € (a,z1). Protoze lim,_ .4 |g(x)] = o0,
je limg_qy LI — 0 takze existuje § (6 < A), 7 ‘g(ml) <e, L8| < 2 vz € (a,a+6). Podle

lgz)] o) o)
(6.3) pak pro toto = je |Z ‘ < |A| 4+ ¢ (neb ¢(x) € (a,a + A)) nacez podle (6.2) je

f(z)
g()

dz))

—A’<5+(|A+6)5+£<5+|A|€+6+5=(|A|+3)5Vx€(a,a+6)

r=1 1
Je-li tieba a = oo, je podle véty 69 lim,_., % =" limy o4 %, coz je podle uz dokdzaného
“NY

(1) _ 73 (~5=) (%) fz)

limy, o4 rendn limy o4 m = limy_o4 (1) a to je opét podle véty 69 lim, . rOR
’ O
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Véta 93. Pro n > 1 necht existuje f™(c), g™ (c) a f(c) = f'(c) = --- = fV(ec) = g(c) =
g(c)=---=g"V(c). Pak existuje

lim ——=

fl@) _ ()
a=eg(z) g™ (c)

md-li tento podil smysl.

Diikaz. Dukaz provedem indukci. Pro n =1 je

N LC0 N ) R o W=l A )
a—c g(x) z—cg(x)—glc) L2=da)  g'(z)

(podle véty o limité podilu).
Necht déle tvrzeni plati pro n > 1 a bud'te podminky véty splnény pro n+1. Pak F(z) = f/(z),
G(z) = ¢'(x) spliuji podminky véty s n a platnost tvrzeni pro n dé

lim F(z) =

F
a—c G(r) G

tj. limy . g(z) = g(c) =0, limy . f(z) = f(c)
podle véty 82 spojitd), nacez véta 92 dava, ze

@ @)
M g@) T ab (@) et g (o)

M(e) _ f(e)

®(c) ~ gt ()
=0

(existuje koneénd f'(a), ¢’(a) atakje figve

f(n+l) (C)




Kapitola 7

Mnohocleny

Tvrzeni 94. Bud P mnohoclen stupnén a a € R (C). Pak

n pk) (g
P(x):zp ( )-(x—a)k

]
— K

n

Diikaz. Je P(xz) = > b, (z — a)®, protoze

P(z) = Zakxk = Zak (z —a+a)"
k=0 k=0

- Tex (e-arers 2 (oo

k=0  1=0 0<k<n
0<I<k
- S (SNt e a =
/ :
1=0 \k=l 1=0
(n)
a tak P*)(a) = Kby, tj. by, = 29
M&-1i f n-tou derivaci v a, napisme % (z — a)". O
k=0

Definice 95. Existuje-li () (a) pro néjaké n € {0,1,2,...}, pak mnohoéclen

(k) (g
Togale) = 3 T oot
k=0 ’

nazveme Taylorovym mnohoclenem stupné n (funkce f se sttedem v a).
Rozdilu Ry 41,f.a(x) = f(x) — Ty f.a(x) se Tikd zbytek (funkce po T}, fq(x)).

Véta 96 (Taylorova). Budte a,z € R, a # z, n celé, n > 0. Redlnd funkce f méj n + 1. na
otevieném intervalu I a spojitou derivaci na uzavieném intervalu I s krajnimi body a a x. Bud
@ spojitd redind funkce na I, kterd md na I° vsude nenulovou derivaci.

Pak (1)
ce I’ ze Rn+1(x)=fn!(c)-(x—c)n~('w (7.1)
Volba o(t) = (x — )" ™" ddvd
_ (e "
Rpi(z) = m (x —a) i (7.2)

27
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(tzv. Lagrangeiv tvar zbytku).
Volba p(t) =t ddvd

Rppi(x) = ————(z—¢c)" (z—a) (7.3)

Diikaz. Polozme ve vyjéddieni R,yq1(z) = f(x) — (f(a) + {1 (x—a)+---+ % (x — a)")

misto a proménné ¢, tj.

Pak f je spojitda na I, ma

f(n) t S f("+1) t n
—.--—<—(n_(1;!(x—t) —|—n!()(x—t)>
F )

= (x—t)" na I, F(z) =0,F(a) = R11(2)

a tak podle véty 89 je c € I°, ze

F(e) = Fa) _ —Ruua(@) _ F(c) _ —f"(0) (@ — )"
p(x) —pla)  o(x)—pla)  ¢(c) nly’(c)
coz je (7.1) a zminénd volba ¢ déva (7.2) a (7.3). O

Priklad 97. Méme najit sinus 1 s presnosti 1076,
Najdeme hodnotu T, sin 0(1) funkce sinz, s takovym n, aby |R;+1sin,0(1)| < 1076, Je T(1) =

kz S‘“,iﬁxk Pouzijeme-li Lagrangeova tvaru zbytku, je R,i1(x) = S‘E’T(::ll)),c (x — O)n+1 a tak
=0
in (D N _ B
|Rny1(1)] = % (z—0)"T' < ﬁ a hledejme tedy n, aby ﬁ <1076,
To je uz pro n+ 1 = 10, tj. n = 9. Spocitame tedy (sin®*) 0 = 0, sin®*+9 0 = (-1)")
3 25 2" ad 1 1 1 1
Tamo@) =z =gt g =g =l-gtg-atqy

Definice 98. Funkce f a g Bud'te ddny na P(a). Budeme psit f(z) = o(g(x)), z — a jestli
lim,_,, % = 0. Obdobné jednostranné piipady.

Pozndmka 99.
1. fu(@) = og(@)), fo(x) = olg(@)), & — a, pak afy + Bfa(z) = o(g(x)), © — a (a, B konst.)
2. fi(z) = o(g1(2)), f2(z) = o(g2(2)), z — a, pak fi - fo(z) = o(g1(2)g2(2)),  — a

3. f(z) =o0(g(x)), z — a a h(z) bud omezena na P(a), pak f(x)h(z) = o(g(x)), x — a
4. f(z) = o(g(x)), g(x) = o(h(x)),  — a, pak f(z) = o(h(z)), z — a
Diikaz. Snadné ovéfeni dle definice. O

Véta 100 (Peaniiv tvar zbytku). Necht existuje ™ (a), pak Ry 1. 1.0(7) = o((z — a)"), © — a.
Diikaz. Funkce F(z) = Ry41,1,0(2) a g(x) = (x — a)” spliuji podminky véty 93 (F(a) = F'(a) =

o= F(a) = g(a) = ¢'(a) = --- = g"V(a), ¢ (a) = n! # 0, rovnosti F)(a) = 0 plynou
™) (g ™) (4
napiiklad z tvrzen{ 94). Takze lim,_,, I(%;j;()ﬁ) = ((fj;)lfl)gn) — R";!l( ) _ 0. O
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Lemma 101. Necht existuje f)(a). Pak je

fl@)=o((z—=1)") & f(a) = f'(a) =~ = f"(a) =0
Diikaz. Nejprve si ukdzeme implikaci =. Ve vété 94 vezmeme F(z) = f(x), g(z) = (x —a)". Je
F(a)=F'(a)=---=F" Y(a) =g(a) = ¢'(a) =...g"" V(a) =0, ¢ (a) = n! #0 a tak
o @) @) Fle) . F(2) () f™(a)
Pl —a” T egle) e gl) o ge) g 0@

Ted dokézeme obrécenou implikaci nepifmym dikazem. Je-li £)(a) # 0 pro néjaké 1 < j < n,
bud’ I nejmensf takové j. Pak pro F(z) = f(z), g(z) = (z — a)' je podle véty 94
F@) . f@) _ (")

I — lim =7
ima g(z) | aa g(z) Il

£0

a tak neni f(x) = o((x — a)l> pro toto [ < n. Je vsak (z —a)" = 0((3: - a)l>7x — a a tak podle
pozndmky 99.3 nenf ani f(z) = o((z — a)"). O

Diisledek 102. Necht existuje f(™(a) a P bud takovy mnohoélen stupné n, ze f(z) — P(x) =
o((z —a)"),x — a. Pak P(z) =T, t4(x).

(Existuje-li tedy f(")(a), pak pro mnohoclen P stupné n je f(z) — P(z) = o((z — a)"),z — a
pravé kdyz P(z) = T, 1,q()).

Diikaz. Napisme podle tvrzeni 94

Jestli f — P(x) = o((z — a)"), je f(z) — P(z) = 0((33 - a)k) Vk =0,1,...n. Pro kazdé takové k
je podle véty 101 (f(z) — P(z))™(a) = 0, tj. f*)(a) = klay, = 0. 0

Véta 103 (Darbouxova vlastnost derivace spojité funkce). Bud —oo < a < b < oo, f Bud
spojitd na {a,b) a méj tam vsude derivaci (v krajnich bodech méj prislusné jednostranné derivace).
Je-li d mezi f' (a) a fL(b), pak existuje c € (a,b), Ze f'(c) = d.

Diikaz. Je-li d = f! (a), je ¢ = a. Je-li d = f’.(b), je ¢ = b. Bud tedy d # f! (a),d # f'(b), tedy
fi(a) # fL(b) a bud tieba f/ (a) < f.(b), takze f (a) <d < f.(b).

Bud F(z) = f(z)—dz na (a,b), je tam spojitd a F' (a) = f|(a)—d <0, F_(b) = f_(b)—d > 0,
takze F' v a zprava klesd a v b zleva roste. Protoze je F na (a,b) spojitd, nabyva tam podle véty
68 (na intervalu nabyva minima i maxima) minima v néjakém c € (a,b). Protoze F v a klesd, je
¢ # a a v broste, je ¢ # b.

Je tedy ¢ € (a,b). Podle véty 84 je F'(c) =0, tj. f'(c) =d. O



Kapitola 8
Ohybani

Tvrzeni 104. Bud f funkce na intervalu I C R. Ndsledujici podminky jsou rovnocenné:

7. fe2)=fer) o fas)=fle1)

ro—I - Tr3—IT

Vo, 20,23 € 1,11 < 19 < 3

2. fzz)—flw) < fzs)— flwa) v1'1,1'2,x3 c I,(El <29 < X3

ro—T1 - r3—T2
3. f(;c;,;:i‘(lwl) < ﬂx;;:i(;2) V$1,$2,1‘3 S I,$1 <29 <23
4. ﬂz;;:i(fl) < f“;‘i:ﬁ(f?) Vi, xo, 23,04 € I, 21 <3 <23 <14

5. f@2)=f@1)  fl@a)—f(zs)

pr—— < pepp—— VI17I2,$3,14 € I,Il < To <3 <24

Diikaz. Budeme potfebovat lemmas:

Lemma 105. Budte a,be R, py=y=ki (r—a)+ b, pp=y=kao(x—a)+b,p=y=kx+q
primky k1 < ko necht p protind p1 v [c,d], kde a < c. Jestli p protind py v bodé [, d'], kde ¢’ > ¢,
pak k > ks.

Dikaz. Jep=y=k(x—a)+ki(c—a)+b=ke(xr—a)+b (kaq jsou tak urceny). Nagez pro
prusecik p s po plati k (x — a) + k1 (¢ — a) = ko (x — a) + b, odkud
_kc—kya—Fki(c—a)

= = Nl
x s ¢ (8.1)

Pfitom je ¢/ > ¢ a tak predpokladajice , ze k < ko dostaneme odsud kc — kea — k1 (¢ —a) <
(k —k2) ¢, tj. (k1 — k2) (a — ¢) < 0, pficemz ale (k1 —k2) <0 a (a—c¢) <0 a to je spor s tim, ze
(kl — kg) (a — C) < 0.

Tvrzeni plati i s neostrymi, opa¢nymi i opatnymi neostrymi nerovnostmi. O

Nyni k samotnému dukazu.
1 = 3: Uzije se pomocné tvrzeni na p; = y = M(m—xl) + f(z1), pp = y =

o o o T2—T1
Lo N0 (g — ) + f(a) ap = y = L2 (g g) 4 f(ay). p proting pa v [x3, ()],

x3 > x2 a tak plati 3. bod.
Obdobné se dokaze, ze 3 =2 a 2 = 1.
1 = 4: Budte z1,72,73,74 € I, 11 < 12 < 3 < 74 a necht plati 1 (a tedy i 3). Pak je
f@s)=fw1)  fws)=flws)  flwa)=flxs) (
r3—T1 - r3—xT2 - Tg4—XT2
4 = 2: Bud'te x1, %2, 23 jako ve 2 a necht plat{ 4. Zvolme y € (z1,%2),2 € (z2,23). Podle 4 je
f@2)=fw1)  f2)=fy) o Hxs)=fz2)
zZ=Y -

T2—T1 - T3—T2

prvni nerovnost plyne z 3, druhd z 1), coz je vyrok 4.

, COZ je primo 2.
2 = 5: Bud'te 71,72, 73, 74 jako v 5 a nechf plati 2. Pak je podle 2 fz2)=flz1) o fzs)=flza) o

fza)— flzs) To2—T1 T3—To >
Cwa—wz

, COZ je b.

30
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5 = 2: Necht plat{ podminky 5. Dokézeme nejdifv, Ze je pak f na I° (I bez pifpadnych krajnich
bodi) spojita. Bud a € I° a predpokladejme opak:

P~ : 3e>0,2e V6 >0 3zs € (a —d,a) tak, ze f(zs) > f(a) +¢

n—oo

Zvolime-li § = L a piseme-li x1 = z,, je a — l <z, <aatak z, — a; {x,} lze zvolit

n

rostouci. Je-li m < n < k, je podle 5 f(z;) o) < f(a) fon)  pritom je f=few) — fzw)=fla)

Tm T a— (L‘k T—a

(f(zx) — fla) > axp—a <0). Alexk—a—>0 zk—a<OVkatak pors

T a (‘T;) fem) v od néjakého ky. No a to je spor. Funkce je tedy SpOJlta na I1°.
Obdobné se prlvede ke sporu predpoklad

< — —oo takze je
Tr—a

Pt: 3>0,2e V6 >0 3zs € (a,a+96), ze f(xs) > fla)+¢
P_: 3e>0,22V¥6>03zs €(a—0,a),ze f(rs) < fla) —¢
Pip: Je>0,2e V6 >03z5 € (a,a+90), ze f(zs) < fla) —¢

Plati tedy negace P*, Py, P~, P_, tj
Ve > 036 > 0, ze f(z) € (f(a) —¢, f(a) +¢)

coz je primo spojitost f v a.
Je-li nyni x1, x2, x3, x4 jako v 5, limitou 3 — z9 zprava v tamni nerovnosti plyne ze spojitosti

f v xg vztah f(zzz i(lml) < f(m:Z i(;“) a piseme-li x3 misto x4, je to 2. O

Definice 106. M4-li f na I nékterou z vlastnosti 1 az 5 z tvrzeni 104 (a tedy vSechny), nazveme
ji konvexni na I. Plati-li s ostrou (opa¢nou, ostrou opacnou) nerovnosti, nazveme ji ryze konvexni
(konkdvni, ryze konkdvni) na I.

Véta 107. Bud f na I konvexni. Pak

1. ma jednostranné derivace v kaZdém x € I, néemzZ md smysl, tj. If' (x) (fi(x)) v kaZdém
x € I, ktery nend levy (pravy) krajni. Pritom je f' (x) (fi(x)) konénd v kazdém x, ktery
nend levgm (pravgm,) krajnim v I; je tedy f v kaZdém takovém x spojitd zleva (zprava) a tak
je spojitd v kazdém x € I, jenz neni krajnim.

2. Proa,bel, a<b jefi(a) < f (D).

3. Funkce f! (a) a fL(b) na I neklesd, takZe existuje-li f' na intervalu J C I tak f' neklesd na
J.

4. fL(a) < f.(b) Vo € I ktery nend krajni. MnoZina D = {x € I|f'(x) neexistuje} je spocetnd.

Toto tvrzeni plati pro konkdvni funkce na I, v B,C, D se jen obrdti nerovnosti a slova neklesd
nahradime slovy neroste.

Dikaz.

1. Bud a € I, ktery nenf pravy krajni. Pak 360 > 0, 7e a + 6 € I a na (a,a+ ) funkce
o(x) = f(x) ( ) neklesa (konvexnost f), takie existuje ¢(a+) = limgy_ o4 22=0 — ¢ (q).

r—a
Neni-li a ani levy krajni, existuje b € I, b < a, a je % < px) < %)fé) pro

a <z <a+d, odkud f(a) b) < fl(a) < w, takze f/ (a) je konecna, tudiz je f v a
zprava spojita.

2. Je-li a,b C I, a < b, pak pro vSechny v,z € (a,d), y < z je

J) = fla) _ 1)~ I0)
y—a - z—0

Odtud limita limy_,,4 pfi pevném z déva f/ (a) < w Vz € (a,b) a pak limita z — b—

davé fl (a) < f'(b).
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3. Je-li a,b € I, a < b, je fl(a) < fL(b) < fi(b) (prvni nerovnost podle druhého bodu a
z nasledujictho bodu)

4. Jeliz <b<y,je =00 < WO de fim, . da f/(b) < L9210 4 zde limy, ¢ da
JL(b) < fL(b). Déle jestli pro a € I, ktery nenf krajni, neexituje derivace, je f’ (a) < f! (a).

Lze proto kazdému takovému a prifadit neprazdny interval I, = (f’_ (a), f;(a)).
Pritom jsou-li a,b dva takové body, je fi(a) < f—(b) podle bodu 2, takze f’ (a) < f\(a) <
fL(b) < fi(b), takze I, NI, = 0. Zvolime-li v kazdém I, raciondlni ¢islo a oznacime 1(a), je

pak ¥ prosté zobrazeni D do mnoziny Q racionalnich ¢isel a tak je D spocetné.
Je-li f na I konkavni, je —f na I konvexni a tak tvrzeni pro konkavni funkce plyne pouzitim
véty na — f. O

Véta 108. Bud f na intervalu I konvexni, a,b € I, a < b a necht b nend pravy krajni. Je-li
f(a) < f(b), pak f neklesd na intervalu J = (b,o0) N 1.

Diikaz. Pro zq,25 € J, 11 < a3 je L& ) f( ) < f22)=f@1)  gez66 e b > a, f(b) > f(a), je levy a tak

T2—T1

i pravy zlomek nezdporny, takze i f(:zzg) > f(x1). O

Diisledek 109. Konvexni f na (a,b) (a < b < oo) bud klesé, nebo existuje ¢ € (a,b), ze na (c,b)
neklesd. V obou piipadech existuje lim, 5 f(x) a ta neni —oo je-li b < co.

Dukaz. Jestli f na (a,b) klesd, tvrzeni plati. Jinak 31,29 € (a,b), ze f(z1) < f(z2) a podle véty
108 pouzité na I = (x1,b) f na (x2,b) nekless.
Je-li b < 00, zvolme p, q € (a,b), p < q. Pak w < p(z) = {o=fa) (q) , © > q, odkud

fla) - flp

DI04 ) < oo (o= 0) = 1(0) — @) ma (D) (5.2)
Protoze na (g, b) neklesd, mé limitu a jezto lim, ., (2 — ¢) = b—q je konetnd, ma jii o(z) (x — q),
tj. f(z) — fq) a (8.2) dava: {920 (b —g) < lim, ., (f(2) — f(q)) odkud lim, ., f(z) =
Veéta 110. Konvexni f na I muze mit ostré lokdlni mazimum najvyse v pripadnych krajnich
bodech.

Diikaz. Je-li v ¢ € I ostré lokdlni maximum a ¢ neni krajni, je § > 0, ze f(y) < f(c), f(z) < f(c)
Vy,z,c— 0 <y <c<z<c+9d, nacez f(CZ:g(y) < f(zzig(c) (z konvexnosti), ale levy zlomek je

nezaporny a pravy zaporny, coz je spor. O

Véta 111. Konvexni funkce f md na I nejvyse jedno ostré lokdlnd minimum. Md-li je, je minimem
globdlnim.

Diikaz. M&j f v a,b € I ostré lokalni minimum pro a # b a bud tfeba a < b. Pak existuje § > 0,
ze fla) < f(x) Va <z < a+4, f(b) < f(y) Vb < y < b+ 4. Nacez (z konvexnosti) vime, ze
(”“; fa) < i l)) Ay) , ale zlomek vlevo je kladny a zpravo zdporny. To je spor.
Ma—h funkce v ¢ € I ostré lokdlni minimum, existuje § > 0, ze

fle) < f(x) Vo € [(c—0d,¢)U(e,e+0)]NT (8.3)

Zvolme b € (c,c+8) NI, takze f(c) < f(b). Podle véty 108 f neklesd na {(a,b) N I. Je-li
tedy © € (c,00), je budto ¢ < < b a tedy f(c) < f(z) podle (8.3), nebo je b < z a tak
fle) < f(b) < f(x), takze f(c) < f(x) Ve eI,z >c.

Je-li ¢ levy krajn{ v I, je tedy f(c) nejmenéi hodnotou f na I. Neni-li, predpokladejme, Ze pro
néjaké ¢ € I, ¢ < ¢, je f(c') < f(c). Pakje ¢ < c—6. Zvolme xy € [ aby c— 0 <21 < ¢, ¢ < x1.

Pak je f(¢) < f(x1) podle (8.3) a 0 < fle) - ( ) < f(ci i(lml) < 0, ale to je spor.
Je tedy f(x) > f(c) Ve €1, x<catak3ef() minger f(z). O




KAPITOLA 8. OHYBANI 33

Véta 112. Je-li f konvezni na i CR a f'(c) =0 (pro krajni body se opét mini prislusnd jednos-
trannd derivace), nabjvd f(c) své nejmensi hodnoty na I.
Pro konkdvnd f plati totéz, jen tentokrdat je f(c) = maxger f(x).

(—00,¢) N I) neklesd, takze 0 = f/ (c) = limy—.q @(x) = 1nf1€1+ <,0( ) (0= fl(c) = p(c—) =
sup,c;- ¢(z). Tudiz ¢(z) = w >0 (<0)nalt (I7), kde viak z — ¢ >0 (z — ¢ < 0) a tak
f(x) > f(e) Vx € 1. O

Véta 113. Bud f funkce na intervalu I C R pro vlastnosti
A f"(x)>0(>0,<0,<0)nal,

Diikaz. Neni-li ¢ € I pravy (levy) krajni, pak funkce p(x) = (w) f(c) na It = (c,o0)NI (I~ =

B f" na I roste (neklesd, klesd, neroste),

C f je na I ryze konvexni (konvexni, ryze konkdvni, konkdvni)
plati A= B = C.
Diikaz.

A = B: Pouzije se dusledek 90 na f’.

B=C: Jeli 1,290,223 € I, 1 < x5 < x3, je podle véty 88

f(x2) — f(x1) — (o), f(z3) — f(x2)

Xro — I Xr3 — T2

= f'(d)

kde z1 < ¢ < 29 < d < x3. Protoze f'(c) < f'(d) je m) i(fl) < f(Iis) i(“) (respektive
obdobné pro <, >, >).
O

Definice 114.

A. Bod a € R nazveme inflexnim bodem funkce f, jestli
(a) f je spojité,
(b) existuje f'(a) a je-li koneénd, pak
36 >0, ze f(x) < f'(a) (z —a) + f(a) (>) Va—d<z<a,a
36 >0, ze f(x) > f'(a) (x —a)+ fla) (L) Va<z<a+d

tj. f je na (a — ¢,a) pod (nad) a na (a,a + d) nad (pod) tecnou grafu f v [a, f(a)].
B. Bod a € R nazveme silné inflexnim bodem funkce f, jestli

(a) f je v a spojitd,

(b) existuje f'(a),

(c) existuje & > 0, ze je f konkdvni (konvexni) na (a — d,a) a konvexni (konkdvni) na
(a,a+9)

Veéta 115. Kazdy silné inflexnd bod funkce f je taky inflexnd.

Diikaz. Bud f v a spojitd, méj f’(a) a bud tfeba na (a — §,a) konkdvni a na (a,a + &) konvexni,
§ > 0. Pak ¢(z) = f(zi:i(a) a (a — d,a) neroste, na (a,a + §) neklesd a tak ¢(z) > p(a—) =
fL(=)f(a) proz € (a - d,a), (x) p(at+) = fi(a) = f'(a) prox € (a,a +4), tj. na (a — 4, a) je
f“”z H0 > f'(a), odiud f(x) = f(a) < f'(a) (x = a), tj. f(x) < f'(a) (x — a) + f(a), na (a,a +3)
KN > f/(a) odkud f(z) > f'(a) (z - a) + f(a). O

xr—
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Véta 116. Je-li f”(a) # 0, neni a pro f inflexnd.
Diikaz. Bud tieba f’(a) > 0. Podle véty 81 f’ roste, existuje tedy
§>0,7e f'(z) < f'la) < f'ly) Vo,y,a—d<z<a<y<a+§

Podle véty 88 tedy je f(x) — f(a) "(a)(xr —a), kde x < ¢ < a, je tedy a — 6 < ¢ < a a tak
f'(e) < f'(a), natez f(x) — f(a) = f'(c) (x —a) < f'(a) (x — a), tj. f(z) < f'(a)(x—a)+ f(a).
Analogicky pro f(y) — f(a) "d)(y—a), kde a < d < y, jetedy a < d < a+ 4 a tak
)

f'(a) < f'(d), nacez f(y)— f(a) = f'(d) (y —a) > f'(a) (y — a), ti. f(y) > ['(a) (y —a)+ f(a). O

Disledek 117. Je-li a € R pro f inflexni a existuje f”(a), je f(a) = 0. Inflexni body funkce f
mohou byt jen tam, kde je 2. derivace nulova, nebo kde neni.

= |

~
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Prubéh funkce

Véta 118. Necht existuje f'(z) na U(a), f'(a) = 0.

1. Jestli f' meéni znaménko, tj. 36 > 0, Ze f' < 0 (> 0) na (a—0d,a) a f >0 (< 0) na
(a,a+0), md f va extrém a sice lokdlni minimum (mazimum). Pri ostrych nerovnostech
je prislusny extrém ostry.

2. Jestli md [ stejné znaménko na obou strandch bodu a, tj. f' > 0 (< 0) na (a—4d,a) i
(a,a+9), f va roste (klesd) a tak f v a extrém nemd.

Diikaz. Je-li t¥eba f'(a) < Ona (a —d,a), f/ > 0na (a,a + ). Podle véty 81 f na (a — 4, a) kles4,
na (a,a + 0) roste, f je v a spojitd (f'(a) = 0, tedy je konecnd) aje-lia —d <u<v < w < a, je
f(u) > f(v) > f(w), odkud limitou w — a— plyne f(u) > f(v) > f(a—) = f(a).

Je-li v8ak tieba f’ < 0 na (a —d,a) i na (a,a +0), pak f(u) > f(a) Yu € (a — J,a) jak vyse
dokazéno, ale také obdobné f(a) > f(u) Yu € (a,a+ ) a tak f v a extrém nems. O

Véta 119. Je-li f'(a) =0, f"(a) #0, md f v a ostry extrém a sice min. (maz.) je-li f"(a) >0
(<0).

Diikaz. Je-li tteba f”(a) > 0, tak f’ v a roste, takze existuje 6 > 0, ze f'(z) < f'(a) = 0 na
(a —d,a) a f'(x) > f'(a) =0 na (a,a + ) a viz vétu 118.1. O

Véta 120. Pron > 1,1 <k <n bud f®(a) =0, f™(a) # 0 (tj. f™(a) =0 a pron > 1 bud
f®)(a) =0V1<k<n) Pak

1. pro sudén a f((a) >0 (<0) md f va ostré lokdlni minimum (mazimum),
2. pro liché n v a nemd extrém; pii f(™(a) >0 (<0) f v a roste (klesd)

Diikaz. Dukaz provedeme matematickou indukei. Pro a =1 (2) to je véta 81 (119).
Necht tvrzenf platf pro n > 2. a bud f*)(a) = 0 pro 1 < k < n, f®*(a) # 0, tiecba
f (@) > 0. Pak je funkce g(z) = f'(z) spliuje pozadavky véty pro n, takze

1. pro sudé (liché) n + 1 je n liché (sudé) a tak g v a roste (mé tam ostré minimum), existuje
tedy 0 > 0, ze g(z) < g(a) na (a — 6,a), g(x) > g(a) na (a,a+ ) (g(x) > g(a) na (a — d,a) i
(a,a +9)). Jetedy f'(z) < f'(a) =0na (a —d,a), f'(z) > f'(a) (f'(z) < f'(a)) na (a,a + J)
a viz vetu 118.2 (118.1).

O

Véta 121. Pro 1 < k < n bud f*)(a) =0, f™(a) # 0. Je-li n liché (sudé), md (nemd) f v a
inflexnd bod.

35
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Diikaz. Bud [z, f(z)] je nad ¢i pod teénou
y=f'(a)(z—a)+ f(a) (9-1)

prave kdyz je g(z) = f(x) — f'(a) (x — a) — f(a) kladné & zaporné. Je ¢'(a) = --- = g""V(a) = 0
a bud tieba f(™(a) > 0 takze pak je g™ (a) > 0 a podle véty 120 mé funkce g

1. pro sudé n ostré lokdlni minimum, tj. existuje § > 0, ze g(z) > g(a) = 0 na (a —d,a) a
(a,a + 0), tedy a neni inflexni.

2. pro liché n g v a podle véty 120.2 roste, tj. existuje § > 0, ze g(z) < g(a) = 0 na (a — d,a),
g(x) > g(a) = 0 na (a,a +9), takze [z, f(z)] je pro z € (a — §,a) pod, ale pro x € (a,a + §)
nad te¢nou (podle (9.1)), tedy a je inflexni.

O
Véta 122. Je-li f'(a) =0, f"(x) >0 (<0) na okoli bodu a, je v a lokdlni minimum (mazimum,).

Diikaz. Podle véty 113 je f na okoli bodu a konvexni (konkdvni) a tak na ném mé podle véty 112
minimum (maximum). O

Definice 123. Bud f déna na intervalu (a,o0) ((—o0,b)). P¥imku y = kx + ¢ nazveme jeji
pravou (levou) asymptotou, nebo taky asymptotou u co (u —o0) jestli lim, o | f(2) —kz 4+ ¢/ =0
(limg— oo | f(z) —kz +¢| = 0.

Nekdy se za asymptotu povazuje jesté piimka x = a, je-li f ddna na néjakém (a — d,a) nebo
(a,a+6) a f(a—) = £oo, nebo f(a+) = too.

a ozna-

Véta 124. f md pravou asymptotu prdvé kdyz plati: exstuje konecnd limita lim,_, o %m)

éime ji k, existuje konecnd lim, o (f(x) — kx).

Je-li podminka splnéna a oznacéime-li druhou z limit q, je y = kx + q pravou asymptotou. (Md
tedy f nejvys jednu pravou asymptotu.)

Ezistuje-li lim, o, f'(2), pak existuje i lim,_, @ a rovnd se ji, takze je-li koneénd, je k =
lim, o f/(x).

Stejné tvrzend (s limitami u —oo) plati pro levou asymptotu.

Diikaz. Dukaz implikace =: je-li y = kx + ¢ asymptota u oo, je lim, . |f(z) — kz — g, takze
0 = limy oo ME2E=0 — i, o | 220 — k| odkud lim, e (222~ k) = 0, takze lim, .o 22 =

x
limg o0 <@ - k) +k = k. Déle je limy o0 (fz — kz — q) = 0, takze f(z)—kz = (f(z) — kx — ¢)+
q = q, odkud lim, . (f(x) — kz) = q.
Dukaz opacné implikace <: existuje-li konecnd k = lim,_, oo @ aq=Ilim, . (f(z) —kz) a
polozime y = kx + ¢, je limy o0 | f(2) — kz —¢| = 0.
Existuje-li lim, o f'(z), existuje limg_ @ a rovnd se ji (véta 92), takze je-li konecnd, je
k =limg o f'(2) O

Véta 125. Bud g derivaci spojité funkce na intervalu I. Je-li monotdnni, tak je spojitd.

Diikaz. Bud bod a € I, ktery nen{ pravy krajnf a bud g = f’ na I. Pak existuje lim, .4 f'(z) (f
je monoténni) a je f, (a) = limy—q4 f'(2). Je tedy g = f' v a spojita zprava. Obdobné se ukaze,
7e je v a spojitd zleva (neni-li a levy krajni) tak je v a spojita. O

Pozndamka 126 (Pribéh funkce). Pii vySetfovdn{ prubéhu funkce postupujeme po nésledujicich
bodech:

1. Uréime defini¢ni obor,

2. skldda-li se Dy z vice intervali, spoc¢teme pifslusné jednostranné limity u kazdého z jejich
krajnich bodu, ktery nepatii do Dy, véetné piipadnych limit v nevlastnich bodech +oo,
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5.
6.

f’: najdeme staciondrni body, intervaly monoténie (podle véty 90) a body, kde f nemd
derivaci; zjistime, kde jsou extrémy a jaké

. f": najdeme body, které mohou byt inflexn{ a intervaly konkdvnosti a konvexnosti (véta

113)
najdeme pripadné asymptoty

nakreslime graf

Méme-li zkoumat celkové extrémy spojité funkce na (a,b), staci srovnat jeji hodnoty ve vsech
ptripadnych stacionarnich bodech, v bodech, kde pfipadné nema derivaci a v bodech a a b. Kde je
hodnota nejvétsi (nejmensi), je globalni maximum (minimum) funkce f na (a,b).
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Rady

Definice 127. Souctem ¢lent posloupnosti a, se rozumi limita lim, . $,, kde s, = > ag
je takzvany n-ty Cdstetny soucet Clent posloupnosti. Pokud tato limita existuje. Oznacfme-li ji
o0

v takovém pifpadé s, piSeme s = Y a,; misto soucet (n. ¢dsteény soudet) clenu posloupnosti
n=1

{an};~, je zvykem fikat soucet (n. Edstecny soucet) Fady Z A,

Je-li kone¢ny, rikame, ze fada konverguje, jinak dlverguje zde jesté rozeznavame divergence
k 0o (—o0) jestli s = 0o (—o0) a jestli {s,},- , nemd limitu, i{k4 se, ze Fada nemd soucet, nebo ze
osciluje.

o0
Véta 128 (Nutnd podminka konvergence). Jestli > a, konverguje, pak a, — 0.
n=1

Dikaz. lim a, = lim s, —s,_1=s—s=0. O

n—oo n—o0

oo
Véta 129 (Bolzano-Cauchyova podminka konvergence fad). > a, konverguje prdvé kdyz
n=1

Ve>03keN, Ze |amir + -+ an| <eVm,n>k
kterdzto podminka je rovnocennd podmince
Ve>03keN, Ze |apr1+ -+ an| <eVn>k

Diikaz. Pouziti Bolzano-Cauchyovy podminky pro posloupnosti {s, } -, pousloupnosti ¢dstecnych
souctu (véta 31). O

o)
Priklad 130. Harmonickd fada (). 1) konverguje k nekoneénu.

n=1
Drikaz.
201 1 1 1 1 11
= . > _2n+1_2n =1—-==
k_ZQH k| 2 T 2n + 1 Tt 2n+l = gnil ( ) 2 2
Protoze toto plati Vn, tak podle BC podminky fada diverguje. O

Véta 131 (Srovnévaci pfiznak (kritérium) pro fady s nezdpornymi (':leny) Necht pro

Z an @ Z b, existujel € N, ze 0 < a,, < b, Vn > 1. Pak konverguje-li 7ada Z by, tak i Z an

n=1 n=1 n=1 n=1

o0 o0
(¢i naopak, diverguje-li > ay, tak i > by ).
n=1 n=1

38
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Dukaz. Jestli > b, konverguje, tak podle véty 129

n=1

Ve >03keN, ze |by,+---+b,| <eVm,n>k (10.1)

lze brat k > . Ukdzeme, ze podminku véty 129 spliuje i > ay,.

n=1
Bud tedy € > 0. Vezméme k nému k podle (10.1). Pro m,n > k pak je |ay, + -+ +a,| =
m + .o Gy <bp 4+ by =|bym + -+ by| < e podle (10.1). O

Dusledek 132 (tzv. odmocninovy ¢i Cauchyiv priznak).

[ee] oo
A Necht pro > a, s nezdpornymi ¢leny 3k € N, q € (0,1), Ze /a, < q ¥Yn > k. Pak >_ a,
n=1 n=1
konverguje.

[ee]
Jestli p/a, > 1 pro nekonecné n, > a, diverguje (k o0).
n=1

B (limitnf podoba) Jestli lim {/a, <1 (> 1), fada konverguje (diverguje).
Druikaz.
A 7Z p/a, < qVn > k plyne, ze a, < ¢q" Vn > k a geometrickd fada > ¢" pii 0 < ¢ < 1
n=1

o0
konverguje, takze podle véty 131 totéz plati pro > an,.
n=1

Je-li p/a, > 1 pro nekoneéné mnoho n, je a, > 1 pro tyto n a tak nejde a,, — 0, proto

o0
> ap, nemuze podle véty 128 konvergovat.
n=1

B Jelil = lim /a, < 1, zvolme q, aby | < ¢ < 1. Pak existuje k, ze /a, < qgVn >k a
piipad A dava konvergenci.
Je-li I > 1, existuje k € N, ze ¢/a, > 1VYn >k a bod A davé divergenci.
O

Véta 133 (tzv. podilovy srovnavaci pfiznak konvergence fad s kladnymi Eleny). Necht

o0 oo oo
pro Y. an a Y, b, existujel € N, Ze an, b, >0 a GZA < bz% Vn > 1. Pak jestli Y, b, konverguje,

n=1 n=1 n=1
o0 oo o0
tak i Y. an (a naopak, jestli > a, diverguje, tak i Y. by).
n=1 n=1 n=1

Diukaz. Pron >1 je

On _ On  Onoy Oi41 o bn by by be
] Gp—1 An-2 a; bnfl bn72 bl bl
o0 oo oo
odkud a,, < Z—an a z konvergence nz—:l b, plyne totéz pro nz—:l ‘g—l’bn a tak i pro nz_:l a, podle véty
131. O

Disledek 134 (tzv. d’Alembertiv podilovy priznak).

A Necht pro ) a, s kladnymi cleny je k € N, ¢ € (0,1), ze “2 < ¢ Vn > k. Pak ) a,
n n:1

n=1
o0
konverguje; jestli je % >1Vn >k, > a, diverguje.

n=1

B (limitni tvar) Jestli lim “2+L <1 (> 1), Y a, konverguje (diverguje).

n=1
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Drikaz.
(oo} o0 [e.e]
A Pouzije se véta 133 na > a, a »_ b, = > ¢". Ta druhd pfi g € (0, 1) konverguje.
n=1 n=1 n=1

Je-li % >1Vn>k jea, >an_1>-+>a Vn>katak lim a, # 0 a viz vétu 128.
B Jestli | = liminf% < 1, zvolme q, aby | < ¢ < 1. Pak 3k € N, zZe % < qVn >k abod
A davé konvergenci.

Je-li I > 1, existuje k € N, ze “ > 1 Vn > k a viz bod A.
]

Véta 135 (Kummeruv pfiznak). Pro posloupnosti {a,} a {c,} necht jel € N, Ze a,, > 0,

cp > 0Vn > 1. PoloZime
a
Kn = Cpn -

— Cnt1 pron > 1 (10.2)
Ap41

A Jestli existuje k € N, 6 > 0, ze K,, > Vn >k, tak > a, konverguje.

n=1
o0 o0
B Jestli Y L diverguje a ezistuje k € N, Ze K, <0Vn >k, tak Y a, diverguje.
n=1 " n=1

Limitnd tvar: Jestli K = lim K, >0 (<0), tak fada konverguje (diverguge).

Dikaz.

AZK,= C"aiil — Cpt1 > 6 pron > k,l plyne

Cnlp — Cnt1na1 > 0Qn11 (10.3)
takze cpan — Cnr1any1 > 0, tj. cpan > cniianyr a tak {cpa,} klesd, mé tedy koneénou
limitu L.

Pro ¢astecné soucty o, fady
o0

Z (ckax — chr1ak11) (10.4)
k=0
je
lim o, = lim [(c1a1 — coag) + (c2a2 — cza3) + -+ + (CnGn — Cnp1ant1)] =
n—oo n—oo

= lim [c1a; — cpy1any1] =crag — L

n—oo

a tak fada (10.4), nacez podle (10.3) a véty 1311 > a, konverguje.
n=1
B Z K,, <0 plyne
1
an+1 > cn1+1

a —_
n Cn

oo o0
a tak divergence Y. - dava podle véty 133 totéz pro Y. a,.

n=1 n=1

Limitni podoba stejné jako u vét 132 a 134.

Disledek 136.

1. Polozime ve vété 135 ¢, = 1, dostavame podilovy piiznak z véty 134.
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2. Polozime-li ¢,, = n, dostavame tzv. Raabeho priznak:

A Existuje-li k e N, g <1, zen (aail — 1) >qVn >k, pak > a, konverguje.

n=1

Je-lin (ai—_l — 1) <1Vn>1, tak Y a, diverguje.

n=1

&)
B (limitni tvar) Jestli lim n (ﬁ - 1) >1 (< 1), fada Y, a, konverguje (diverguje).

—
n—00 n—1

3. Polozime-li ¢,, = nlnn, dostavame tzv. Bertranduv piiznak:

jestli lim Inn [n< an

n—oo Ap41

- 1> - 1] > 1 ( < 1), rada konverguje (diverguje).

Diikaz. 1 a 2 plyne ihned z véty 135, limitn{ tvary obdobné jako v dikazu vét 132 a 134. (> +
n=1
diverguje).
Treti bod: ¢, = nlnn vyhovuje predpokladium véty 135 a tak
K, = ¢, tn —cCpt1 =nlnn —(n=1)lnn+1)=
Ap+1 Ap41
= nlnn-2 —phn+nlnn— (n+1)In(n+1)=
Ap+1
= nlnn< >—|—n1nn—(n+ Dln(n+1) =
An41
= nlnn( > lnn+lnn+nlnn—(n+1)ln(n+1) =
Gn41
1 n+1
= nlnn{ ( 1)—1}—ln<1+>
Ap+1 n
takze lim K, = lim [n (aail - 1) - 1] — 1 a véta 135 déva tvrzeni. (divergence Z L
dodatecné v pifkladu) O

oo
Véta 137 (Gausstv pfiznak). Y. a, méj kladné cleny a necht existuje k € N, ze -4 =

el An+1

At 2t By yn >k A\ >0 a{0,} je omezend (0, < L Vn>1).

o0
Pak " ay konverguje je-li A > 1, nebo A =1 a pu > 1. Diverguje pii A < 1 nebo A =1 a
=1
n<1. !

Dijkaz. A < 1 (A > 1) — véta 133, protoze pak je limita lim -%»— = X\. Bud A = 1, pak R,, =

n—oo 4n+1

n (aaL - 1) =pu+ %, lim R, = p a tak piipady p > 1 (p < 1) dava dusledek 136.2 (Raabe).
Piip=1je B, =Inn (R 1) Inn g, atak B, — 0 a odpovéd dava disledek 136.3. O
Véta 138. Bud ny2, rostouct posloupnosti prirozengjch éisel. Pro posloupnosti édstecngch soucti

e}
fady Y an poloime by = Sp, — Snyu_y (= Gny_y+1 + -+ + an, ).
n=1

o0 o0
A Jestli > an=s, taki Y, b, =s.
n=1 n=1

B Jestli je an, > 0 (< 0) od néjakého l € N, pak Y a, = s prdvé kdyz > b, = s.

n=1 n=1
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Dikaz.

[e.e]
A Posloupnost {0, } ¢astecnych souctu rady > b, je vybrand z {s, }, takze podle véty 23 jestli
n=1

Sp — S, tak i o, — s.

B Zde je {sn} i {on} monoténni od I a tak maji limitu; oznacime je s a o. Podle véty 23 je
s=o.
O
Véta 139 (tzv. kondenzanéni piiznak konvergence). Necht existuje | € N, Ze 0 < apq1 <
o0 oo
an ¥n > 1. Pak > a, konverguje prdvé tehdy, kdyz konverguje fada Y 2"agn.

n=1 n=1

o0
Dikaz. Pro m,n € N je (s, je ¢astecny soucet fady > ay)

n=1
1 n+1 n
-2 “Qgn+1 < Son+1 — Sogn = Qony] + v+ Agntr < 2"agn (10.5)
[ee] [e.e]
Proto >  2"agn konverguje pravé kdyz konverguje > (sgn+1 — san ), kterd podle véty 138B kon-
n=1 n=1
o0
verguje pravé kdyz konverguje > ay,. O

n=1

nlnn

Priklad 140. Y. —— diverguje.
n=1

Dukaz. a, = ﬁ vyhovuje pozadavkum véty 139 a

2” n = 2” == E—
D 2a =3 Voot =) o
n=1 n=1 n=1
diverguje (piiklad 130). O

Rady s nestejnymi znaménky

o0

Definice 141. Variaci posloupnosti {a,,} se rozumi &islo var{a,} = > (a, — an41). Je-li koneéna,
n=1

tikame, ze posloupnost ma konecnou variaci.

Tvrzeni 142.
A Monoténni a omezend posloupnost md koneénou variaci.
B Md-li {a,} konecénou variaci, je omezend.

Diikaz.
A Necht {a,} tieba neklesd, a, < K. Pak

> laksr — ag| = (a2 — a1) + (a3 — az) + - + (Gny1 — an) = apy1 — a1 <K —ay
k=1

= Zk:1n|ak+1—ak|§K—a1
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B ap = (an —an-1) + (an-1 — an—2) + -+ (a2 —a1) + a1 a tak |a,| < |an —an—1|+ -+

oo
lag —a1| +la1| < Y7 |any1 — an| + [a1| = var{a1} + |a1].
n=1

O
Lemma 143 (Abelova parcidlni sumace). Pro aj,...,an,b1,...,bp € C, (n > 1) bud s =
3 aj. Pak je
j=1
arby +anb, = ai;-by+(s2—51)by+ (s3—52)bs+ -+ (S — Sp—1) by =

= s1(b1 —bo) +s2(ba—b3)+ -+ sp—1 (b1 — bp) + Snby
Véta 144 (Abel-Dirichletiv pfiznak konvergence). Posloupnost {b,} méj koneénou variaci

o0
(treba bud monoténni a omezend), {a,} C C. Pak Y anb, konverguje jestli
n=1

A Budto Y a, konverguje (Abelliv priznak), nebo

n=1
o0
B > a, md omezenou posloupnost édstecnijch soucti a b, — 0 (Dirichletiv priznak).
n=1

o0

Diikaz. Ukdzeme, ze Y anb, spliuje BC podminku véty 129. Pro k,p € N, polozme oy, =
n=1

P

> ag4i. Podle tvrzeni 143 je

1=1

|@k+1bkt1 + -+ Qhppbrtp| = [ok1 (Okg1 — bkg2) + -+ Ok p—1 (Oktp—1 — bktp) + Tk, pbitp]
(10.6)

A Protoze > an (D |bn — bny1|) konverguje, existuje podle véty 129 » € N (s € N), ze
n=1

n=1

p
E Ar4]

=1

q
(Z by — bpy1| < e Vp,q > s> (10.8)

n=p

<eVpeN (10.7)

|ovpl =

Navic je {b,} podle tvrzeni 142B omezen4, tieba |b,| < K. Pro k = max (r, s) pak je podle
(10.6)

|ak10r41 + -+ Ay pbryp| <

ok 1| |brt1 = brga| + -+ + |Ok p—1] [brtp—1 = Drtp| + [0k p| [Brtp| <
€ (|bkt1 = brga| + -+ 4 [brtp—1 = brgp| + [brspl) <
e(e+K)<e(l+K)

VASVAR VAN

n
B Pro s, = Y. a bud |s,| < K Vn, pak je |0k | = |Sktp — Sk < [Sktp| + [sk] < 2K Vk,p.
k=1

Protoze > |b, — bn11] konverguje (b, — 0), je podle véty 129 s € N (r € N), ze plati (10.8)
n=1

(|bn| < & ¥n >r). Pro k = max (r, s) pak je podle (10.6)

|ak41bp1 + -+ Qhppbrap| <

|0kl 41 = ol + -+ ok p—1| [bhtp—1 = Okipl + |k pl [brrp| <

2K (|bk1 = bkl + -+ + [bigp—1 — brgp| + [brp|) <

2K -2¢e =4Ke Vp e N

VANVARVAN
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O

o0
Disledek 145 (Leibnitziv priznak). Bud 0 < b, 41 < b, ¥n od néjakého [ € N. Pak > (71)7hLl by,
n=1
konverguje pravé tehdy kdyz b, — 0.

Diikaz. Jestli b, — 0, fada 3. an = > (—=1)"™" a {b,} spliuji podminky véty 144B a tak
n=1

n=1

S (=1)"*b,, konverguje.
n=1

Jestli 3 (—1)""' b, konverguje, tak (—=1)"*' b, — 0 a tak b, — 0. O

n=1
Absolutni konvergence

. 0 0
Definice 146. Radu Y a, nazveme absolutné konvergentni jestli konverguje > |ay,].
n=1 n=1

Véta 147. Absolutné konvergentni rada konverguge.

o0

Diikaz. Jestli > |a,| konverguje, tak podle véty 129 splituje BC podminku, tj.
n=1
P P
Ve>03keN,ze | Y ul|= D lul<eVpeN (10.9)
I=k+1 I=k+1

Bud & > 0; najdéme k € N, aby platilo (10.9). Pro p € N pak je
lak+1 + o+ apap| <lapgr] + -+ |apgp| <e

coz bylo dokazat. O

Priklad 148. S (—=1)"*! 1 konverguje, ale ne absolutné.

n=1
Pozndmka 149. {an)} ({axn)}) bud vybrand posloupnost nezapornych (zipornych) ¢lent pos-
loupnosti {a, }. Pak nastdvd jediny z téchto piipadu:

L. > apmy i Y ay(n) konverguje — pak ) a, konverguje absolutné
n=1

n=1 n=1
o0 o0 . oo

2. ) Ap(n) =00, Y G(n) konverguje — pak ) a, = oo
n=1 n=1 n=1
o0 o0 o0

3. Y ag(n) konverguje, > a.(,) = —oo —pak ) a, = —o0
n=1 n=1 n=1

8

| Th(n) = 0 ;::1 Az(n) = —00

3
Il

(oo}
Jestli > a, konverguje neabsolutné, nastava ¢tvrtd moznost.
n=1

o0
Definice 150. Bud p prosté zobrazeni N — N. Pak fekneme, Ze fada > ap(n) vznikne z fady
n=1

o0
>~ a, prerovnanim.
n=1
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o0

Véta 151. Nechf Y. a, neabsolutné konverguje, s € R*. Pak je prerovndni p mnoZiny N, Ze
n=1

o0

Z ap(n) = S.

n=1

Diikaz. Bud {ak(n)} a {az(n)} vybrané posloupnosti véech nezdpornych (zdpornych) ¢lent pos-
loupnosti {a,}; je

1. > Ap(n) = 0O
n=1

2. Z az(n) = —00
n=1

Bud ny prvni n € N, ze 01 = ay1) + - - + agn) > 5,
ng prvai n € N, Ze 02 = 01 + ayq) + + Gyn) < 5,
nz prvai n € N, Ze 03 = 02 + Qpn,11) + *+ + Apen) > 8,
ng prvifi n €N, Ze 04 = 03 + A nyq1) T+ Gyp) < 8,

Bud n:1,2,...,n1,n1 +1,n1+2,...,n9,n0+1,...n3,n3+1,...,na,na+1,...
p(n) : k(1),k(2),...,k(n1),2(1),2(2),...,2(n2), k(n1) + 1,... k(n3), z(n2) + 1,...,2(ng), k(nz) +
1

goe e

o0 o0
Zobrazeni p je prosté a zobrazuje N na N, takZze ) ayy) vznikla pferovnanim z ) a,.
n=1 n=1

o0
Protoze Y. a, konverguje, tak a,, — 0, tudfZ existuje d € N, Ze |aq| < & ¥n > d. Bud ' € N
n=1
takové, ze {p(1),...,p(t' — 1)} obsahuje vSechna &isla 1,...,d. Je-li tedy n > d, je p(n) > d a tak
Qpn) <€ Vn >t
o0
Zvolme jesté t' tak velké, aby p(t') = ngj. Pak je navic ayy) = aya41) a soucet ) ay,) az po
n=1
tl
tento index je vétsi nez s, ale protoze je ayyy <€, je s < Y ayn) < 5+€.
n=1
Bud t > t' takové, aby p(t) = ayak). Pak je jesté ayy) = ayop) < s, ale protoze je ayy) > —¢, je
t t n t
Y ayn) >s—c. Pron>tpakjes—e< Y ayn) < X ayp) < D Gypn) < 5+E.
n=1 n=1 k=1 n=1
Bud n; prvni n € N, ze 01 = ayq) + - + ayn) > 1,
ng prvii n €N, Ze 02 = 01 + a1y + - +ayy <1,
n3 prvii n € N, Ze 03 = 02 + ayn,11) + -+ + apn) > 2,
ng prvii n € N, Ze 04 = 03 + G nyq1) T+ Gyp) < 2,

O

o0 o0

Véta 152. Jestli ) ap absolutné konverguje pak ) ayqy z ni vznikld prerovndnim také absolutné
n=1 n=1

konverguje a ke stejnému souctu.

o0
Dikaz. Y |ay| konverguje a tak spliiuje BC podminku

n=1
Ve > 03k eN, ze |agt1|+ -+ |akyp| <e VpEN (10.10)

n n
Bud s, = > ap, 0n = Y ayy); ukdzeme, ze lim (s, —o,) = 0, takze ndsledujici limita
k=1

— n—oo

lim [s, + (0, — 8p)] = lim s,.

n— 00

Bud e > 0, najdeme k podle (10.10) a zvolme [ € N tak velké, aby mezi ayyy,...,ay; byly
vSechny ¢leny aq,...,ar. Pron > [ se pak v s, — 0, vSechny ¢leny ay,...,a; vyrusi a zustanou
jen cleny ayy, ..., ay

s
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v1,...,Us > k, takze existuje p € N, ze mezi k + 1,...,k + p jsou vSechny v, ..., vs, nacez
Isp, — on] = |ay, + -+ ap,| <law |+ +lav,| < lakt1] + -+ |ags+p| < € podle (10.10). O

Duisledek 153. Rada konverguje ke stejnému souctu pii kazdém prerovnani pravé kdyz absolutné
konverguje.

Diikaz. < podle véty 152, = véta 151. O
Definice 154. Bud a zobrazeni spotetné mnoziny S do R (C), bud s : N — S prosté zobrazen{
N na S (takze s(1),s(2),... je uspofaddni S do posloupnosti).

Jestli ) ay,) absolutné konverguje, tak (absolutné) konverguje pro kazdé takové s k témuz

n=1
souctu o, jenz nazveme souctem zobecnéné fady ) g a(s) (a piSeme o = g a(s)).

Véta 155. Bud ) g a(s) absolutné konvergentni zobrazeni fady se souctem o, F bud’ spocetnd
a disjunktni soustava podmnozin S (tj. FiNFy € F, Fy # Fy) takovd, Ze\JF = J(F|F € F) = S.
Pak

1. VF € F zobecnénd tada ) . a(s) absolutné konverguje

2. oznacime-liop =) . pa(s), pak zobecnénd Tada ) pc r op absolutné konverguje

8. Y peFOF =0
Diikaz. Bud (s(n)),~_, néjaké uspofddéni S do posloupnosti. To usporaddvé d posloupnosti kazdou
A C S:bud ny prvni n € N, ze s(n) € A, ng prvni n € N, ze s(n) € A — {n1}, ng prvni n € N, ze
s(n) € A—{ny,na}, ...
{s(nk)} 4, je usporddani A do posloupnosti, vytvoiené usporddnim s; oznacme je {5 (k) }:;1
Je-li A C B C S pak uspoiadani s® v B vytvoif takto téZ usporaddni jeji podmnoziny A —
o0
ozna¢me je (sB)A (t]. {(SB)A(n)} ). Je tedy v A usporadéni s4 a (sB)A. Ocividné je (sB)A =
n=1

s4.

IN

0 t
L. Jeli G C S, ukdzeme, ze ) asc) absolutné konverguje. Je-li t € N, je 7 ’GSG(k)|
k=1 k=1
sC(t 00 00
Py |ab(k)‘ < kzl |as(k)| = B < o (fada k21 ’aﬁ(k)| absolutné konverguje) a tak je

e’} t
Z |asG(k)| = tlggo Z |asG(k)| <B
k=1 k=1

coz bylo dokdzat. Ozna¢me |asc(k)| =og.
k=1

2. Uspotadejme F do posloupnosti: = {Fy, F,...}. Podle 1 kazda ) ayr,) (= oF,) abso-
n=1
lutné konverguje. Jezto > ’as(n)| konverguje, plati podle BC podminky Ve > 0 3k € N, ze
n=1

2
> |as(k+n)| < ¢ Vp € N odkud limitou p — oo plyne

n=1

o0
Ve>03keN, ze Y |agnin)| <e (10.11)

n=1
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Bud & > 0; zvolme k € N, aby {s( ),8(2),..., funsk} C Fy U---UF; a pak m > [, aby
{s(1), (),...,funsk;}c {sFl st m)bue U {sfi(1),. st (m)} (= D). Kazdé
ag1y, - - - Ggr) tedy je mezi ag;y, kde s(j) € D, takze pro r,t > mse v

= Z as(n) — Z asFl(n) — s — Z ast(n)
n=1 n=1 n=1

vSechny cleny ayq),...,aqx) vyrusi a zbydou nejvys ay,) s p > k + 1, takze b(r) < e podle

(10.11). Je lim, oo b(r) = [0 —0p, — -+ —0op,| < € V& > m. Ukézali jsme tedy, ze Ve >
t 00
03ImeN,ze|oc— > op,| <eVt>m,tedy > op, konverguje k souctu o.
k=1 k=1

oo
Uspotddani F do posloupnosti {Fy, Fs, ...} bylo libovolné, tudiz 3 op, pro kazdé z nich
k=1

o0
konverguje k témuz souctu o a tak > op, konverguje absolutné.
k=1

Nasobeni rad

Véta 156. Bud'te Z a; = s, Z b; = t absolutné konvergentni. Pak ,dvojnd“ fada Y a;b;
=1 i,jEN
absolutné konverguje k st.

Diikaz. Uspotrddame ¢leny dvojné fady do posloupnosti {c,}

C1 C2 Cq
N =~ /=
aiby, aibay, aibs,

c3 cs

A~ =
azbi, agbz, agbs, ... (10.12)
—~~

azby, asbz, aszbs,

k
Odhadneme }_ |c,|: Je ¢ = apby a pro kazdé n = 1,...,k je ¢, = a,bs, kde 7,5 < p+ ¢ a tak

=1
k " p+q p+q 00 00 .
Slead € % arllbal 3 Jar 3 bl < ST, kde S = 3 Jagl, T = 3 |bal, coz dokazuje
n=1 1<r,s<p+q r=1 s=1 n=1 n=1

absolutni konvergenci dvojné fady.
Rozlozme S = {(i,j) |i,j € N} na S = Jpo; Fi, kde F}, = {(k,j) |j € N} (takze mnozina vech
dvojic arb; {arb;| (k,j) € Fy} tvoii ¢leny k. fadku v (10.12)). Pfitom

Z aib; fZakb = qit

(4,)EF

a
(oo} oo
Zapk = Zakt = st
k=1 k=1
O
o0
Definice 157. Cauchyovym soucinem fad se rozumi fada > ¢k, kde ¢, = > a;b;.
n=1 i+j=k
Jestli Z anp =8 a Z b, = t konverguji a alespon jedna absolutné, tak Cauchyuv soucin fad

n=1
konverguje k st.



