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Znacky jsou v pfehledu uvedeny v poradi v jakém se vyskytuji v textu s odkazem
na stranu prvniho pouziti nebo definice.

Znacka Vyznam Strana
=V ,nonV, V' negace vyroku 8
A pro kazdé 8
3 existuje 8
3! existuje pravé jeden 8
konjunkce (a zéroveri) 8
Y disjunkce (nebo) 8
= implikace (jestlize, pak) 8
— ekvivalence (pravé tehdy, kdyz) 8
k/n n je délitelné k 10
kfn n neni délitelné &k 10
€ je prvkem 13
& neni prvkem 13
- je podmnozinou 13
U sjednoceni 13
N prinik 13
A doplnék mnoziny 13
0 prazdné mnozina 13
XxY kartézsky soucin 14
f: X =Y, y=f(x) | funkce z mnoZziny X do mnoZiny Y 14
D(f) defini¢ni obor zobrazeni f 14
H(f) obor hodnot zobrazeni f 14
f1 inverzni zobrazeni 15
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N prirozena Cisla 16
Z cela cisla 16
Q racionalni ¢isla 16
R realna cisla 16
C komplexni ¢isla 16
, < je mensi nez, je mensi nez nebo se rovna 17
, > je vetsi nez, je vétsi nez nebo se rovna 17
= rovna se 17
<< je mnohem mensi ve srovnani 31
X~Y X ma stejnou mohutnost jako YV 18
00 nekonec¢no 19
sup , inf suprémum , infimum 19
max , min maximum, minimum 19
RY nezaporna redlna &isla 20
U(xo) okoli bodu 21
P(xp) prstencové okoli bodu 21
{a,b) uzavieny interval {z:a <z < b} 19
(a,b) otevieny interval {z:a <z < b} 21
int A vnitfek mnoziny A 21
0A hranice mnoziny A 21
A uzavér mnoziny A 21
EOJ A, nekonecné sjednoceni mnozin (= AjUA,U--+) 22
n;l
N An nekone¢ny prinik mnozin (= AN A;N---) 22
n=1
{an}2, posloupnost redlnych ¢isel 23
lim limita 24
n—o00

e Eulerovo ¢&islo (e=2,718...) 27
T Ludolfovo ¢éislo  (7=3,141...) 17
n! n-faktoridl (n!=1-2-.-.. n) 31
a” n-t4 mocnina ¢éislaa (a"=g-a----- a) 31
nx

log, n logaritmus ¢isla n pri zakladé a 31
Inn prirozeny logaritmus ¢isla n 31
Va n-t4 odmocnina ¢isla a 31
liminf , lim limes inferior 32
limsup , lim limes superior 32
io:l ap (nekone¢nd) fada (=a; +ag + ---) 34

=
rlLI?O f(x) limita funkce f v bodé z 48
Ihl?o fx) = f(zo+) limita funkce f v bodé zy zprava 48
xll»nrlo f(z) = f(zo—) limita funkce f v bodé xj zleva 48
f=0(9) funkce f je omezend ve srovnani s funkci g 53
f=ol9) funkce f je malé o funkce g 53
f'(xo) = f'],, derivace funkce f v bodé xg 59
fi (o) derivace funkce f v bodé z( zprava 59
(o) derivace funkce f v bodé zg zleva 59
f! derivace funkce f 59
C({a, b)) mnozina spojitych funkei na (a, b) 59
C({a, b)) mnozina spojité diferencovatelnych funkei na 59

{a,b)
C"({a,b)) mnozina spojité diferencovatelnych funkei az 77
do tadu n

df (xo, h) diferencial funkce f v bodé xg 60
b druhd derivace funkce f 68
f n-ta derivace funkce f 68
d" f(xg, h) n-ty diferencidl funkce f v bodé xg 68
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T, x0) Taylortiv polynom v bodé xg 70
Ryi1(z, z0) zbytek Taylorova polynomu 70
[ f(z)dx neur¢ity integral funkce f 79
b
J f(z)dx urcity integral funkce f 79
N ({a, b)) mnozina Newtonovsky integrovatelnych funkei 87
na intervalu (a, b)
S(D) horni soucet funkce f 94
s(D) dolni soucet funkce f 94
b
Jf(z)dz horni integral funkce f 95
F
[f(z)dx dolni integral funkce f 95
a
R({a,b)) mnozina Riemannovsky integrovatelnych 95

funkei na intervalu (a, b)

Prvni pravidla pro
hleddni  pravdivych
usudkd nasel Tecky
védéce Aristoteles.
(384-382 pr.n.l.).

Aristoteles  vyuzival
vyroky s objekty a
predikaty (tzv. predi-
katovy pocet). Jeho
konstrukce spravného
dtkazu se nazyvaji
sylogismy. Znamy
priklad sylogismu je:
Vsichni lidé jsou
smrtelni.

Sokrates je ¢lovék.
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1 Zaklady matematické logiky

”Stromy v lese jsou ze dfeva a z gumy.”
To je divna véta, feknete si, napil pravda, napul lez. Uka-

zeme si, ze z hlediska matematické logiky je uvedend véta 1ziva.
Pomoci symboltt budeme v této kapitole zapisovat nase mys-
lenkové postupy a rozhodovat o jejich spravnosti. Vychazime
pritom z predpokladu, Ze jsme schopni se dohodnout, co je a co
neni pravda. Potom miiZeme definovat zakladni pojem matema-
tické logiky - vyrok.

Definice1.1: Vyrok je tvrzeni (zna¢ime V'), o némz ma
smysl uvazovat, ze je bud pravdivé nebo nepravdivé.
Negace vyroku (znac¢ime =V, non V nebo V') je pravdivd,
jestlize vyrok V je nepravdivy a naopak.

Priklad 1.1: Petrovice u Karviné lezi na hranici s Polskem.
(Vyrok) Kam jdes? (Neni vyrok)

Vsechny hrusky jsou zluté. (Vyrok) Existuje hruska, ktera
nenf zlutd. (Negace pfedchoziho vyroku)

Sokrates je smrtelny.
Aristoteles pomoci po-
dobnych prikladi od-
vodil obecna pravidla
dedukee.

Definice1.2: Kvantifikované vyroky vytvaiime pou-
zitim kvantifikatora: V - 7pro kazdé”; 3 - "existuje”;
3! - 7existuje pravé jeden”.

Priklad 1.2: V hrusku plati, ze je zluta.

Definice1.3: SloZené vyroky dostaneme spojenim vy-
roktt pomoci nasledujicich logickych spojek.

Nazev | konjunkce | disjunkce | implikace ekvivalence
zkratka A \% = =
vyznam | a zaroven nebo jestlize, pak | pravé tehdy, kdyz

Priklad 1.3: Praha je mésto a zaroven Praha lezi na Slo-
vensku. (konjunkce)
Cislo 3 je prvoéislo nebo ¢islo 3 je sudé. (disjunkce)

JestliZe je trojihelnik rovnostranny (pfedpoklad implikace),

pak je rovnoramenny. (zavér implikace)

Trojtahelnik je rovnostranny pravé tehdy, kdyz jeho thly
jsou shodné. (ekvivalence)
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Nyni si zavedeme pravidla, ktera urci, kdy jsou slozené vyroky
pravdivé. Pro zkraceni zapisu zavadime nasledujici definici.

Definice1.4: Vyrokovou formuli rozumime sloZeny
vyrok, ve kterém nahradime vyroky pismeny (napf. V3 AV3).

Oznaé¢ime-li ¢islem 1 pravdu (vyrok je pravdivy) a ¢islem 0
nepravdu, pak dostaneme nésledujici tabulku pravdivostnich hod-
not vyrokovych formuli.

Vi | Vo | -1 | VIAV | IV | V=T | VT Vs
1|10 1 1 1 1
100 0 1 0 0
0 1] 1 0 1 1 0
01011 0 0 1 1

Cviceni 1.1: UrCete, ktery z vyrokt v predchéazejicim pii-
kladu (1.3) je pravdivy.

[Konjunkee je nepravdiva, ostatni vyroky jsou pravdivé. |

Cvicent 1.2: Doplitte tabulku pravdivostnich hodnot pro
nasledujici vyrokové formule: —Vo = =Vi; Vi A Vo,
~(Vi= V), Vi=W)A(Vea=W).

K zakladatelim ma-
tematické logiky patii
anglicky matematik a
logik  George Boole
(1815-1864).

Boole ukézal souvis-
losti mezi algebraic-
kymi symboly a sym-
boly, které reprezen-
tuji logické formy. Al-
gebru logiky zpraco-
val v dnesnim pojeti
na konci 19. stoleti
E. Schroder a nazval
ji Booleova algebra.
Booleova algebra na-
lezla Siroké uplatnéni
v logickych obvodech
a vypocetni technice.

Vil Vo | ViV | Vo=V | VIA-Va | 2(Vi= Vo) | (Vi= Vo)A (Ve = V)
11 1 1 0 0 1
1]o0 0 0 1 1 0
0] 1 1 1 0 0 0
0o 1 1 0 0 1

1.1 Typy dukazu

Z predchoziho cviceni je vidét, ze ekvivalenci V) < V3 lze na-
hradit konjukei dvou implikaci (Vi = V5) A (Vo = V;). Podobné
implikaci V3 = V5, mzeme nahradit jeji obménou -V, = =V,
popfipadé negaci implikace nahradime vyrokem Vi A =V5. Tyto
vyroky pouzijeme v nésledujicich dikazech.

Na internetové adrese
http://logik.phl.univie.
ac.at/~chris/formular-
uk-zentral.html  lze
interaktivné  vyhod-
nocovat  pravdivost
slozenych vyroku.

Pii hledani odpoveédi
na otazku "Co to
je vlastné dukaz?”
zjistime, Ze je to
vlastné zptsob, jak
se presvédCit o sprav-
nosti matematickych
vét. Spolehlivost
matematickych  tvr-
zeni je dusledkem
metody, kterou se
dokazuji. Vychézime z
jednoduchych snadno
piijatelnych  tvrzeni
- axiom@ a pomoci
dohodnutych pravidel
matematické  logiky
ovéfujeme pravdivost
ZAveru.

Systémem, ktery je
vybudovan pomoci lo-
giky na axiomech, se
zabyval Kurt Godel
(1906-1978).

Proslavil se zejména
dtkazem vét o net-
plnosti axiomatického
systému. Ukazal, ze v
kazdém systému lze
zformulovat vétu, kte-
rou v ramci toho-
to axiomatického sys-
tému nelze dokazat.
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Priklad 1.4: Dokazte, 7ze: Vn € N plati: 3|n < 3n?.

Tedy dokazujeme ekvivalenci V; < Vo, kde Vi: 3n, Va: 3|n?.
Diikaz ekvivalence V; < V, rozdélime do dikazu dvou implikaci.

1. Vi = Va, (3|n = 3n?) (Implikace zleva doprava)

Pouzijeme pFimy dukaz , ktery spociva v sestaveni fetézce ko-
necného poctu pravdivych implikaci V) = Vi; = - = Vs,
Konkrétné vyjdeme z piedpokladu 3|n a dokdZeme zavér 3|n?:
3ln = 3k € N takové, 7e n = 3k = n? = 3 - 3k? = 3|n?.

2. Vo= V;, (3|n? = 3|n) (Implikace zprava doleva)

Pouzijeme nepFimy dukaz, ktery spocivd v pfimém diikazu
obmény —V; = —V5 pavodni imlikace V5, = V;.

Konkrétné dokazujeme piimo implikaci 3)n = 3 fn?.
3fn=n=3k+1Vn=3k+2; keN=
n?=3-(Bk2+2k)+1Vv n?=3-Bk*+4k+1)+1=3/n%

V nékterych pripadech je vyhodnéjsi pouzit dikaz sporem ,
ve kterém dokazeme, Ze neplati negace imlikace. Tedy plati pt-
vodni imlikace.

Podle cvieni (1.2) je negace implikace —(V; = V3) ekviva-
lentn{ vyroku V; A =V, (pfedpoklad ponechdme v platnosti a
znegujeme zavér implikace).

Priklad 1.5: Dokazte implikaci 5[n? —2=5}n+1.

Pouzijeme ditkkaz sporem a dokdzeme, Ze neplati negace impli-
kace ve tvaru 5[n* —2 A 5n + 1. (Ponechdme piedpoklad
a znegujeme zavér implikace.)

Pro spor tedy predpokldddme, ze 5/n + 1.

Potom plati 5|n+1= Ik € N: n+1=5k=n?= (5k—1)? =
n?=50bk2—-2k)+1=n?-2=505k—2k)—1=5)n?>-2,
coZ je spor s predpokladem 5|n? — 2.

Odtud vyplyva, ze virok 5n? —2 A 5|n + 1 neni pravdivy
a naopak ptivodni implikace 5/n> —2 =5/ n + 1 je pravdiva.
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Cuvicent 1.8: Priklad 1.7: Bernoulliova nerovnost

T . 2 _
a) Dokazte: Vn € N;n > 1: 5ln +3 = 5|n” — 4. Mame dokazat, ze Vn e N, Ve e R, x > —2 plati:

[Pouzijte Diikaz nerovnosti
pfimy dikaz. 5\n+3 = 3k € N: n+3 =5k = n? = (5k—3)2 = (I+a) > 1+ nx pro (I4+2)">1+nx.
n? = 25k% — 30k +9 = n? — 4 = 5(5k% — 6k + 1) = 5[n? — 4] v = —1 podal §vy-
carsky matematik Ja- 1. Pro n = 1 nastane rovnost 1 + x =1+ x.
b) Dokazte: Vn € Nyn>1: 7n®> —2=7/n+2. cob I. Bernoulli (1654-
[Pousijte 1705). 2. Ukézeme, 7e plati: (1+2)"! > 14 (n+1)z. Upravime

dfikaz sporem. Piimy dfikaz: 7|n? =2 =n? —2=Tk=n? -4 = uvedenou nerovnost a dostaneme
Th—2=n-2)(n+2)=Th—2=T/n+2ATfn—-2.] I+2)"(1+z) > l+nz+uzx,

l+z)"+(1+2z)z > l+nz+zx.

Podle indukéniho predpokladu je (1 + )" > 14 nx
a staci tedy dokazat, ze

1.2 Matematicka indukce

g z o T2 o . Mat tickd induk
Definice1.5: Pomoci matematické indukce dokazujeme areaticia mduiee , .
, .. ., . je zaloZena na pied- Zabyval se rovnéz (1 er)nl‘ >
tvrzeni V(n) pro pfirozena Cisla n. Jestlize pokladu, Ze existuje teorii fad a dok4zal =
1. V(np), ng € N je pravdivé a J(Z%I\i;kﬁ) rlr;f:g‘:nemsic)’ ?;‘é‘jg?;;e}éﬁnggz(;ﬁ Pro z > 0 nerovnost zfejmé plati.
2. z platnosti V (k) vyplyva platnost V(k+1), keN, a za kazdjm pfiro- cidln{ rovnici Pokud z < 0, pak uvedenou nerovnost vydélime z
Kt (V(n) j dive Soch = zenym &fslem  nasle- y = p)y + a@)y", a dostaneme (1 + z)" < 1. Tato nerovnost plati pro
pag tvrzenl V(n) je pravdive pro vsechna n = nyp. duje dalé.i (nésledov- 1‘<te/ra nyni nese jeho 2 <2 <0.Coz jsme méli dokézat.
nik). U indukce pfe- jméno.
Priklad 1.6 i?iflmzlzaﬁjﬁjidgﬁit Cviceni 1.4: Dokaite nasledujici vztahy.
Dokazeme tvrzeni V(n): 14+2+3+---+n= @ pro nym zavéram. Mate- a) VneN: 1+qg+ P+ gt= 11%‘1; .
véechna n € N. maticka indukce doka- L ) et o
zuje platnost daného (1=1; 2) 1+q+¢@+-+¢" ' +q" =
, . L, s « 1_gn n_ loq"tq" =gl 1-gnt1
1. Tvrzeni V(1): 1= w je pravdivé. tvrzeni pro viechna g T4 = =
pfirozena ¢isla. Pozna- Con 9
2. Predpokladame, ze plati menejme, Ze pocita¢ b) VneN, n>4: 2" >n”.
: je s &t plat- 1)2°>52; 2) 2 = 27,25 22> (n+1)%.
VO T2 gk S50 e it p 2> 2 2 e
(INDUKCNI PREDPOKLAD) koneény pocet piiroze- c) VneN: 12422+ 324 ...+ n? = W )
Ovéfime, 7e plati njch cisel. [)1=1; 2) 12424324 4024 (n+1)2=
V(k+1): 142434+ k+ (k4 1) = &2 @t 4 4 1) =
(CiL INDUKCE) (@RS D)) _ (a8 D) |
6 6 °
Dtkaz: (1+24+3+---+k)+(k+1)=
(pouzijeme indukéni predpoklad)
(k1) (k+2)

_ UC)(%U +(k+1) = k(k+1);2(k+1) I

Ovérili jsme oba predpoklady, tudiz tvrzeni V(n) je
pravdivé pro vsechna n € N.
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2 Mnoziny

Definice 2.1: MnoZina je soubor objektt, které nazjvame
prvky mnoziny. PiSeme z € A a ¢teme x je prvkem mno-
Ziny A, popf. y ¢ B a ¢teme y neni prvkem (nepatii do)
mnoziny B.

Rekneme, 7e mnozina A je podmnoZinou mnoziny B, pi-
Sseme A C B, kdyz plati:

Jestlize x je prvkem mnoziny A, pak z je také prvkem mno-
ziny B. Zkracené AC B&Vre A=z e B.

Priklad 2.1: Zadéni mnozin
A ={1,3,9} - mnozZina je zaddna vyctem prvki.

B = {z ; z jeliché &islo} - mnozina prvka stejné vlast-
nosti.

Plati: 4¢ B a ACB.

Definice 2.2: Rovnost dvou mnozin je definovana vzta-
hem: A=B& ACBABCA.

Rekneme, Ze A je vlastni podmnoZina B, jestlize
ACBANA#B.

Sjednoceni mnozin A, B znac¢ime A U B a plati
AUB={z:2€ AVz € B}.

Pranik mnozin A, B: ANB={z:2€ ANz € B}.
Doplnék mnoziny A: A'={z:x & A}.

Rozdil mnozin A,B: A\B={z:2€ ANz ¢ B}.
Prazdna mnoZina se zna¢i () a neobsahuje zadny prvek.

Cuvicent 2.1:

a) Napiste negaci vyroku A C B
[Jzo € ANy & B.]
b) Dokazte tvrzeni: a) 0 C A, b) AA\B=ANB".
[a) Sporem: Negace implikace x € ) Az € A je nepravdiva,
tedy implikace x € ) = = € A je pravdivd.
b)re AABerceANe¢gBesrcANreB e ANDB ]

Rostouci mira zobec-
novani a abstrakce
v matematice vedla
k zavedeni pojmu
mnozina. Prvni uce-
lenou teorii mnoZin
vytvoril némecky
matematik Georg
Cantor (1845-1918).

@
ANB

XxY ={(a,1),(a,2),
(5,1, (0.2),(c. 1), (0.2)}

X ~fCXXY—~Y

f=A(a,1), (6, 1)}

D(f)={a,0} H(f)={1}

14

2.
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1 Zobrazeni mnoZin

Definice 2.3 :
zveme mnozinu

Kartézskym soufinem mnozin X,Y na-

XxY={(z,y); reX, yeY},

dvojice (z,y) se nazyvéa usporddana dvojice prvkii mnozin
X, Y. Libovolnd podmnozina kartézského soucinu se nazyva
relace.

Podmnozina f C X X Y se nazjva zobrazeni z mnoziny X
do mnoziny Y, jestlize plati

(x7y1) Ef/\(mva)Eféylzy?-

(Ke kazdému x € X existuje nejvyse jedno y € Y takové, ze

(z,y) € f).
Pigeme: f: X — Y nebo y = f(z).

Priklad 2.2: Oznalime-li ¢as t a ujetou drdhu auta s(t),
pak dvojice (¢, s(t)) tvori zobrazeni.

Dvojice (student, zndmka z matematiky) tvofi zobrazeni.
Dvojice (auto, statni poznavaci znacka) tvofi zobrazeni.
Cuicent 2.2: Urcete, kdy dvojice (zndmka, student) tvori
zobrazeni a kdy pouze relaci.

[Dvojice tvoif zobrazeni, kdyZ neexistuji dva studenti se stejnou znam-

kou. Jinak se jedna o relaci. ]

Definice 2.4:
Defini¢ni obor zobrazeni f se nazyva mnoZina

D(f)={z e X :IyeY Ay= f(a)}

(mnozina vzorl, argumentil, nezévislé proménnych).

Obor hodnot zobrazeni f se nazyva mnozina
H(f)={yeY:3ze X Ay=f(z)}

(mnozina obrazll, zavislé proménnych).
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Definice 2.5: Zobrazeni f: X — Y se nazyva 3 Realna cisla

prosté (injektivni), jestlize
Vay, @ € X: a1 # 20 = f(21) # f(22),
na mnozinu (surjektivni), jestlize

VyeY3dz e X takové, ze y= f(z),

vzajemné jednoznacné (bijektivni), jestlize je prosté, na
mnozinu a X = D(f).

Priklad 2.3: Zobrazeni f: ¢islo losu — los je vzajemné
jednoznacné zobrazeni.

Definice 2.6 : Necht f C X x Y je zobrazeni. Jestlize mno-
zina f' = {(y,2) €Y x X : (z,y) € f} je zobrazeni, pak
ifkdme, Ze f! je inverzni zobrazeni k zobrazeni f (a nao-
pak).

Priklad 2.4: Zobrazeni f~':los — &islo losu je inverzni
zobrazeni k zobrazeni f z predchoziho ptikladu (2.3).

Véta2.1: Zobrazeni f: X — Y je prosté pravé tehdy,
kdy# existuje inverzni zobrazeni f~!.

Diikaz: ”=" Dikaz povedeme sporem. Budeme piedpo-
kladat, ze mnozina f~! = {(y,2) € Y x X : (z,y) € f}
neni zobrazeni, tedy y € Y, Jx1, 22 € X, 11 # x5 takové, Ze
(y,21) € f7' A (y,22) € f'. Potom (21,y) € fA(22,9) € f,
coz je spor s predpokladem, zZe f je prosté zobrazeni.

7<«<=” Nyni pro spor pfedpokladame, Ze f neni prosté zob-
razeni, tedy dy € Y, Jxy,290 € X, 11 # x9 takové, Ze
(z1,9) € f Aao,y) € f = (y,21) € f71 A(y,29) € 71, coz
je spor s pfedpokladem, %e f~! je zobrazeni.

f={(a,1),(6,2)} je

prosté a na.

X Y

f= {(av 1), (b~,2)} Je

vzajemné jednoznacné.

Y X

f1={(L0a),(2,0)}
je inverzni zobrazeni
k zobrazeni f.

Potfeba pocitat dny,
arodu, mérit a délit
pozemky ap. vedla k
vytvofeni pojmu ¢islo.

Teprve v 16.stoleti se
v Evropé rodi pred-
stava o iracionalnich
C¢islech jako o desetin-
nych ¢islech s neukon-
Cenym neperiodickym
zapisem.

Némecky matematik
Richard Dedekind
(1831-1916)

prisel na myslenku,
ze je-li mnozina ra-
cionalnich ¢isel roz-
délena na dvé ne-
prazdné podmnozZiny
Q1,Q2 takové, ze
Va1 € Qr, Vo € Qo
q1 < g¢2, pak existuje
takové redlné dcislo r,
Ze VpeQQi:q<r,
Vg €Qa:qa > 1.

Dnes se tato mys-
lenka oznacuje jako
Dedekindovy Tfezy.

@ Q2

Definice 3.1: Zakladni mnoziny ¢isel tvori ¢isla:
Prirozena N={1,23, ...}

Cela Z={.,6-2,-1,0,1,2,...}
Racionalni Q:{%;pEZ,qGZ,qsaéO}
Realna R (budeme definovat)
Komplexni C={a+ib; a,bcR,?=—1}

Pouzijeme-li desitkovou soustavu pro zapis zlomku %, dosta-

neme vyraz 3 = 0,333... = 0,3. Zobecnéni tohoto zapisu vede k
nasledujici definici.

Definice 3.2: Vyraz a=+ag,ajazas ..., kde ag € Z,
a; € {0,1,2,...,9}, i € N nazyvidme desetinnym roz-
vojem.

Jestlize existuje k € N takové, ze Vi > k je a; = 0, pak
hovofime o kone¢ném desetinném rozvoji, jinak o neko-
neéném desetinném rozvoji.

V ptipadé, kdy se v nekonecném desetinném rozvoji ¢islice
nebo skupiny ¢islic neustale opakuji, pak hovofime o perio-
dickém desetinném rozvoji, v opa¢ném piipadé o nepe-
riodickém desetinném rozvoji.

Priklad 3.1: Cislo % = 0,75 ma kone¢ny desetinny rozvoj.
Cislo 1,11--- = 1,1 ma (nekonec¢ny) periodicky desetinny
rozvoj a predstavuje naptiklad dobu ¢, po kterou skace mi¢,
jehoZ prvni skok trva 1 sekundu a kazdy dalsi skok je de-
setkrat kratsi.

Zéroven 9t =10t —t=111—1,1=10, tedy t = .

Definice 3.3: Rikame, 7e kazdy desetinng rozvoj reprezen-
tuje redlné ¢&islo. Koneény nebo periodicky desetinny rozvoj
reprezentuje racionani ¢islo. Neperiodicky rozvoj reprezen-
tuje iracionalni ¢islo.

Cuvic¢ent 8.1: Dokazte, ze zlomek g, kde pe Z, q € Z,
q # 0 lze zapsat jako koneény nebo periodicky desetinny
rozvoj.
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[Naznaéime déleni p: q = tag,aasas ..., pak existuje
nejvyse ¢ ruznych zbytkd déleni zq,z9,...,2,, k < g takovych, ze
(10-2) : ¢ =a;+ zi41, @ =1,2,...,k. Pokud existuje i takové,
ze zbytek déleni z; = 0, pak dostaneme konecny desetinny rozvoj,
v opac¢ném piipadé se po nejvyse g krocich zac¢nou zbytky z; i ¢isla a;

pravidelné opakovat. |

Piiklad 8.2: Cislo v/2 je iracionalni. M4 neperiodicky
desetinny rozvoj.

Pro ditkaz sporem predpokldaddme, ze v2 € Q, neboli
V2 = “, p,g €N a p,q jsou nesoudélna cisla, potom
2¢* =p? = 2P = 2p = Ik € Nip = 2k = 2¢> =
4k* = 2|q. Odtud vyplyva, ze p,q jsou suda é&isla, coz je
spor s predpokladem jejich nesoudélnosti.

Cuiceni 3.2: Dokazte v/a € Q, kde a je prvocislo.
[ Diikaz je podobny jako pro v/2.]

Definice 3.4: (Uspofadani na R.)

Na mnoziné celych ¢&isel Z definujeme usporadani < (¢teme: je
mens{ nez) nésledovné: - < -2<-1<0<1<2<---.

Podobné definujeme usporadani < pro ¢isla s koneénym de-
setinnym rozvojem (napt. —3,1 < —0,5; 3,157 < 3,16 ap.).

Pro n € N a nekonecné desetinné ¢islo a = tag, ajasas . ..

definujeme n—mistnou dolni a, = +ag,a1a2...a, a

n—mistnou horni @, = *ag, a1as...a, + (0,1)" desetin-
nou aproximaci ¢isla a .

Pro a,b € R definujeme

a<be3dneN @, <b,.

Jestlize a £ b, pak piSeme a > b.

Rovnost ¢isel a,b € R je dana vztahem

a=bsa>bAb>a.

Piiklad 3.3
K ¢islu 7 = 3,1415926... je m, =3,1 a 73 = 3,142.

Skutecnost, Zze pre-
pona ctverce o strané
jedna se neda vyja-
drit jako podil dvou
pfirozenych ¢isel, byla
objevena v Pythago-
rejské Skole. Pythago-
ras ze Samu (5697-
4757 pi.nl.).

-3,1 -0,5
|

|
3210123

Mozna vas rovnost
0,9 = 1 pickvapila.
Zkusime proto nasle-
dujici vypocet
i-3=1e
033...-3=1<
09=1.

V roce 1878 publiko-
val Georg Cantor ¢la-
nek, ve kterém vy-
slovil hypotézu kon-
tinua, neboli tvrzeni,
ze vSechny nekoneéné
mnoZiny maji bud mo-
hutnost mnoziny pfi-
rozenych ¢isel nebo
mohutnost intervalu.
V roce 1963 americky
matematik Paul Co-
hen (1934-)

Ll
dokézal, Ze hypotéza
kontinua je nerozhod-
nutelnd. To znamena,

ze se neda dokazat, ani
vyvratit.

0,10111011...
0,01101001...
0,00011011...
0,11100101...

0,00111011...
0,10101001...
0,00111011...
0,11110101...

b=0,0011...
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Chicent 3.3:
a) Dokazte 7 <2 a 09=1.
[74=3,1416 < 3,1428=2 ; 09, =1=1,, neN.]
4

b) Dokazte a <b<b—a>0.
l[a<bes3IneN:a, <b,=b—a>b,—a,>0.]

3.1 Mohutnost mnoZin

Definice 3.5: Rekneme, 7e mnoziny X,Y maji stejnou
mohutnost, jestlize existuje vzajemné jednoznacné zobra-
zeni F': X — Y . PiSeme m(X) =m(Y) nebo X ~Y.

Definice 3.6 : Mnozina X se nazyvd koneéna, jestlize
Jn € N tak, 7e X ~ {1,2,...,n}. Rikdme, ze X ma n prvkd.
Mnozina X se nazyva spocetna, jestlize X ~ N.

Mnozina X se nazyva nespocetna, jestlize neni koneénd ani
spocetna.

Priklad 3.4:

Ozna¢ime Ny = {n € N : nje sudé}, pak f(n) = 2n je
bijekce N — Ny a N ~ N;.

Zobrazeni f(n)= (—1)”27”(;¢ je bijekce N—7Z a
N~Z.

ihj—2
Necht (i,7) € N x N, pak f(i,7) =i+ > k je bijekce

k=1
NxN—-=NaNxN~N.

Cuvic¢ent 3.4: Dokazte, ze QQ je spoCetnd mnozina.
[Ukazte, ze Q ~Z x N.]

Priklad 3.5: Mnozina realnych ¢isel je nespocetna.

Pro jednoduchost uvazujeme pouze podmnozinu M C R
tvaru M = {0,a1a0a3. .. : a, € {0,1}}. Pfedpokladéme,
Ze existuje bijekce f: N — M . Nyni vytvofime ¢islo b =
0,b1bobs ..., kde b; =1 —a;, pak b € M, ale b ¢ H(f),
tedy f neni bijekce a mnoZina M je nespocetna.
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Cwiceni 8.5: Cantorovo diskontinuum.

00 271—1

C=(01\U U325,

n=1 k=1
(Z intervalu (0, 1) vyjmeme prostiedni tfetinu, ze zbylych
dvou tfetin vyjmeme opét prostfedni tfetiny atd.).

Uvazujeme mnozinu

Sectéte délku intervali vyjmutych z intervalu (0,1) a do-
kazte, ze Cantorovo diskontinuum C je nespocetnd mnozina.
[a) 21 _ 1, b) Pokud dslo

3n

n=1
a € C zapiSeme ve tvaru a = G + g + §3 +-- -, pak a; € {0,2} a podle

predchoziho prikladu (3.5) je C mnozina nespocetna. |

3.2 Suprémum a infimum

Definice 3.7: Rekneme, #e mnoZina A je

shora omezena, jestlize IK eRVre A: x < K,
zdola omezena, jestlize ILeRVre A: L <u,

omezena, jestlize je zaroven shora a zdola omezend,
neomezena, jestlize neni omezena.

Priklad 3.6: Mnozina pfirozenych ¢isel N je zdola omezena
a neomezena.

Definice 3.8: Necht ) # A Cc R. Cislo sup A € R nazy-
vame suprémem mnoziny A, jestlize plati:

1.Vz e A:x <supA, (horni zavora),

2.Ve >0 32 € A: supA —e < 7/,
zZavora).

(nejmensi horni

Cislo inf A € R nazyvame infimem mnoziny A, jestlize
plati:

1. Vxe A:infA <u, (dolni zévora),

2.Ve >0 d2/ € A: infA+¢e > 2/,
ZAvOra).

(nejvétsi dolni

Je-li sup A € A, pak se nazyva maximem mnoziny A a znaci
semax A . Je-liinf A € A, pak se nazyva minimem mnoziny
A a znadi se min A.

1 2 1 2 7 8
593 5901
A
(i
\ ap (/l()"rl
— -
L A K
A y
[
¢ K
sup A-e sup A
3l 2]
—
-3 0 2
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Priklad 3.7:
Pro A=(2,5)je nf A=minA=2 a supA=>5.

Pro A = {17%,i,%,...}jeinfz4:0 asupA=maxA=1.
Pro neomezené mnoziny napt. A = (—o0,1) dodefinujeme
infA=—-o00, pro A={1,2,3,...} je supA=o0.
Véta3.1: (o existenci supréma)

Necht () # A C R, A je shora omezend. Pak existuje sup A.

Dikaz: Protoze mnozina A je shora omezena a neprazdna,
tak existuje ap € Z, které spliiuje nésledujici dvé vlastnosti:
WVreA:x<a+1, di)Iaz’eA: 2" >ap.

Déle, existuje a; € {0,1,2,...,9} tak, Ze

i) Ve € A: © < ag,a; + 0,1, ) 2" € A: 2" > ap,ay.
Podobné existuje ag € {0,1,2,...,9} tak, ze

i) Vo € A: z < ag,apag + (0,1)%, 44) 2™ € A: 2" >
ag,a1ao a tak dale.

O disle a = ag,aiaqas . ..
supréma mnoziny A.

Ize dokazat, ze spliiuje podminky

Cuvic¢ent 3.6: Dokoncete dikaz pfedchozi véty.

[Dtikaz povedeme sporem.
1) Nejdrive dokdzeme, Ze ¢islo a = ag,aiazas . .. je horni zavora mno-
ziny A. Pro spor pfedpokladame, ze a9 € A A 29 > a = 3In € N
A o > Ty, > @ = ag,a102 + - + ap + (0,1)", coz je spor s prvni
vlastnosti ¢isla a. Tedy ¢islo a spliiuje prvni vlastnost supréma.
2) Nyni dokaZzeme, Ze a je nejmensi horni zdvora. Opét pro spor pied-
pokladame, ze Je > 0 tak, ze Vo € Aplatizc < a—¢ =z < a =
dneN: 7, <a, = ap,a1a2 + - - - + a,, coz je spor s druhou vlastnosti

isla a. Tedy a splituje i druhou vlastnost supréma. |

Definice 3.9: Zobrazeni f: R — R = {z € R: z > 0}
dané predpisem f(z) = max{z, —z} nazveme absolutni
hodnotou.

Absolutni hodnotu ¢&isla = znaéime |z] .

z >0
—x x<0.
[z>0=max{z,—z} =2z, <0=max{zr,—z}=—z.]

Cuiceni 3.7: Dokaite: |z|= {
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Véta3.2: (vlastnosti absolutni hodnoty)
Necht a,b € R, pak al
) la) 20, Ja-bl=lal-B|, |5|=pr b#0,
bl o]
Va2 = a],
i) a+0b| < la| + 0] trojthelnikové nerovnost,
i) ||a| —] b]| < |a — b| ¢islo |a — b| nazyvame
vzdalenost bodu a,b.

Cvicent 3.8:

a) Dokazte trojihelnikovou nerovnost.
[Ziejmé £ < |z|, pak proz+y > 0je [z +y| =z +y < |z|+ |y
aproz+y<0jelr+yl=—a—y<l|z|+]yl.]

b) Dokazte, Ze mnozina A je omezend pravé tehdy, kdyz
Je>0Vz e A: |z| <c.

[Ztejmé |z| < ¢ —c <z < ¢ = mnoZina A

je omezena zdola i shora. Obracené mnozina A je omezena zdola
= L <z, shora = 2 < K. Tedy |z| < ¢ = max{|L|, | K|} .]

Definice 3.10:

Mnozinu U(zy) = {x € R: |z — 9| < ¢} nazveme okolim
bodu zy. Mnozinu P(zy) = U(x)\{z0} nazveme prsten-
covym okolim bodu z.

Cuiceni 8.9: Dokazte: (b—e,b+e) ={z e R:|x—b| <&},
[[t—bl<ee —e<zr—b<esb-e<az<bte.]

Definice 3.11:
Bod a € A C R se nazyva vnitFfnim bodem mnoZiny A,
jestlize 3U(a) takové, Ze U(a) C A.
Mnozina vSech vnitinich bodi mnoziny A se nazyva vnitfek
mnoziny A a znaci se intA .
Mnozina A se nazyva oteviena, jestlize A = intA.
Bod b € R se nazyvd hrani¢nim bodem mnoZiny A,
jestlize YU(b): Ub)NA # O AUD) N (R\A) # @. Mno-
Zina vSech hrani¢nich bodi mnoZiny A se nazyva hranice
mnoziny A a znaci se 0A.
Mnozina A = A U OA se nazjva uzavér mnoziny A .

Mnozina A se nazjvé uzaviena, jestlize A = A.

A~

N>

22 Matematicka analyza 1

Definice 3.12:

Bod ¢ € R se nazyvéd hromadnym bodem mnozZiny A,
jestlize v kazdém jeho okoli lezi nekone¢né mnoho bod mno-
Ziny A, v opa¢ném piipadé se nazyvé izolovanym bodem
mnoziny A.

Mnozina, jejiz vsechny body jsou izolované, se nazyva dis-
krétni.

Priklad 3.8:

1. Necht A = (0,1), pak A je oteviend mnozina, 0A =
{0,1}, A = (0, 1), kazdy bod uzévéru A je hromadnym
bodem mnoziny A.

2. NechtA—{l,2 3,4 ..}, pak 0A = AU {0}, A neni
uzaviena ani oteviena, jedinym hromadnym bodem
mnoziny A je bod 0 a A je diskrétni mnozina.

Cuicend 3.10:
a) Dokazte: Mnozina A C R je oteviend < mnozina R\ A
je uzaviena.
[A je oteviend < Va € A3U(a): U(a) C A =
a g dA=0(R\A) = IR\A) C R\A=R\A=R\A ]

b) Overte zda plati: Mnoziny A,,n 6 N jsou oteviené,

pak U A, je oteviend mnozina, ﬂ A, je oteviena
n= 1 n=1
mnozina.

[ae LojAn:>

nl

dneNAaecA,= 3U(a): U(a) C A, C UAn:> UA je

n=1

o0
oteviend mnozina. Naopak [ A, nemusi byt oteviena mnozina,
n=1

napi. pro A, = (=1,1) je ﬂ A, = {0} . Jednobodové mnoZina
n=1
{0} je uzavfena. |



Matematicka analyza 1 23 24 Matematické analyza 1

4 Posloupnosti 4.1 Limita posloupnosti

Definice4.1: Zobrazeni f: N — R se nazyva posloup-
nost realnych ¢isel. Misto f piSeme {a, }7° ,, zkrdcené {a,}
a Cislo a, se nazyva n-ty ¢len posloupnosti {a,}.

Priklad 4.1: (specidlni typy posloupnosti)

1) Aritmeticka posloupnost je definovéna pred-
pisem a, = a; + (n — 1) - d, a;,d € R, &slo d se nazyva
diference.

2) Geometricka posloupnost je definovana pied-
pisem a,, = a1-¢" Y, a1, q € R, &slo ¢ se nazjva kvocient.

3) Fibonacciova posloupnost je definovina pred-
pisem a,.2 = a,+1 + a, s pocateénimi hodnotami a; =1,
as = 1.V tomto pripadé, kdy nasledujici prvek posloup-
nosti je definovan pomoci nékolika ptredchozich prvki, ¥i-
kame, Ze posloupnost je definovana rekurentné .

Vlozime do banky po-
catecni vklad a;. Pri
ro¢nim troku u mame
na U¢tu na konci roku
zustatek as=a;+uay
=ay(1+u). Po dvou
letech je zistatek ag =
as(1+u) = ay(1+u)?
Po n—letech sporeni
je nas zustatek roven
apt1=a1(14+u)". Spo-
feni je tedy popsano
geometrickou posloup-
nosti a,, s kvocientem
g=1+u.

Leonardo Pisano Fi-
bonacci (1170-1250)

Pojmy konvergentni a
divergentni jako prvni
pouzil v souvislosti se
scitanim fad cisel Ja-
mes Gregory (1638-
1675).

Definice 4.3:
gentni, jestlize

Rekneme, 7e posloupnost {a,} je konver-

JaeRVe>03ng e NVneN:in>ny=la, —a| <e.
Rikdme, 7e a je limita posloupnosti {a,} a piseme

lim a, = a.
n—oo

Jestlize posloupnost {a,} neni konvergentni, pak fikdme, Ze
je divergentni. Specidlné, jestlize

VKeRIngeNVneN:n>ny=a,>K (a,<K),

pak fekneme, Ze posloupnost {a,} diverguje k +oo (—0).

Priklad 4.3:

Definice4.2: (vlastnosti posloupnosti) 4 ) 1. Pro harmonickou posloupnost plati nhfglo% =0.
M 1! . 1 >
Posloupnost {an} se nazyva & K danému ¢ > 0 hleddme ng takové, aby pro n > ny
shora omezena’i, :]estl}vze K eRYnEN: g, < K, ﬁ .. platilo |% — 0] < e. Volime tedy ng > %, potom pro
zdola omezena, jestlize 3K € RVn € N: q, > K, - T n>no> Lt plati L <e
2 e g 2 : ol 123 567 @ 0Z7 P n :
omezena, jestlize je omezena shora i zdola, 0 e ek : " e 10
neklesajici, jestlize Vn € N: a,, < a1, popsal nasledovné ' iometrlc la I.)OSkoupnOSt {q, }i{Ji onvergeiltn(; pI:O
nerostouci, jestlize Vn € N: a,, > a1, problém  rozmnozo- l: <g=<i)e 10n\(zie?rgentr}1 pr0<q E , diverguje
monotoénni, jestlize je neklesajici nebo nerostouc, véni lfl'%lik& Do Priklady oo pro g > 1 adiverguje pro ¢ = —1.
rostouci, jestlize Vn € N: a,, < a,.1, i;s;;tifﬁ:e ;ﬁl‘;z klﬁ;ﬁ
klesajici, jestlize Vn € N: a,, > a,.1, mésic starych kraliki. Vétad.1: (jednoznacnost limity)
ostfe monotonni, jestlize je rostouci nebo klesajici. Ptame se, kolik pérﬁ Kazda konvergentni posloupnost ma pravé jednu limitu.
krahki bude v klim (Kazd4 posloupnost ma nejvyse jednu limitu.)
Poznamka 4.1: (ekvivalentni definice omezenosti) nak kodncf . Jvedd,no 10
7 e 7 7o o Lo . , roku, kdyz kazdy par
Z evicent (S'Sb))v vyplyvd, Ze posloupnost {a,} je omezend mé kazdy mésic opét Diikaz: Budeme pro spor predpokladat, Ze posloupnost {a,}
pravé tehdy, kdyz 3K € R vn € N: a,| < K. jedin)l,p'ér potomkd y mé alespoti dvé limity a # b. Necht a < b, pak volime € > 0
Priklad 4.2: a kraicr majiprvol b {a,} tak, ze a4+ ¢ < b—¢e. Z definice limity dostaneme
EEE— potomky ve dvou ny .
1. Harmonicka posloupnost definovani predpisem mésicich? L Ing €NV e N:n>ng=la,—a| <ea—e<a, <ate
a, =1 je omezen a klesajici. b 16 a zaroven
C o, I , are : dn; e NVReN:n>ny = |a,—b| <e e b—c <a, <bte.
2. Geometrickd posloupnost {¢"} je omezend pro . Ted N { Vi cute<b_g< .
) , T max ) — 7
—1 < ¢ <1, rostouci a neomezend pro ¢ > 1, neome- a JeCY PIO T = TaXiNo, My JE Gn = @ - @ns €O
; - je spor.
zend pro ¢ < —1. T
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Cvicent 4.1: Zaménte kvantifikitory v definici limity a po-
kuste se najit posloupnosti, které spliuji tyto nové vlast-

Uvahy opfené o veli-
¢iny "velké nebo malé
jak je libo” muzeme
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Ditkaz: Oznacime I; = (a;,b;),i € N, potom a; < ag <
< by < by. Tedy posloupnost {a,} je neklesajici, po-

nosti. [ Napf. najit jiz v tFindcti kni- o1 05 Daby by sloupnost {b,} je nerostouci a obé& posloupnosti jsou ome-
vlastnost Va € R Ve > 0 3ny Vn € N:n > ng = |a, — a| < € ne- héch Zdkladsi feckého zené. Oznaéime a = sup{a,} a dokdZzeme, 7e lim a, = a.
. 5 . n—00
spiiuje zadné posloupnost, protoze podle véty (4.1) kazda posloupnost matematika Eukleida Priklad: Z definice supréma vyplyva, Ze
3257-2657 pr.n.L). _ 1 :
ma nejvyse jednu limitu, zde by se vSak méla blizit ke vSem redlnym (3257-2657 prnl.) F:ZO I = (=3,7) Je i) VneN:a, <a, ii) Ve>03a, €{a.}:a—¢c<ay,.
dislim (Va € R). nglln =0. Odtud vyplyva Vn > ngia—¢e < ay, < a, < a < a+e,
Vlastnost Va € RVe >03ng In € N: n > ng = |a, — a|] < e spliiuje neboli lim a, = a. Podobné& plati lim b, = inf{b,} = b.
7 . ~ . 7 s ~ v n—od n—oQ
posloupnost, ktera obsahuje vSechna raciondlni ¢isla, protoze ke kaz- T . . . .
(Dokézali jsme, Ze omezend a monoténni posloupnost mé
dému redlnému ¢islu a najdeme raciondlni ¢islo a,, které je libovolné limitu. )
blizko (|a, — a| < ¢). Rikdme, Ze mnozina racionalnich &sel je husta
podmnozina redlnych ¢isel. Nyni dokdzeme a < b, tedy ﬂ I = <(1 b>
n—=
Vlastnost 3a € RVe >03ng In € N: n > ng = |a, — a| < ¢ spliluje , Pro spor predpokladame a > b a volime € takové, ze a—e >
L o Pomoci tzv. exhaus-
kazd4 posloupnost. Staéi volit a = ag,ng = 1. tivnd metody (ta je za- b+ e. Z vlastnosti supréma a infima dostaneme
Vlastnost 3a € R 3¢ > 0Vno Vn € N:n>ng = |a, — a| < ¢ spliluje lozena na nekoneéném da,, € {an} ta—¢e<ay,, 3b, € {bn} tby, <b+e apro
kazda omezena posloupnost, protoze Vn € Nn > ng je a —e <a , < déleni) dokézal napri- n > max{no, nl} je b, < bn1 <b+4+e<a —e<a no < G s
a — ¢ a konetna mnozina {a1,as, ..., an,} je také omezen4. | lflad S.dVOdllt{ EV;“ZGII'I, coz je spor s predpokladem a, < b, .
ze objem kuzele je
Uzkou souvislost mezi pojmy limita posloupnosti a uzaviena foti : 4
L. o P ,J v ma b P tfetina objemu valce, Definice4.4: Necht {a,} je posloupnost a {k,} C N
mnozina popisuji nasledujici dvé véty. ktery ma stejnou pod- . , o S
oy je rostouci posloupnost prirozenych ¢isel, potom posloup-
Vétad.2: Necht I C R je uzaviend mnozina a konvergentni stavu a vsku. :
il Jeu g nost {aj,} nazveme vybranou posloupnosti z posloup-
posloupnost {a,} C I, pak nlin;o ap=a€l. nosti {a,}.
Dikaz: Vétu dokézeme sporem. Predpokladame, ze Priklad 4.5:
L i =a . U Y ..
Fan} € ]’y}inolo an = ao Nag & I [ (ao\) ! 6 . Uvazujeme posloupnost {1,2,3,4,...}, pak vybranou po-
“ o . ~ TRy T o . %
Tedy ag € {R\ I}. Protoze mnozina I je uzaviend, je jeji a0 " {a,} 5 o sloupnosti je napiiklad posloupnost {2,4,6,...}.
doplnék {R\ I} podle cvic¢eni (3.10) mnozina oteviena. Od- . . . . ”
P { \ v} podre | ( ) ) . 4 Z posloupnosti {(—1)"}, je vybranou posloupnost{ napfi-
tud vyplyvd, Ze existuje okoli U(ag) C {R\ I}. Zéaroven 3 0 on
9 . klad posloupnost {(—1)*"}.
z konvergence hm a, = ag plyne, ze dng € NVn > ng: 1
an € Ulag) C {R\I} coz je spor s pfedpokladem {a,} C I. 193456 = Nasledujici véta popisuje vztah omezené a konvergentni po-
Odtud plyne ap € I. sloupnosti.
Priklad 4.4: Pro otevieny interval tvrzeni véty (4.2) ne- Vétad.4:
lati. y . 2 2 . [
P 1 o e . i) Kazda konvergetni posloupnost je omezena.
Posloupnost {1} C (0,2), ale lim 1 =0¢(0,2).
oo 4 123456 ¢ ii) Monoténni a omezena posloupnost je konvergentni.
] ] : T o oo
Vemdage  Nesit e, @ 6 N e uzavrefle 1f1tervaly ? 11, - iii) (Bolzano-Weierstrass) Z kazdé omezené posloupnosti lze
b D I3 D (tzv. systém do sebe vlozenych uzavienych L. 4
o vybrat alespon jednu konvergentni posloupnost.
intervalil), potom () I, # 0.
n=1




Matematicka analyza 1 27 28 Matematicka analyza 1

i) [ by _ (lJﬂlz)":lz _ (=2 :: _ ( (n+1)(n+1) )n+2 n_ _
Y b,;ﬂ (1t L ) ( ,H? n+l (n+2)n n+l
g . n+
Dikaz: ate —m—— (1 + —(njm) > (1 +(n+ 2)n(n+2)) oe=1.]
i) Jestlize posloupnost {a,} je konvergentni, potom a—ol . ) y )
Ja € RVe > 03np¥n > no: lan—a| <e = a—¢ < ] y Zaroven Vn € Nplati: 2=a; <a, <b, <b =4.
ap < a+e=|ay| <la|+e¢. T e — Posloupnost {a,} je tedy i omezena a podle véty (4.4) mé
n . . "
Polozime-li K = max{|a1],|as|,...,|an,|a| + €}, pak . 0 21 . limitu. Piseme e
plati Vn e N: —K <a, < K. Tedy {a,} je omezend [}Lﬂolo(l + ;) =e.
posloupnost. ug)/ 00123456 @
7 Cislo e se nazyva Eulerova konstanta.
ii) Tento bod jsme dokézali v prvni ¢asti dtikazu véty (4.3). K —
ot Cvicent 4.2:
ili) Jestlize {a,} je omezend posloupnost, potom . Cuicent 4.2
Jdoy,0 € R, Vn € Nt oy < a, < . Rozdé- 1234567 a) Dokazte, ze W}Lﬂolc(l_%)n:e_l‘
lime interval I; = (o, 31) na dvé poloviny a oznacime (1= Ly" = (2=d)" — (a=Ledy=n — () 4 1 )(-D-D(] 4 Ly
, . v v n n n—1 n—1 n—1
I, = (as, ) tu polovinu, kterd obsahuje nekoneéné iii) 1]

mnoho prvkid posloupnosti {a,} a opét ji rozdélime

. , ., Dokazte, ze lim (1 + 4)" = ¥ >0.
na poloviny atd. Dostaneme systém do sebe vlozenych g, = gi————— b) Dokate, Ze nggc( * ") e, uz0

uzavienych intervald I; D I, D ---, pro ktery plati . (145" =m=u-m=m—o0)=(1+L)"" —e ]
I = o, i) A lim (B — ag = 0. Z véty (4.3) ) B E—
—00
~ . N
vyplyva, ze Ja € R: () I = a. Z kazdého intervalu gl Priklad 4.7: Vypocet druhé odmocniny ¢isla a > 0.

=1 . . o
I), vybereme jeden ¢len posloupnosti {a,} a oznacime T Definujeme rekurentni posloupnost predpisem

jej {an,}, potom plati lim a,, =a. Uns1 = (al +a,)/2, a1 >0.
e Na 0c¢tu urofeném

trokem wu s pocatec-

Priklad 4.6: Definice cisla e. nim vkladem a; mame

Ziejmé Vn € N je a, > 0. Porovhame a,2 a a,1 a
zarovell porovname a,,1 a \/a.

., po kﬁletech zﬁitaltjek Anp1 > Apao (Q) Anp1 > \/a (7)
Budeme vysetfovat posloupnost a, = (1 + )" a1 = a1(1 +U} - Po- a a
n kud budeme mit Gcet Ape1 > (7 + an+1> /2 (7 + an) /2 > \/a
- . , . L, s mésicnim urocenim, An+1
Dokézeme, ze uvedend posloupnost je neklesajici: pak 4% ziistatek bude 2ans1)’ > a+ (ap)? a+(an)® > 2a,va
n n = ap(1 + %)%, 2
apey _ (1+:17) o (nt2) - — (n+2)n )n+1 nt1 (lz’]z)gobnéallgfﬁd?n)nim (ans1)” = a a—2a,va+ (a,)> > 0
S = — = n+l = \7 , n 2
n (1+2) (=2) ’ W (1) +D) " arofeni  dostaneme a1 > Va (\/a —a,)” =2 0
1 \ntlptl @it = i1+ 55)™
= (1 — (n+1)2) o > (Podle Bernoulliovy nerovnosti, ptiklad (1.7)) V roce 1683 Jacob Vidime, 7e posloupnost {a/n} je nerostouci a zdola omezena,
Bernoulli zkoumal tedy existuje b = lim a,. Prejdeme k limité v rovnosti
(1-—(n+ 1)(n+1) )"::1 = "I}Jl % =1. tento problém sloZe- y ] = A dp. ]
ného troceni a hledal ani1 = (&= +a,)/2 a dostaneme b = (§ +b)/2, odtud
limitu virazu (1+2)". 2 _ 72 _
o v - 1. n 20 =a b* a b= a.
Podobné dokazte, Ze posloupnost b, = (1 + %)H je neros- Cislo e se proto také * Ve

toucl. nazjvd bankovni nebo
rustova konstanta.
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Cuicent 4.3:

a) Najdéte lim a,, jestlize

n—oo
a1=5 a a1 =+vV6+a,.
[Ztejmé Vn e N je a, >0.
Porovname a,.2 a a,y1 a matematickou indukci dokazeme, ze

VneN je a, > 3.

g1 > apya (7) a1 > 3 (1)
Anp1 > OB+ api1 1) a;=5 > 3
(@ns1)? —api1—6 > 0 2) Necht a, > 3, pak
(arHrl - 3)(an+1 + 2) >0 an+1 = \/m > \/G‘F;3 =3
Upt1 > 3

Vidime, Ze posloupnost {a,} je zdola omezena a klesajici, tedy

existuje b = lim a, . Pfejdeme k limité v rovnosti a,+1 = /6 + a,
n—oo

a dostaneme b = v/6 4 b, odtud b = 3. ]

b) Pravdépodobnost preziti bunék.

Predpokladame, ze k rozdéleni buriky na dvé dochazi
s pravdépodobnosti p > 0. Oznacime p,, pravdépodob-
nost, ze existuje n generaci potomki prvni buitiky, tedy
p1 = p. Potom pro pravdépodobnost existence n+1 ge-
neraci potomki plati p,11 = p(1 — (1 — pn)(1 — pn))-
Najdéte limitu TLanolo Dn-

[Pnt2 > Pos1 € p(1— (1= pog1) (1= pny1)) > p(1— (1 —p,)(1 -
Pn)) © (L= pas1)(L = pos1) > (L= pa)(1 = pn) © pria > po =
Posloupnost p,, je monoténni a ziejmé 0 < p, < 1. Tedy exis-
tuje b = lim Pn, kterd spliiuje b = p(1 — (1 — b)(1 — b)), odtud
bor 2T

Definice4.5: (Fundamentalni posloupnost)
Rekneme, 7e posloupnost {a,} je fundamentalni (cauchyov-
skd), jestlize

Ve>03dngVm,ne€N:m >ng,n>ng=|a, —a,| <e.

Véta4.5: (Bolzanova-Cauchyova; nutné a postacujici pod-
minka konvergence)

Posloupnost redlnych ¢isel {a,} je konvergentni prévé tehdy,
kdyz je fundamentalni.

Posloupnost (1+1)" je
fundamentalni v pro-
storu racionalnich ¢i-
sel, neni zde vSak kon-
vergentni, je konver-
gentni v prostoru real-
nych ¢isel.

Louis Augustin Cau-
chy (1789-1857)

vypracoval  zaklady
aritmetizace analyzy,
zpfesnil pojmy limita,
spojitost ap.
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Dikaz:
”=" Pro konvergentni posloupnost {a,} plati

JaeRVe; >03In VneN:in>n; = |a, —al <ep.
Tedy Vm € N,m > n; je |am — an| = |am —a + a —
ay| < lam —al +la—ay] < 261 = €. Tedy {a,} je
fundamentéalni.

7<” Jestlize {a,} je fundamentalni, pak polozime

K = max{|a1|,|az|, ..., |any| s |@ngt1| + €}. Ziejmé
Vn € N: |a,| < K. Tedy posloupnost {a,} je ome-
zend a podle véty (4.4) lze z ni vybrat konvergentni
posloupnost {a,, }. Necht TLanolo ay, = a, potom Veg > 0
dny € NVn, € N: g, > ng = |a,, —al <e2 a pro
N, n > ng = |an, — an| < e ({a,} je fundamentélni).
Odtud pro ng,n > max{ng,n2} dostaneme |a, — a| =
|an — an, + an, — al <| ap — ap,| + lan, —a] < e+e2.
Tedy a, — a.

Véta4.6: (algebra limit)
Nechf lim a, =a a lim b, = b, pak plati:

n—o0 n—0o0

1) T}Lnolo(an + b'n) =a+ b7

i) lim (a, —b,) =a—b,

iii) lim (a,-b,) =a-b,
iv) lim % =2 b, £0,b#0.
n—oo 'n

Diikaz: Dokazeme bod iv), ostatni dtikazy jsou podobné.
Budeme pfedpokladat, ze b > 0 (pro b < 0 je dukaz
obdobny). Potom z pfedpokladu lim b, = b vyplyvd, Ze
Tno €NV > ng: by > b/2>0.

Chceme dokazat, ze lim $» — ¢ = 0.

n—oo " b

? 1 | Gn a| __ |apb—ab,| __ |ayb—abtab—ab, | __
Upravime proto rozdil |3= —§| = [“=5%| = | D | =

a,—a)b+a(b—b,
|{an=lbtalbbu)| < 2 (a,, — af b] + |al |b — ba]) .

Odtud a z konvergence a,, — a, b, — b vyplyva konver-

gence [ —¢| — 0.
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Piiklad 4.8

L (=DEn=2) 1-1)(2-2)  (1-0)2-0) _ 2 Cuviceni 4.4:  DokaZte, ze posloupnost /n je omezena
im ——%—~= lim - = =z, —_— ,
n—oo  Snitl n—oo  n2(3+%) (3+0) 3 a pron > 2 plati a, > a41.

- [ Zfejmé 1 < {/n. Omezenost
Vétad.7: (Veta © Sevrem) Necht pro posloupnosti {a"}’ shora, napt. {/n < 2, miizeme dokdzat pomoci matematické indukce
{bn}, {cn} plati 3ng e NVn e N:n >ny=a, <b, <g¢, (M< 2= nt1<2ml<onpon—onl),
& nhjrgl(} n = ,}Ln(}o o =a, potom1 ,}LI{}O by =a. Druhé vlastnost plyne z nerovnosti (Z) = W < n* a bi-

n n—2

nomické véty. (Pron > 2 plati: (n+1)" = Y (})n" " = > (H)n" "+
Diikaz: 7 pfedpokladi lim a, = lim ¢, = a vyplyva, ze k=0 k=0

n—o0 n—o0 (*+1)<(n—1)-nF - Fynn=p" = "W+ 1< Yn))
Ve>0
dng e NV eNin>ng=|ap,—al<e=a-c<a, a Cvicent 4.5: Dokaite, 7e pro a >0 je lim ¢/a=1.
I eNVneNin>n = o, —al<e=c,<a+e. n—o0
[Pro a > 1 vyuZijeme nerovnosti 1 < /a < {/n, proa < 1
Odtud dostaneme pro n > max{ng,n1}: a —e <a, <b, < nerovnosti 1 < \/f < un.]
¢, < a+e¢ neboli lim b, =a. ‘
n—0o0

Priklad 4.9: Pomoci véty o sevieni ukazeme, ze plati: Nyni predpokladame, Ze posloupnost {a,} je omezena a bu-

1. lim ,”—,'L =0, Jestlize plati deme zkoumat jeji chovani v co. Pro n € N polozime
S an — 00, by — 00 o, = inf{a,, a,1,a a f3, = sup{an, ap1,a
nebot 0 < % — IIL?L IrLL < % 0. a" lim %’ i 0. pak n { ny Un41; n+t2, - - } /8,1 p{ ny n41, Un425 - - }
n n—oo 'n —1)"
2. ’hm % =0 pro a>1. fikdme Ze posloupnost 1 6.} {(71)ﬁ} Napftiklad pro posloupnost a, = % dostaneme
e Vol ) N tak. 5o o > ¢ b, roste v nekoneénu " n — o I T Nt 1
olime 79 & s a ’azae IL: *ua’ pfnuofl pro mnohem rychleji ne# 1] 5 o m=-la=—ga=—g.. h=3h=0=1
n>ny 0<fr=13m S tar—0. osloupnost a, a pi- ? ° o . ) .y
o nb L2 m = gl m geme ai e bnf'u OOI.) T3S ° T Z definic posloupnosti a,, 3, vyplyvd «, < a, < B,, po-
3. nhj{}o w =0 pro a>1,keN. Tedy . sloupnost {a,} je neklesaji a posloupnost {3,} je nerostouci.
Polozime a =14 h, h > 0 a pouzijeme Inm << n o< o << {an} Z omezenosti posloupnosti {a,} zaroven plyne i omezenost po-
- . n ’ v 7 v
binomickou vétu, pak pron > k nl << nt. ! sloupnosti {a,} a {6,}. Tedy podle véty (4.4) maji obé po-
0< % — _ = nt sloupnosti limity a mé smysl nasledujici definice.
a (1+h) 1*”"‘*'“+(k$1)hk“+”'+h"
k o 1 . k] . 3
oo L. (171)}%(11);&),1“1 —0. Definice4.6: Nechf posloupnost {a,} je omezend, pak
(o ! " existuje limita lim o, = liminf a, , kterou nazyvame dolni
o logan .. . S 100 ] 2 2 et
4. ,}LHDIO W =0 pro a>1,keN. limita (limes inferior) poslounosti {a,} . Zaroven existuje
Substituci log,n = m dostaneme logan limita T}LH;O B, = limsup a,, , kterou nazyvame horni limita
. sz .y n—00
ami = Tahyw - Lvrzeni tedy vyplyva z pied- (limes superior) poslounosti {a,} .
choziho prikladu.
5. lim ¢/n=1. Pro zkraceni zapisu se pouzivd znaceni liminfa, = lima, a
n—oo n—oo
V prikladu 3 jsme ukazali, ze pro kazdé limsup a,, = lima,, .
h >0 je lim ﬁ =0. Odtud vyplyva =00
n—oo

dng e NVn e N: n>ng=n< (1+h)"

< Yn<ltho gnol. Priklad 4.10: Uvazujeme posloupnost {(—1)"}, potom

lim (-1)" = —1 a lim(-1)" = 1.
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Véta4d.8: Omezena posloupnost {a,} je konvergentni

pravé tehdy, kdyz liminfa, = limsup a, = (lim a,).
n—00 n—00 n—oo

Dikaz:

”=” Necht {a,} je konvergentni, potom

Jda€eRVe>03ny e NVn e Nin > ng = |a,—al <e¢.
Zaroven «, = inf{an, an41,...}.

Chceme dokéazat, Ze liminf a,, = a, neboli
n—oo

Ve >03dn eNVREN:n>n = |o, —al <e;.

7 definice infima vyplyva, ze k 5 existuje k > n ta-

kové, Ze an, <ap < an +F = oy —ap < 5.

Polozime € = %, pak pro & > n > ng plati:

lay, — al = o — ag + ar, — a] < |ay, —ag| + |a — ax] <

FHF=a = —a.

Podobné dokdzeme 3, — a, kde §,, = sup{a,, a, 11, ..}
7«<” Nyni liminfa, = lim o, = lim (3, = limsup a, = a.

n—00 n—00 n—00 n—00
Déle vime, ze «, < a,, < f3,,. Z véty o sevieni (4.7) pak
vyplyva, ze lim a, =a.
n—oo

Priklady na posloup-
nosti lze nalézt na
internetové adrese
http://trial. kma.zcu.cz/
Tdb/main.php?T0=2&
T1=0&T2=0&T3=0&
TOb=2&C=./4/

Problém sc¢itani neko-
netné mnoha klad-
nych cisel se objevil
napiiklad v Zénonové
paradoxu o Achilovi a
zelve.

Achiles zavodi se zel-
vou a da ji naskok. Po
1 hoding, kdy je zelva
v bodé P; vybéhne
z bodu Fy. Dobéhne
do bodu Pj, ale me-
zitim Zelva dojde do
bodu P,, Achiles bézi
do P, ale zelva do P3
a tak dale. Tedy Achi-
les zelvu nikdy nedo-
béhne.

Uvédomime-li si vak,
Ze na pohyb mezi
body Py a P, potie-
buje Achiles napriklad
desetkrat méné casu
nez zelva, pak lze uka-
zat, ze k dobéhnuti
zelvy Achiles potfe-
buje dobu
t=01+001+---=
0,1 = % hodiny.

0 PP
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5 Rady

Definice 5.1: Symbol

o0
Zan:al—&—az—i—ag—i—...

n=1

se nazyva (nekoneénda) fada odpovidajici posloupnosti
{a,}. Cisla a,, n € N se nazjvaji ¢leny fady. Soudet

Sp,=a1+as+ ...+ ay

o0
se nazyvéa Casteény soucet fady Y a,.
n=1
Jestlize posloupnost {s,} konverguje k ¢islu s € R, pak ¥i-
o0

kdme, ze fada Y a, je konvergentni a ma souéet s. Piseme
n=1

o0 o0
> a, =s. Rozdil s — s, = > a; nazyvame zbytek rfady
n=1 k=n-+1
prislusny clenu ay, .
Jestlize posloupnost {s,} diverguje, pak fikdme, Ze fada
o0

a, je divergentni.

n=1

Priklad 5.1: Geometricka fada ) a; - gt
n=1

1—q"

Céstecny soucet geometrické fady je s, = e

Ceni (1.4a)).
Pro |¢| <1 je soucet fady

(viz cvi-

ay
1—q

Pro |¢q| > 1 je geometrickd fada divergentni.

(fada konverguje) .

Poznamka 5.1: Protoze soucty konvergentnich fad jsou de-
finovany pomoci limit ¢asteénych soucti, plati pro né stejna
pravidla jako pro limity posloupnosti ve vété (4.6).

Priklad 5.2:

> By +4- (=3 = Y 3p + 34 (=3) 7" =
n=1 n=1 n=1
:3L+4.i:6_1:5.

1- 1

ol
ol

Aby soucet nekone¢né mnoha ¢isel byl koneény, tak na "konci
séitani” musi byt velmi mald ¢isla. Spravnost této tvahy doka-
zuje nasledujici véta.
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Vétab.1: (nutné podminka konvergence fady)

Jestlize Tada Z ap je konvergentni, pak hm a, =0.
n=1 o=

Diikaz: Pripomefime si, Ze konvergentni posloupnost {s,}
je podle véty (4.5) zrovenn fundamentélni. Neboli Ve > 0
dng e NVm,n e N:m>mng,n>ng= [, —su| <e.
Konkrétné pro m = n + 1 dostaneme |a,1| < £ a odtud
a, — 0.

Priklad 5.8: (harmonickd fada)

Podminka lim a, = 0 vSak neni postacujici pro konvergenci

n—oo

rady.

00
Napiiklad harmonickd Fada % spliiuje nutnou pod-
n=1
minku lim % =0, ale jeji soucet diverguje k 400
n—oo 'Y
oo 1 1,1 1 1,1 1
=

1+3+G+D+GE+s+i+)+- 2>

5.1 Kritéria konvergence

Déle budeme uvazovat fady s kladnymi ¢leny (a, > 0).

Véta5.2: Rada Z a, s kladnymi ¢leny je konvergentni

pravé tehdy, kdyz jeji posloupnost Castednych souctt {s,} je
omezena.

Ditkaz: Plati sp41 — sp = ans1 > 0= {s,} je rostouci. Z4-
roveil podle pfedpoladu je posloupnost {s,} omezend, tedy
o0
podle véty (4.4) 3s € R: lim s, = s atfada > a, je kon-
n—oo

n=1
vergentni.

Priklad 5.4: Rozhodnéte o konvergenci fady E 3,7

n=1

Pro castecny soucet této fady plati s, = 1 + E 4+ 4+
<llqp oy h=ilm

3"+1
00

Posloupnost {s,} je tedy omezena a fada Z 3,, 7 je podle
=1

predchozi véty konvergentni.

Harmonickd fada di-
verguje k oo velice po-
malu. Se¢teme-li prvni
milion ¢lent dosta-
neme soucet asi 14,35,
soucet prvniho bilionu
¢lent je priblizné 28.

Rikéme, 7e konverguje-
li majoranta, pak kon-
verguje i minoranta
a obracené, diverguje-
li  minoranta, pak
diverguje i majoranta.
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Vétab.3: (srovnavaci kritérium)

Necht Ing € NVn € N,n > nyg: 0 < b, < a,, potom
Jesthze

i) Zan konverguje, pak Zb konverguje,

n= 1

ii) an diverguje, pak Zan diverguje.
n=1 n=1

[o¢] o0 o0
Rada Y a, se nazjvd majoranta fady > b,. Rada > b,
n=1 n=1 n=1

o0
se nazyva minoranta fady > a,.

n=1
o0
Diikaz: 1) Oznalime s,(a) ¢astefné soucty fady > ay,
n=np+1

o0
sn(b) Castecné soucty fady >, b, .Z predpokladu b, < a,
n=np+1

plyne s,(b) < s,(a) < Z a, = a € R. Posloupnost s,(b)
je tedy omezena a podle predchom véty (5.2) i konvergentni.

7 rovnosti Z b, = Z b, + Z b, vyplyva i konvergence
n=1 n=1 n=ngp+1

o0
fady > by,.

n=1
Bod ii) véty je ekvivalentni bodu i), jednd se o obménu im-
plikace.

2
2n—1

~
Priklad 5.5: Pro ¢leny fady > T{l plati > %
n=1

o0
a vime, Ze harmonicka fada (minoranta) Y. 1 diverguje,
N =1
tedy i (majoranta) fada % diverguje.
n=1
Disledkem véty (5.3) je nasledujici véta.
Véta5.4: (limitni srovnévaci kritérium)

Necht VneN:a,>0,0,>0 a JceR, ¢>0 takové,

Qp,
7ze lim — = ¢, potom
n—00 b

i) Z a, konverguje < Z b, konverguje.

n= 1 n

ii) Z a, diverguje < Z b, diverguje.
n=1 n=1
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Diikaz: 7 ptedpokladu lim §* = c vyplyva, ze Ve > 03nyg
n—oo ’n

Vnin>ng= [ —c <ee (c—e)by <a, <(c+e)b,.

Zvolime ¢ tak, aby ¢ —¢ > 0. Pak podle véty (5.3) plyne z

konvergence rady Z b, konvergence rady Z a, a naopak.

n=1 n=1
Priklad 5.6: Rozhodnéte o kovergen(n fady Z 5 +( G
n=
Tedy a, = m . Volime b, =
T

= lim (21 = =2 > 0. ProtoZe ge-

n—oo 1+-%57

Pak plati lim =%

n—od 2

oo
ometrickd fada % s kvocientem ¢ = % < 1 konverguje,
n=1

o0
tak konverguje podle véty (5.4) i fada > ﬁ
n=1

Poznamka 5.2: Zatim umime rozhodnout o konvergenci
o0

fady Y. a, pouze pomoci jejtho srovnani s geometrickou
n=1

o0
fadou > ¢" s ¢ < 1. Z podobného chovani obou fad vy-
n=1
plyvaji pfiblizné rovnosti
nasledujici kritéria.
Vétab5.5: (Obecné d’Alembertovo (podilové), obecné Cau-
chyovo (odmocninové) kritérium)

An+1
Qn,

= ¢ nebo a, = ¢" a odtud

o0

Necht > a, je fada s kladnymi ¢leny. Jestlize 3¢ < 1 a
n=1

dng € N takové, ze Vn € N, n > ng plati

o0
1)% < ¢ < 1 nebo {/a, < g < 1, pak fada zjlan
n=
konverguje,

o0
ii) “a’—“ > 1 nebo /a, > 1, pak fada Y a, diverguje.
" n=1

Dikaz: i) Z predpokladu (LZ—ZI < qg < lpron > n

plyne Apo+2 S qQng4+1 5" 5 Ang+k < qkilan0+l7k € N. Z

predpokladu q < 1 plyne konvergence geometmcke fady

Z q" “la,,+1 a odtud i konvergence minoranty Z a, . Po-
n=1

dobne Wa, < q= a, < q"aproq < 1konverguje majoranta

o0 o0
> q" , tedy konverguje i fada Y a,, .
=1

n=1

O 7chovani posloup-
nosti” v nekonecnu
rozhoduje jeji ”"nej-
rychleji rostouci
slozka”. Pro velké n
je (—1)" zanedbatelé
vzhledem k 2" proto
ﬁ porovnavame

1
S -

Francouzsky mate-
matik a fyzik Jean
Le Rond d’Alembert
(1717-1783) se v ma-
tematice  predevsim
vénoval parcidlnim
diferencidlnim rovni-
cim, napfiklad nalezl
(za jistych podminek)
obecné feSeni pro
rovnici chvéni struny.

Pokud fada obsahuje
n! je vhodné pouzit
podilové  kritérium,
pro fadu obsahujici
n-tou  mocninu je
vhodné odmocninové
kritérium, fady s
”polynomy” nelze
pomoci téchto kritérii
vySetfovat.
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i) V opatném piipadé, pokud ap,+r > Gpy+1 > 0 nebo
o0
a, > 1, pak fada Y a, zfejmé nespliiuje nutnou podminku

n=1
konvergence (a, — 0) a diverguje.

Diisledkem obecnych kritérii jsou opét kritéria limitni.

Véta5.6: (limitni d’Alembertovo, Cauchyovo kritérium)

o0
Necht Y a, je fada s kladnymi cleny. Jestlize

n=1
i) lim “= < 1 nebo lim y/a, < 1, pak dand fada kon-
n—00 n—od
ve]rgUJe7

i) lim 22 > 1 nebo lim {/a, > 1, pak dané fada diver-

n—00 an n—0o0
guje,
ili) lim “£ = 1 a zdroveni lim {/a, = 1, pak neumime

n—oo % n—oo

podle téchto kritérii rozhodnout o kovergenci rfady.

00
n+1

n!
n=1

Priklad 5.7: 1) Rozhodnéte o konvergenci fady

Pouzijeme limitni podilové kritérium

lim %+ — lim G = lim 2%, =0<1.
n—oo 9n noo S nSeo (D)
o0

Odtud vyplyvd, ze fada =

n=1

konverguje.

o0
2) Rozhodnéte o konvergenci fady 3 2 (%)n
n=1

Nyni pouzijeme odmocninové kritérium
V3 2n+1 2 1.

2n,+1) lim 2

. _ a/3
lim a, = n (37172 nooo Vn3n—2 73

n—oo

Tedy fada 32 = (2"“) konverguje.

3n
n=1

NgEs

3) Rozhodnéte o konvergenci fady Y 2.

n=1

Pomoci limitniho odmocninové kritéria lim %2
n—oo VN

1
T P , 2 . n+1)2 2
limitniho podilového kritéria lim 5~ = —— T = 1
n—oo  nZ n?(1+2+-5)

5
nelze rozhodnout o chovani této rady.

=1, ani
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o0
Cuicent 5.1: Uvazujeme harmonickou fadu ) % .
n=1
1
Pak plati % = 2t = 5 < 1, tedy podle obecného

podilového kritéria dana fada konverguje. Diive jsme vsak
dokézali, ze harmonicka fada diverguje. Kde je chyba?
[Pfedpoklad podilového kritéria a:—“ < ¢ < 1 neni splnén! |

Priklad 5.8:  (Vztah podilového a odmocninového krité-
ria)
0
Rozhodnéte o konvergenci fady Y ﬁ pomoci po-
n=1
dilového i odmocninového kritéria.
Podilové kritérium:

G __BH(-1)M)"

an B (D) t)ntt = 4n

&+ <1 nje liché,
s > 1 1 je sudé.

Odmocninové kritérium:

Va, = W < 1 pro vSechna n € N.

Zavér: Pomoci podilového kritéria nelze rozhodnout, ale
podle odmocninového kritéria uveden4 fada konverguje. Ri-
kéme, 7e odmocninové kritérium je ”obecnéjsi (silnéjsi)”
nez podilové kritérium.

Cvicent 5.2: Dokazte néasledujici tvrzeni:

o0

Jestlize fada Y a, konverguje podle podilového kritéria,
n=1

pak konverguje i podle odmocninového kritéria.

[Vi>ng: 22 < g = app40 < ¢ Qngr1 = Angrk < ¢ pgar (n =

an

no+ k) = Ya, < /@0 Wage = Yan < g/ a0 ang <
G<1 (/g™ anr —1).]

Na nésledujicim prikladu si ukazeme, ze se daji secist i fady,

které nejsou geometrické.

o0
Priklad 5.9: Najdéte soudet fady > ﬁ
n=1

vas 1 _ 1 1 vz “ o
PouZijeme rovnost T = n g1 @ Pro Castecny soucet
‘o F 11,1 1 e 1_ 1
této fady dostaneme s, =1—35+35— 35+ +5— g
o0
Odtud lim s, =1 a —L_—1.
n—oo Z n(n+1)

n=

40
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Pozndmka5.3: 1) Rozlozeni zlomku na soudet vice zlomki
se nazyva rozklad na parcialni zlomky.
V predchozim piikladé hleddme konstanty A, B takové, aby

) 1 A B An+1)+Bn
platilo =— =

nn+1) n n+l n(n+1)

Citatel prvniho a posledniho zlomku se musi rovnat, tedy
1=A(n+1)+Bn=(A+B)n+ A
=A=1NA+B=0=B=-1.
Odtud —-L =14 -1

n(n+1) n n+l°

2) Uvedeny rozklad algebraicky upravime do tvaru

m:(nfl)ﬁfnﬁ,n> lpoloiime k‘:nfl
1

a ak:m

Obecné piseme 0 < ap.1 = kay — (k+ V)ag1, k € N.

Vidime, ze posloupnost {kax} je klesajici a zdola omezen,
tedy podle véty (4.4) konvergentni, necht kay — a.

n

Zéaroven plati s, = > ka, — (k+ 1)agy1 = a3 — 2as + 2a9 —
=1

3ag + -+ +na, — (n+ a1 — a1 — a. Odtud vyplyva,

7e konverguje i (minoranta) fada Y. a, a zéroveil pro jeji
n=1

o0
soudet plati > a, < a1 —a.

n=1
Tento postup lze zopakovat i v pripadé, kdy existuje 6 > 0
takové, ze 0 < day1 < na, — (n+ 1)ag, .

o0
Rada Y’ a, pak konverguje, protoZze mé konvergentni majo-
n=1

o0

rantu % > na, — (n+1)a,,1 . Tato Gvaha vede k nasledujici
n=1

véte.

Vétab5.7: (Raabeovo kritérium)
Necht a, >0 a 36 >03dnyeNVne N, n > ng:

i) n(->~—1)>1+J, potom fada > a, konverguje,

An+1 -
n=1

ii) n(:*=~—1) <1, potomfada ) a, diverguje.

Gn+1
n=1
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Dikaz:
i) Upravime pfedpoklad n(ﬁ+1 —1) > 146 do tvaru

(an — ans1) > A1 (1 +6) = dany1 < nay — (n+ Dapy: .

o0
Konvergence fady Y. a, tedy plyne z pfedchozi pozndmky.
n=1
ii) Opét upravime predpoklad n (aaﬁ -1)<1=>
n (an - a71+1) < apy1 > na, < (TL + 1) Ap+1 -
Indukei dostaneme (ng + 1) angr1 < (no +2) apgez < -+ <
(” + 1) An+1 = Ap+1 > %H (TLO + 1) QAno+1

a z divergence harmonické fady (zde minoranty) plyne i di-

o0
vergence fady Y. a,.
n=1

Raabeovo kritérium mé také svou limitni podobu.

Vétab5.8: (limitni Raabeovo kritérium)
Necht a, >0 a

00
i) nh_)rgc n(a”:1 —1)>1, potom fada 2:1(1,,, konverguje,
n=

-
ii) lim n(:*-—1) <1, potom fada > a, diverguje.

An+1
n—o0 ":1

Dilezitym dusledkem Raabeova kritéria je nasledujici véta.

Vétas.9:
Rada > nl—ﬂ konverguje pro a > 1, diverguje pro a < 1.

n=1

Diikaz:
i) K dikazu pouzijeme limitni Raabeovo kritérium.

limn( ? 71>=limn<(":7i)afl)=

n—00 D n—00
. 141)" 1 . am(+4)_1 In(14+L
lim () -1 "1) = lim “——<= 1 n(143) T ) =«.
n—00 n n—00 ln(1+;) n
—1

—Q

o0

Podle véty (5.9) fada Y n%, konverguje pro « > 1 a diverguje
n=1

pro a < 1. Pro a« = 1 dostaneme harmonickou fadu, o které

jiz vime, Ze diverguje.

o

Sg

S4 =S« S3 S1=a1

+az
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5.2 Absolutné konvergentni a alternujici fady

Definice 5.2: Necht ay,as, ... je posloupnost kladnych &i-

o0

sel. Rada > (=1)""a, = a1 — ay + a3 — a4 + ... se nazyva
n=1

alternujici fada.

Véta5.10: (Leibnizovo kritérium)
o0

Jestlize pro alternujici fadu Y (—1)"*!a,, plati
n=1

i) lim a, =0 (nutnd podminka konvergence) a

n—oo

ii) AngVn € N: n >ng = a, > a,41 (nerostouci od ng) ,

o0
pak alternujici fada Y (—1)"*'a, konverguje.
n=1

Diikaz: Bez tjmy na obecnosti budeme pfedpokladat, ze
v predpokladu ii) je ng = 1 (o konvergenci ¢ divergenci
fady nerozhoduje kone¢ny pocet ¢lentt). Oznacime s, n—ty
¢astecny soucet fady, potom plati

0 < (a1 — ag) + (a3 — ag) + -~ + (a2n—1 — a2,) = 52, <
32n+a2n+1 = Sop4+1 = al_(a2_a3)_ e _(a2n+l_a2n) < ay .
Odtud vyplyva, ze posloupnosti ss,, So,11 jsou omezené.
Déle posloupnost sy, je rostouci, posloupnost so,1 je kle-
sajici, tedy podle véty (4.4) obé& posloupnosti jsou kon-
vergentni. Z rovnosti Sy, + @911 = Son+1 a predpokladu
lim a, = 0 vyplyva, ze existuje s € R takové, ze rllgglo Sp =8

n—oo
(5 < 520 + Qg1 = Sopg1 — 5).

Cvicent 5.3: Dokazte, ze pro alternujici fadu plati odhad
|s— 85| < api1. (Jsme tedy schopni odhadnout chybu, které
se dopustime, kdyz soucet s alternujici fady nahradime ¢as-
tenym souctem s, .)

[Z predchoziho diikazu
je ziejmé, ze sy, < 5 < Song1 = |5 — Son| <[ Song1 — Son| = aongr-

Podobné sg,192 < 5 < Sani1 = |5 — Sonta| < [Sont2 — Son1| = Gonsa -]

Priklad 5.10: Podle Leibnizova kritéria (5.10) fada

o0

Z:l(fl)”“% konverguje. Pferovnanim jejich ¢lent, vsak
"=

miizeme dostat jiny soucet (dokonce libovolny).
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i) Pro soudet s nasi rady plati
s=1-(-h_@d_h_
ii) Pferovname uvedenou fadu do tvaru
§= (1+%_%)+(%+%_%)+' : '+(4n173+417,171_%)+' e

a ukazeme, ze soucet zlomki v zavorkach je vzdy kladny.
. 1 1 1\ _ (4n—1)2n+(4n—3)2n—(4n—3)(4n—1) __

Plati (4n73+4n71 _ﬂ) - (4n—3)(4n—1)2n -
8n—3 >0

(4n—3)(4n—1)2n '

Tedy §>(1+5-3) =2>s.

5_ L1
<% -

Nyni zavedeme fady, u kterych se prerovnanim ¢lend soucet
nezmeéni.

Definice 5.3: Rekneme, 7e fada Y a, konverguje abso-
n=1

o0
lutné, jestlize konverguje fada > |a,] .

n=1

Priklad 5.11: Rada 2(—1)"“% konverguje, aviak abso-
lutné diverguje (harmonické fada).

Vztah absolutni konvergence a (neabsolutni) konvergence fady
popisuje nasledujici véta.

Véta5.11: Jestlize fada Y a, konverguje absolutné, pak

n=1

konverguje.

Dikaz: Oznacime s, = a1 +az+- -+ ay, Sy = |a1| + |az| +

o0
-+ + |ay|. Protoze fada _ |a,| konverguje, je posloupnost
n=

1
{S,} podle véty (4.5) fundamentalni. Z nerovnosti |s,;, —
5n| = |an+l+an+2+' : '+an+p‘ < ‘an+1|+|an+2‘+' : '+|an+p| <
|Sn4p — Sl plyne, Ze i posloupnost {s,} je fundamentalni,
00

tedy konvergentni a fada Y a, konverguje.
n=1

Priklad 5.12: Rozhodneme o chovani fady Z (=1)ntt Zg’% .

1

Z nerovnosti |z‘2“+’§| < n% , konvergence majoranty n% a srov-

- 41 si

n smn
Zl(*l) T
n—
konverguje absolutné, tedy konverguje (neabsolutné).

névaciho kritéria (5.3) vyplyva, ze fada

Piiklady na fady lze

nalézt na internetové

adrese

http://trial. kma.zcu.cz/
Tdb/main.php?T0=2&
T1=0&T2=0&T3=0&

TOb=2&C=./4/

50

s(t)=v-t+ s

Tabulka hodnot

x | f(x)
115
3| 4
4| 8
Pojem  funkce po-

prvé zavedl némecky
matematik Gottfried
Wilhelm Leibniz
(1646-1716) v praci z
roku 1673.
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6 Funkce

Definice 6.1: Zobrazeni f z mnoziny R do R se nazyva
realna funkce realné proménné.

Mnozina vSech bodu [z, f(z)] v kartézském soufadném sys-
tému se nazyva graf funkce f.

Priklad 6.1: Popiseme vzdalenost, kterou ujede auto po-
hybujici se konstantni rychlosti v. Oznacime sy vzdalenost,
kterou auto ujelo do pod¢atku méfeni a s(t) vzdalenost uje-
tou v case t. Funkce s:t — s(t), potom spliiuje rovnost
s(t)=v-t+ s

Pozndmka 6.1: Pokud je funkce zadédna pomoci matema-
tické formule, napf. f(x) = —%5, pak definiénim oborem D(f)
funkce f je mnozina vSech realnych éisel, pro kterd mé dana
formule smysl, v naem piikladé D(f) = R\{2}.

Funkce mtze byt také zadana grafem nebo tabulkou hodnot.

Definice 6.2: Funkce g: D(g) — R se nazyva restrikce
funkce f: D(f) — R, jestlize D(g) C D(f) a Yz € D(g):
g9(x) = f(z).

Funkce f, g se rovnaji, jestlize D(g) = D(f) a Vz € D(g):
g9(x) = f(z).

(algebraické operace s funkcemi) Necht D(g) = D(f), po-
tom pomoci nasledujicich predpist definujeme

soucet funkci f+g: 2 — f(z)+ g(x),
rozdil funkci f—g: 2z — f(z)—g(z),
soufin funkci f-g: 2 — f(z)-g(x),
podil funkci %: x — %7 g(x) £0,

nasobek funkce af:z — af(z), a €R.

Cviceni 6.1: Rozhodnéte o rovnosti funkci f(z) = 2lnz
a g(z)=In 22, [Funkce
f ma definiéni obor D(f) = (0, 00), kdezto funkce g = Inz? = 2In |z
mé definiéni obor D(g) = R\ {0} . Funkce f se tedy nerovna funkci g,

je pouze jeji restrikef na intervalu (0, 00) . ]
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Definice 6.3: Rekneme, Ze funkce f je
licha, jestlize Yz € D(f): f(—z) = —f(z),
suda, jestlize Vz € D(f): f(—x) = f(z),

periodicka, jestlize 3T > 0VzeD(f): f(z+T)=f(z)=
f(x=T), nejmensi takové T se nazyvé zakladni perioda,

shora omezena na mnoziné I, jestlize
JK eRVzel: f(x) <K,
zdola omezena na mnoziné I, jestlize
dLeRVzel: f(z) > L,
omezena na mnoziné I, jestlize je shora i zdola omezena,
neklesajici na mnoziné I, jestlize
Vay,ze €1: 21 < zo= f(x1) < f(z2),
nerostouci na mnozing I, jestlize
VYV, €1: 11 <9 = fay) > f(x2),
monoténni na mnozing I, jestlize
je neklesajici nebo nerostouci na mnoziné I,
rostouci na mnoziné I, jestlize
Vay, e €1 21 < xo= fa1) < f(22),
klesajici na mnozinég I, jestlize
Vay, e €1: 11 < x9= f(a1) > fag),
ostfe monoténni na mnoziné I, jestlize
je rostouci nebo klesajici na mnoziné I,
konvexni na mnoziné I, jestlize V¢ € (0,1) V1,29 € I:
fltzr+ (1 —t)ze) < tf(zr) + (1 1) f(z2),
ostfe konvexni na I, jestlize Vt e (0,1) Vay # a9 € I:
[tz + (L= t)xe) < tf(x1) + (1 —¢)f(22),
konkavni na mnoziné I, jestlize V¢ € (0,1) Vay, a9 € I:
fltxr+ (1= t)x2) > tf(z1) + (1 — 1) f(22),
ostfe konkavni na I, jestlize Vt € (0,1) Va3 # 29 € I:
fltzr+ (1 —t)xg) > tf(z1) + (1 — 1) f(z2).

Piiklady
y=ux,y =cotgr
y=a% y=cosx
y=sinz, y =tge

y=—22na R

y =% na (1,00)

y:ﬁ na R
y=2naR

1

y =3 ma (0,00)

y=Inz na (0,00)

y=e " na R

konvexni

Pozndmka 6.2:
Graf liché funkce je symetricky podle pocatku.
Graf sudé funkce je symetricky podle osy y.

Funkce je ostie konvexni, jestlize jeji graf lezi pod libovolnou

seCnou grafu (tsecka spojujici dva body grafu).

Funkce je ostie konkavni, jestlize jeji graf lezi nad libovolnou

secnou grafu.

ostfe konkévni

sinhx

Prihyb lana mezi
dvéma stozary (tzv.
fetézovka) lze popsat
pomoci funkce cosh x.

sinx licha

cosx suda

sinx - cosx licha

Pojmy konvexni a
konkévni kiivka se
poprvé objevily v
roce 1571 v praci "A
Geometricall Practise
named Pantometria”,
jejiz autorem byl
anglicky matema-
tik Thomas Digges
(1546-1595).
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Priklad 6.5

Cuicent 6.5:
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Priklad 6.2: Hyperbolické funkce

X —X

e
1. Funkce sinhx = je licha a rostouci na R.

e +e ™ | , . ,

2. Funkce coshx = —g je suda a ostie konvexni
na R.

Cuiceni 6.2: Dokaite, Ze plati: cosh’z — sinh®z = 1,

cosh? z + sinh? = cosh 2z, 2sinh z coshz = sinh 2z .

2042428 28242 =1
4 4 -

= cosh 2z .]

[cosh®z — sinh® z =

2040 o2 4 e20_9pe=22 20420
4 4 -

cosh?z — sinh?z = o3

Cviceni 6.3: Dokazte:

a) Soudin lichych funkei je funkce suda.

b) Soudin liché a sudé funkce je funkce liché.
¢) Soucin a soucet T-periodickych funkei je opét funkce
T-periodicka.
[a) f(=2)g(—2) = —f(2)(—g(z)) = f(z)g(z); b) f(-2)g(—2) =
—f(@)g(x);¢) fx+T)+glx+T) = f(x)+ g(z), v pfipadé soucinu
se muze zakladn{ perioda zmensit: 2sinz cosz = sin2x, pak T = 7.

Cvicent 6.4: Ovéite, zda existuje funkce f: R — R:

a) sud4 a zdroven prostd; b) sudd a monoténni; c¢) suda
a lich4; d) periodick4 a monoténni; e) periodickd a ostie
monoténni; f) ostfe konvexni a ostfe monoténni?

[a)ne;b)y=c,ceR;c)y=0;d)y=c, ceR;e)ne;f) y=ec"]

Funkce y = 2?2 je ostfe konvexni na R.
Tvrzeni plyne z nasledujicich nerovnosti

(t.?}l + (1 — t)$2)2 < t(.Tl)Z + (1 — t)(1’2)2 =

223 + 2¢(1 — t)wyza + (1 — 1)%23 < t(z1)? + (1 — t)(22)?
2t(1 — t)apry < t(x1)?(1 — ) + (1 — ) (m2)%(1 — (1 — 1))
20119 < (.’L’1)2 + (20)? & 0 < (21 — 1‘2)2 (z1 # xq) .

Pro t € (0,1), 1,29 € R nakreslete graf
funkce y(twy + (1 —t)xa) = tf(z1) + (1 — ¢) f(z2) .

[Grafem je tsecka spojujici
body [z1, f(z1)] a [z2, f(x2)]. Polozime 7 = tx1 + (1 — ¢)x2, potom
y(7) = 22 (f(21) = fw2)) + f(wn) = Tl p g JodCoal bl )

T1—x2 x1—T2

=
=
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Definice 6.4:  (Inverzni funkce) 6.1 Limity funkci

Jestlize k zobrazeni f z R do R existuje inverzni zobrazeni

f~1, pak se nazyva inverzni funkce k funkci f (a naopak).

Priklad 6.4: PFi popisu rovnhomérného pohybu auta v pii-
kladu (6.1) jsme dostali funkci s(t) = v - ¢ + sp. Pokud
chceme zjistit ¢as t; potiebny k ujeti vzdéalenosti s, pak
dostaneme t; = 2= Inverzni funkce s~! k funkci s ma
tedy tvar t(s) = =2,
Poznamka 6.3:

a) Podle véty (2.1) inverzni funkce existuje pravé tehdy,
kdy# ptivodni funkce je prosta. K funkci f:y = 22
s defini¢nim oborem D(f) = R inverzni funkce neexis-
tuje! Omezime-li se v8ak na interval (0, 00), neboli pro-
vedeme restrikci funkce f, pak k danému y najdeme x
pfedpisem = = ,/y. Pro zakresleni do stejného kartéz-
ského systému zaménime proménné x < y a inverzni
funkce ma pak tvar f~':y=./z.

b) Pro defini¢ni obor D(f) a obor hodnot inverzni funkce
H(f~') plati D(f) = H(f') anaopak H(f) = D(f™).

¢) Graf inverzni funkce f~! je symetricky s grafem ptivodni
funkce f podle pfimky y = x (osy prvniho a tfetiho
kvadrantu).

Cvicent 6.6:  Dokazte: Jestlize funkce f je klesajici na
intervalu I, pak funkce f je na I prosta a inverzni funkce
71 je také klesajici.

[Oznadime y; = f(z1), y2 = f(z2). Potom
T < Ty = y1 < Yo = 1 # Yo = funkce f je prostd. Tedy existuje
fra f7Hy) = z1, F7 (y2) = @2. Necht y1 < yo, pokud by z1 > s,
pak y1 > ya (f je klesajici), to je spor s predpokladem y; < ya. Tedy
F7H ) =2 <2 = ' (y2) a f7 je Klesajici. |

Cviceni 6.7: K funkci y = 22 — 22 — 3 najdéte inverzni
funkci na mnoziné, na které je funkce y klesajici.
ly=2?—22—3 = (v—1)>—4 = funkce y je klesajici pro = € (—o0, 1)
a inverzn{ funkce mé tvar y = 1 — /z + 4 pro z € (—4, 00).]

Funkce prifadi pro-
ménné x proménnou
y, inverzni funkce pro-
vede opacnou operaci,
proménné y priradi
proménnou .

Y

Némecky matematik
Heinrich Eduard He-
ine (1821-1881).

je zndm svymi pra-
cemi v matematické
analyze. Mimo jiné
definoval pojem
stejnomérné spojitosti
funkce.

Definice 6.5: (Heineova definice limity)
Necht f: D — R a x je hromadny bod mnoziny D. Jestlize

pak fikame, Ze funkce f ma v bodé zy limitu a a piSeme

Jestlize x,, > xy, pak a se nazyva limita zprava funkce f
v bodé zy a piSeme a = lim+ f(x) = f(zo+).

xT—x)
Jestlize z, < xo, pak a se nazyva limita zleva funkce f
v bodé zy a piSeme a = lim f(z)= f(zo—).

T—ro—

Ja € RV{z,} C D, z, # 20, T, — 29 = f(za) — a,

lim f(z)=a.

r—To

Pozndmka 6.4: V uvedené definici lze uvazovat i x,, — +oo.

Pokud f(x,) — +oo, pak fikdme, %e funkce f diverguje

k +oo.

Cvicent 6.8: Dokazte tvrzeni
lim f(z)=a & lim f(z)=a A lim f(z)=a.
T—T0 T—To+ T—w0—

[Implikace ”="
je zfejma. Pii diikazu obrdacené implikace rozdélime posloupnost {z,}
konvergujici k bodu zy na dvé ¢ésti {z,} = {y,} U{ 2.}, kde y, < o,

Zp > %o a vyuZijeme existence jednostrannych limit. |

Definice 6.6: (Cauchyova definice limity)
Necht f: D — R a zj je hromadny bod mnoziny D. Jestlize

Ja €RVe > 036 >0Va €D: 0<|z—x0| <0 = |f(z)—a|<e,

pak fikdme, Ze funkce f ma v bodé z( limitu a.

Cvicent 6.9: Dokazte, ze Heineova a Cauchyova definice
limity jsou ekvivalentni.

[Nejdiive dokdzeme implikaci ”"Heine = Cauchy”.
Pro spor predpokladéame, Ze tvrzeni z definice (6.6) neplati, tedy
VaeR3Ie>0Vd>03z e D: 0< |z —zo| <IN|f(x)—a|l >¢.
Volime § =1 a VneNIz,: 0 < |z, — 20| < 2 A[f(zn) —a > e
Odtud vyplyva, ze z, # xo, xn — o A f(x,) # a, coz je spor s
definici (6.5).
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Obréacené ” Cauchy = Heine”.

Dikaz povedeme ptfimo. Jestlize x,, # x¢, x, — o, pak Ing tak, ze
Vn > ng,n € Nje0 < |z, — x| < d az definice (6.5) vyplyva, ze
Ve >0 je |f(zn) —a| <e, tedy f(2,) — a, coZ jsme méli dokazat. |

Definice 6.7: (spojitost v bodé)
Jestlize lim f(x) = f(xo), pak fikdme, Ze funkce f je spo-
T—T0

jita v bodé xg.

Jestlize lirn+ f(x) = f(zo), pak fikdme, Ze funkce f je spo-
T—To

jita zprava v bodé xq .

Jestlize lim f(z) = f(xo), pak fkdme, Ze funkce f je spo-
T—x0—

jita zleva v bodé xq .

Poznamka 6.5
1. Z cvi€eni (6.8) plyne, Ze funkce f je spojitd v bodé zg

pravé tehdy, kdyz je v bodé x spojitd zprava i zleva.

2. Z definice okoli bodu U(xg) = {z € R: |z — zo|<e}
vyplyva, ze Cauchyovskd definice spojitosti funkce f
v bodé 1z je ekvivalentni nasledujici topologické de-
finici:

VU(f(x0)) 3Us(20) : f(Us(xo) N D(f)) C U(f(20)) -

Véta6.1: (lokalni chovani spojité funkce)
i) (lokélni omezenost spojité funkce)
Necht je funkce f spojitd v bodé xy, potom existuje
okoli U(zg) takové, Ze funkce f je omezend na U(xy) .
ii) (zachovani znaménka spojité funkce)

Necht navic je f(zg) # 0, potom existuje okoli Ui (zp)
takové, ze Vx € Up(xo): sgn f(x) = sgn f(xzo).

Dikaz:

i) Ze spojitosti funkce f v bodé xy vyplyva, ze k danému
e > 0 existuje U(xg) takové, ze VY € U(xg): f(xg) —e <
f(x) < f(xg) + &. Funkee f je tedy omezend na U(xg).

ii) Nechf f(zg) > 0 (pro f(xzg) < 0 je diikaz podobny),
potom volime e tak, aby 0 < f(zo) —e <f (x), tedy
sgn f(x) = sgn f(zo) -

odstranitelna nespojitost

|

Zo

nespojitost 1.druhu

\

Zo
el nespojitost 2.druhu
spojita funkce \\ _/
_/ P

spojitost zprava v zg

/0

Zo

spojitost zleva v xg

P g

Zo

Pro tzv. znaménkovou
funkei sgn(z) plati

1 >0
sgn(m)={ 0 =0
-1 <0
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Definice 6.8: (body nespojitosti)
Necht f: D — R a P(xy) C D. Jestlize funkce f neni spo-
jitda v bodé xq, pak fikdme, Ze bod xy je bodem nespojitosti
funkce f. Pokud navic
1. f(zo+) = f(xo—), pak zp je bodem odstranitelné
nespojitosti.

2. f(zo+) # f(xo—), pak zo je bodem neodstranitelné
nespojitosti 1.druhu.
Cislo f(zo+) — f(v0—) se nazyva skok funkce f.

3. alespon jedna z limit f(zo+), f(zo—) neexistuje nebo je

nevlastni (tj. £00), pak zp je bodem neodstranitelné
nespojitosti 2.druhu.

Z Heineho definice limity a algebry limit posloupnosti (véta
(4.5)) vyplyvaji nasledujici vztahy.

Véta6.2: (algebra limit funkci)
Necht lim f(z) =a, lim g(x) =b, a,b€ R, pak plati:
T—x)

T—Tg

i) lim (f(z) £ g(z)) =a+£b,

T—T0

i) Tim (f(z) - 9(2)) =0 b,
T—T)

sy f@) e

iii) JLIBOM—E b#0.

Pozndmka 6.6: Pokud v predchozi vété (6.2) je a = f(xo)
a b = g(xg), pak dostaneme ”algebru spojitych funkei”.
Neboli soucet, rozdil, souéin a podil (g(zo) # 0) spojitych
funkci je opét spojita funkce.

Priklad 6.5:

1. Dokazte, ze liH% sz =3.
xr— ©
Necht {z,} je libovolna posloupnost s lim x, = 2, pak
« . . . 2242 z}ilgz Tn z%illlojzﬁa
podle véty (6.2) je 901111127” ot o3

Tn—2
Obecné pro racionalni lomenou funkci % (tj. po-

dil dvou polynomt P(x),Q(x)) plati

. P) _ Pla)
,}Eﬁ) Q)
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2. Vypocitejte limitu hrri\/gf
Necht z,, — 4, potom dAngVn > ng: z, > 0 azrovnosti
Tn—4=(/Tn— \/ZI)(. [T+ \/1) (tzv. ndsobeni sdruze-
nym vyrazem) vyplyva \/z, — V4. Tedy lin}1 VT =2.
Obecné pouzijeme rovnost (v — o) = (Vz — /Zo)-
(V) (o) S+ (y/m)* ™). Odeud vy-
plyva | lim {/z = {/rg|, pokud maji dané vyrazy smysl

T—To

(napf. pro n = 2, z9 = 0 uvazujeme pouze x — 0+).

Analogii véty o sevieni (4.7) pro posloupnosti je nésledujici véta.

Véta6.3: (véta o sevieni pro funkce)
Nechf lim f(z) = a, lim g(z) = a a 3U(zg)Vz € U(x):
T—x) T—T)

f(z) < h(z) < g(x), potom také lim h(r) =a.

Piiklad 6.6:
1. Z obrézku vyplyvé, ze pro |z| <  plati |sinz| < |z| a

z véty o sevieni dostaneme |limsinx = 0|. Z rovnosti

T—

m

cos’z + sinz = 1 a podminky cosz > 0 (|z| < )

x—0

2. 7 obrézku rovnéé vyplyva, Ze |sinz| < |z| < |tgx| =

1 < 5= < o7 - Z vty o sevieni dostaneme
llm sz — 1
z—0 T

3. Necht z, — 0, potom Vk € NdngVn > ny: —% <
Ty < % Zarovel e~ F < e%n < eF a klim et = 1. Odtud
—00

vyplyva, ze

1

Podobné e i<1+xn e%:>f%<ln(l+xn)<g.

Odtud plyne .
xr—

4. Necht {z,} je takova posloupnost, ze n < z,, < n+ 1,

1

potom (1 + 45)" < (14 1)™ <

opét pomoci véty o sevieni dostaneme

lim (14 1)" =e|.

T—00

1+ L™ Odtud

C
B
tgx
Asine
O A

-1

|AOAB| < |vyse¢ OAB|

< |AOAC|
Tedy
[sinz| [z  [tgz]
2 2 2

Podobnou uvahu lze
udélat pro libovolnou
posloupnost z,, — co.

Funkce f(z) = 0 a
_ [ 1 y#0

_(}(l/) - { 0 y= 0

nespliiuji predpoklady

véty o limité slozené

funkce a lin[l]g(y) =1

by
# lim g(f(z)) = 0.
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Cvicend 6.10:

a) Dokazte, Ze plati hm sz — 2.
—0
l—cosz __ (1—cosz)(14cosz) __ 1—cos?z
[}li% 2 }13(1) 22(I+cosz) %{% 22(I+cosz)
. : sinz\2 1 _ 1
III?% a? (1+cosr) ilil(l)( kg ) l4cosz — 2 ]

b) Dokazte, Ze funkce sinz, e”, Inz jsou spojité.

[Necht z, — xo, pak z,, — 29 — 0
Tt
2

a  sin(z,) — sm( 0) = 2cos sin #2270 — 0 = sin(z,) —

sin(wg), €' =e™ 0™ —1-¢™, Inw, —Inwg=Imn= = —0. ]

Véta6.4: (véta o limité slozené funkce)

Necht f: D(f) — H(f), g: D(g) — H(g) a H(f)C D(g).

Déle hm flx) = yo (1 £00), hm g( ) = a. Je-li splnéna
y—

alespon Jedna z nasledujicich podmlnek

i) existuje P(xg) takové, 7e Yo € P(xg): f(x) # yo,
ii) funkce g je spojita v bodé yo,
potom také slozend funkce h(z) = ¢(f(z)) méa limitu
lim h(z) =a
xT—x)
Priklad 6.7: Dokézeme, Ze plati
L| lim (1+1)" =e|.
Polozime y = —z — 1 a vyraz v limité upravime
1\t _ o =leyt—lmy oy () oyl
1+ = (=5 = () = () =

1+ (1+3).

Déle plati y — oo a funkce y = —z—1 (= f(z)) spliluje
predpoklad i) véty (6.4) (y # 00).

Tedy wEIPoc(l + 17 = ;Ln;(l + i)y(l + i) =e-l=e.

2. |lim(1 + 1)%

z—0

el.

Poloiimey:%.Prox>0 y — o0, proz < 0

y — —oo. Tedy lim (1 +x)% =lim(1+% =ca
r—0+ Y—00 Y

zaroven ”lim 1+ x)% = lim (1 + 5)1/ = e. Z cviceni
l
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3. |lim

z—0

In(1+x) —1.

Funkce Inz je podle cvifeni (6.10) spojitd v kazdém
bodé x > 0. Tedy
lim 2 — Jim In(1+z)r =lne=1.

z—0 7 z—0
4. |lim £ =1/,
r—0 <

Pouzueme substltum y =¢e* —1 a predchozi priklad.

hm (1+u) =1.

Cuicent 6.11: Dokazte, ze plati

) lim Sieba sinhz __ 1
z—0
lim She — )iy €9me™® _ Jjy ef=liloen | jetl L oettol
[Lﬂn z =0 2 70 2 0 2 —2
1
stz=1]
s l=coshz _ 1
by =
B l—coshz __ 7: (1— (()shx)(1+(osh x) 1-cosh?z
[glcli% 2 - }:H_}l 2 (1+cosh x) hIIl z2(1+coshx) —
—sinh®’z  __ 1
hn}) 2(1+coshz) 2 ]
¢) lim z*=1.
x—0+
1
lim z° =(y = )= lirn(l)y = lim - =1.
[xﬂOJr (U “E) Y—00 \'¥ y—00 vy ]

Definice 6.9: Funkce f se nazyvad omezena ve srovnani
s funkci g (nebo g- omezend) pro x — xq, jestlize

IP(x9) dc € RVz € P(xg): |f(x)] < clg(x)].

PiSeme a ¢teme f = O(g). Je-li f = O(g) a g = O(f), pak
fikdme, Ze funkce f, g jsou stejného fadu v bodé .
Rikéme, Ze funkce f, g jsou si asymptoticky rovny v bodé
T, jestlize

a piSeme f ~ g.
Rikdme, Ze funkce f je malé o funkce g, jestlize

limMZO

=0 g(x)

a piseme f = o(g).

Pojmy ”velké a malé o”

se pouzivaji pfi hod-
noceni vypocetni slo-
zitosti programu.

Vyraz lim sup f(z)
X—X0

Cteme také jako limes
superior funkce f
v bodé zp a vyraz
lixrri inf f(x) Cteme
jako ’ limes inferior
funkce f v bodé xg.

o 1
Castecnd limita cos —
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Pozndmka 6.7: 7 piikladt (6.6), (6.7) a cviden{ (6.10) vy-
plyva, ze v bodé xg = 0 plati: sinz ~In(1+2z) ~e®* —1 ~
sinh z .

Cwiceni 6.12: Dokazte:

a) r ~tgax ~ arcsinx ~ arctgx .

[lim %% = lim S0 =1 lim MSINE — (J = arcsinz) =
=0 T g TCOST —0

lim 2 — 1, lim ®9802 _ () — arctgz) — hm =1.

y—0 Siny 4 20 T (y g ) g ]

b) Necht f = O(g) a g = 1, pak 3 P(x9) takove, ze funkce
f je omezend na P(x).

[/ =0(g),9 =1=3P(xo)Vx € P(ag): |f(z)| < c.]

¢) Necht existuje lim f@) c, ¢ # 0, ¢ € R, pak

T—T0 (x)

f=0(g) i gZO(f)~

Definice 6.10: Cislo ¢ se nazjva ¢asteéna limita funkce

f v bodé xy, jestlize existuje posloupnost {x,} C D(f),

xn # x9 takova, ze lim f(z,) = c. Nejvétsi a nejmensi (po-
Tp—I0

kud existuji) ¢asteéné limity funkce f v bodé zy se nazyvaji

horni limita a dolni limita funkce f aznadise limsupf(z)

a liminff(z).
X—Xq

Priklad 6.8: Méjme funkci cos l

Pro posloupnost z, = # je lim Cosi =1, pro po-
! T,—0
sloupnost =, = ﬁ je lim cos,1 = —1 a pro po-

Tp—

sloupnost 7, = m je lim cos =0.
2

Zp,—0 ‘”L

Libovoln4 hodnota ¢ € (—1,1) je ¢aste¢nou limitou funkce

cosf vbodé =0 a hmsupcosf =1, hmlonfcosf =—1.
x—0
Véta6.5: lim f(z)=L < limsup f(z)=liminf f(z)=L

T—T0 T—To z—T0

Cuicent 6.13: Dokazte vétu (6.5).
("= V{z,}, zn — 20, Tn # To je lim f(z,) = L = také nejvétsi
Tp—T0

a nejmensi hodnota lim f(z,)=L.
Tn—To
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ili) Necht f(a) <y < f(b). Postupnym piilenim intervalu
(a,b) vytvofime intervaly (a,,b,) (b, —a, = bz;”) ta-
kové, ze f(a,) < y < f(b,). (Pokud y = f(a,) nebo
y = f(b,), pak jsme bod x nasli). Z véty (4.3) vyplyva,
Ze existuje bod x € (a, b) takovy, Ze 111L11010 an :nh_{rolC b,=1z.

Ze spojitosti funkce f a z véty o sevieni (4.7) dostaneme
f(@) — flan) <y < f(ba) — f(2) = f(z) =y.

Cvicent 6.14: Jestlize funkce f je konvexni nebo konkéavni
na (a,b), pak je spojita na (a,b).

[V intervalu (a,b) uvazujeme body =1 < x3 < x3

7<” Horni limita limsup f(z,) = L = Ve > 03ng € N

Tn—T0

Vn > ng: f(z,) < L+ e. Podobné dolni limita liminf f(z,) = L =
Tn—T0
L—ce< f(xn). Tedy |f(zn) — L] <e= f(zn) = L. ]

6.2 Spojité funkce na mnoziné

Definice 6.11: Funkce f: D — R je spojita na mnozZiné
I, jestlize f je spojita v kazdém bodé x € I C D. Neboli

Funkce 2 je spojita na
intervalu (0,1), neni
spojitd na intervalu

Ve elIVe>036>0VZeD:|z—z|<d=|f(@)—f(z)|<e. (—1.1).

a posloupnost {z,}, kterd konverguje k bodu z, zprava a z, < 3.

Véta6.6: Necht funkce f: (a,b) — R je spojitd na uza-

vieném intervalu (a,b) (v bodé a je spojita zprava, v bodé b
; . o Ny FE—f@)
zleva), potom ditkaz podobny) a polozime g(z) = f(z) o (x — 21), potom

i) IK cRVz <a7 b> : | f (Z‘)| <K funkce ¢ je opét konvexni (od konvexni funkee jsme odedetli piimku) a

(je omezens na <a7 b>), plati f(:cl) =g(z1) > g(xn) a f(x3) = g(x3) > g(z2) .
Z konvexity funkce g vyplyva, ze Vi, 3t, — 0+,7, — 1—: g(2) <
ii) 21,23 €(a,b): f(21) :Irer%i%f (), f(z2) :II&%J” (z) tag (1) + (1= ta)g(wn) A g(xn) < Tg(@a) + (1 = 7)g(xs) = g(x) <
(Weierstrassova véta o na,byvémi minima a maxima), ta(9(21) = 9(20)) + 9(x0) A g(2n) < g(@2) + (1 = 70)(9(w3) — 9(22)) =
9(@2) — tn(g(x1) — g(xn)) < g(zn) < gl@2) + (1 = 70)(9(33) — g(x2)) =
lim g(x,) = g(z2) . Podobné lze dokazat, Ze funkce g je spojité zleva

lll) Vy € <f(a’)7 f(b)> dz e (av b> : f(.’E) =Yy o m

(existence FeSeni rovnice, nabyvani véech mezihodnot). oy v bod8 x4, tedy funkce g i f jsou spojité na (a,b). ]
Drikaz: Z;/_/ Cviceni 6.15: Dokazte, Ze spojitd a prostd funkce na I je

i) Ditkaz povedeme sporem. Predpoklddame, ze funkce f It) ostfe monoténni na I .
neni omezend, tedy Vn € N3z, € (a,b): |f(x,)] > n. }/
Posloupnost {z,} (C (a,b)) je omezena. Podle véty
(4.41ii) muZeme z ni vybrat konvergentni posloupnost

. — To. Z véty (4.2) vyplyva, ze zo € (a,b) a ze spo-

jitosti funkce f plyne nlimoo f(zn,) = f(z0), coz je spor

o

Budeme predpoklddat, ze funkce f je konvexni (pro konkavni funkce je

nabyvani mezihodnoty

[Dikaz provedeme

sporem. Necht funkce f neni ostfe monoténni na intervalu (a,b), pak
existuji body zo, z1, z2 € (a,b) takové, ze f(zo) < f(z1) > f(x2)
(nebo f(xg) > f(z1) < f(x2)), (rovnost nemize nastat, protoze funkce
f je prostd). Zvolime € > 0 tak, aby f(zo) < f(x1)—& > f(x2). Protoze

funkce f je spojitd na uzavienych intervalech (zg,x1) a (z1,zs), tak

T,

s predpokladem |f(z,, )| > ni — 0.
existuji podle véty 6.6 body & € (xg,z1), & € (1,x2) takové, Ze

ii) Z bodu i) vyplyva, Ze funkce f ma suprémum na {(a,b) .

Polozime M = sup f(z) a pro spor predpokladame,
z€(a,b)

ze Yxr € {(a,b) je M — f(z) > 0, tedy i funkce
g(z) = m je kladné. Zaroven ¢ je spojitd funkce
na (a,b). Podle bodu 1) existuje M; € R takové, zZe
My > gy > 0= M — f(2) > 5 = M — 5 > f(2)
YV € (a,b). To je spor s pfedpokladem, ze M je supré-
mem funkce f na {(a,b).

f(&) = f(z1) —e = f(&), coz je spor s predpokladem, Ze funkce f je
prosta. |
Cuicent 6.16: Ovéite, zda inverzni funkce f~! ke spojité
funkci f je opét spojita funkce ?

[Sporem, necht
F(5n) = o — o = F(z0) @20 = ) £ ) = 30 Z vity (2.1)
plyne, ze f je prosta a podle pfedchoziho cviceni je f ostfe monoténni.
Tedy pokud x, 4 o, pak f(z,) # f(xo), coz je spor. ]



Matematicka analyza 1 57 58 Matematicka analyza 1

Definice 6.12: Funkce f je stejnomérné spojitid na
mnoziné I C D, jestlize plati

Podle predpokladu je funkce f spojita funkce na intervalu 7, tedy
IV > ng | f(Em)—f(2zo)| < 5, InaVn > ng: |f(Z20) — f2o)] < 5.

Ve>030>0Vay,m €1:|z1—29|< 6 = |f(z1)—f(z2)| < &.

Pozndmka 6.8: Pokud bod x v pfedchozi definici zvolime
pevné, pak dostaneme definici spojitosti funkce f v bodé x;.
Odtud je zfejmé, zZe stejnomérné spojita funkce na mnoziné
I je zaroven spojita na I. Obracena implikace vSak neplati.

Priklad 6.9:

1
funkce —
o

funkce L
tgx

—

Odtud plyne | f(Z1n) = f(£20)] < [f(Z10) = f(@0)|+[f(z0) = f(Z20)] < &,
coz je spor s nerovnosti | f(&1,) — f(Z2,)] > €.]

Priklad 6.10: Dokazeme, Ze funkce f(x) = 5 Je stejno-
mérné spojita na intervalu (0,%).

Nejdiive poznamenéme, Ze funkce stejnomérné spojitd na
mnoziné M, je rovnéz stejnomérné spojita i na podmnoziné
M, C M.

1. Funkce f(z) = % je spojita na intervalu (0, 1), neni Déle lim =~ =1 a lim = = 0. Nyni dodefinujeme
de vSak stejnomérné spojita 0 u A g
z ) J pojita. . . ) 2 f(0) =1, f(§) = 0 (spojité dodefinovani v krajnich bo-
Zvolime Vn € N body w1, = 3, Tan = 5, Pro je- dech), potom funkce f je spojitd na uzavieném intervalu
jich vzddlenost plati |1 — LI =1 (< §). Pro rozdil M =(0,%), tedy podle Cantorovy véty (6.7) a tivodni po-

funkénich hodnot vsak dostaneme |f(z1,) — f(za,)| =
|n—2n|=n(>e¢).

znamky je funkce f také stejnomérné spojita na podmno-
7ing M; = (0,7).

2. Funkce f(z) = sini je spojita na intervalu (0,1), neni
zde v8ak stejnomérné spojita.

Zvolime Vn € N body 1, = ﬁ, Toy =

Pro vaddlenost téchto bodit plati = — —L—| = @
2 2 )
z (< d). Pro rozdil funkénich hodnot vsak do-

2
— T +4n?r?

staneme |f(z1,) — f(z2n)| =1 — (1) =2 (> ¢).

Véta6.7: (Cantorova)
Je-li funkce f spojitd na uzavieném intervalu I, potom je na
intervalu I také stejnomérné spojita.

Cwiceni 6.17: Dokazte Cantorovu vétu (6.7)

[Dtikaz povedeme sporem.
Necht f: I — R neni stejnomérné spojita funkce, pak
e >0V >0 Fag, 0 € I:)oy —xa] < 0A|f(x1) — fz2)] > €.
Polozime § = % ,n € N, potom
Je>0VneN Iy, xo, € I |21, —Ton| < %/\|f(ac1n)—f($2n)| >e€.
Posloupnosti {z1,},{z2,} C I jsou omezené, tedy podle véty (4.4)
existuji vybrané posloupnosti {Z1,} C {z1n},{Z2.} C {z2.} a 7o € R
tak, ze &1, — X, Top — To. Zaroven I je uzavieny interval, tedy podle

véty (4.1) je zp € 1 .
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7 Derivace

Priklad 7.1:  Mame auto, jehoz ujetd draha je popsana
funkel s(t) . Chceme-li spoéitat jeho pramérnou rychlost o

A s(t)—s(to)
v ¢asovém intervalu (tg,t), pak 7= f"

Rozdil At = t—t se nazyva diference argumentu, rozdil
As(tog, At) = s(t) — s(tg) se nazyvé diference funkce s
v bodé t; a podil M
funkce s v bodé to.

se nazyva pomérna diference

K vypoctu okamzité rychlosti vy auta v ¢ase ty potiebujeme

znat hodnotu limity vy = hIIfl %:y“) .
0

Definice 7.1: Jestlize existuje limita

f(z) = f(xo)

1i —_ = ..

Yo = F(zo) (= fl)
pak se nazyvd derivace funkce f v bodé xzp. (Jestlize
lim £ @ Zm) +00, pak hovorime o nevlastni derivaci.)
T—T)
Jestlize existuje lim W = fl(x), pak se nazyva

T—To+ 0

derivace zprava.
Jestlize existuje lim %ﬁz“) = f'(zo), pak se nazyva

T—To—
derivace zleva funkce f v bodé z;.

Funkce f: x — f/(z), z € [ se nazyva derivace funkce f
na intervalu /.

Poznamka7.1: 1. 7 cvieni (6.7) vyplyva, Ze funkce ma
derivaci f'(xq) pravé tehdy, kdyz existuji obé jednostranné
derivace f! (z¢), f’(zo) a tyto derivace se rovnaji.

Funkce f(z) = || ma f/.(0) = lirOnJrlzj‘%L? =1la f(0)=-1.
Tedy derivace f'(0) neexistuje.

2. Pokud [’ je spojitd funkce na intervalu (a,b) (v kraj-
nich bodech zprava, resp. zleva), pak ikame, 7ze funkce f
je spojité diferencovatelni na (a,b) a mnoZinu vSech
spojité diferencovatelnych funkci na intervalu (a,b)
znac¢ime C!((a,b)). Podobné mnozinu vsech spojitych
funkci na (a, b) znac¢ime C((a,b)).

V 17.stoleti se ma-
tematici pokouseli
vyftesit tzv. ”Problém
tecny”- nalezeni te¢ny
ke grafu funkce a
"Problém  plochy”-
spocitat obsah plochy
pod grafem funkce.
Na tspésném vyTeseni
téchto problému se
nezdvisle na  sobé
podileli Isaac Newton
(1643-1727)

a Gottfried Wilhelm
von Leibniz (1646-
1716). Dalsi rozvoj
v této oblasti vedl
k  ziskdni  velkého

mnozstvi matematic-
kych poznatki, které
nazyvame ”kalkulus”.

funkee f(z) =

Y

||

60

Matematickd analyza 1

Priklad 7.2: Vypoditame derivaci funkee f(x)=2",n€N,
! = 1 fl@)—f(zo) _ "y
x € R. Dostaneme f'(z9) = 115510 o ¢1LIIL10 s =
=2 n—1
TIH?U — +: Toqur o = ’rLl'g_l = (xn) — nr1

Cwvic¢ent 7.1: Dokazte nasledujici tvrzeni.
a) Jestlize funkce f ma derivaci zprava i zleva v bodé x,
pak funkce f je spojitd v xo.

[ Vyuzijeme predpoklad, Ze funkce f mé derivaci zprava v

bodé z¢ a piseme 1im+(f(x) — f(zg)) = lim+ %ﬁ“)(x—xo) =
z—x0 z—x0 L
fi(xo) - lier({L' — zp) = 0. Odtud plyne lim+ f(z) = f(zo) a
T—IQ Tr—T0

funkce f je spojita zprava v bodé xy. Podobné dokdzeme spojitost
zleva, tedy podle poznamky (6.6) je funkce f spojitd v bodé zy .|

b) Derivace sudé funkee je funkce lichd a naopak.
[Necht f je suda, tedy f(—x) =

f(z). Pro derivaci

v bodé —xy, pak plati f'(—z¢) = Zgrgo 7“: ¢ (TI(’) =(y=-—x)=
im LEW=f=x0) fW)=f(xo) _
i, T = i, T = S

Disledkem bodu a) cvideni (7.1) je nasledujici véta.

Véta7.1: Jestlize funkce f je derivovatelna v bodé z, pak
funkce f je spojita v bodé zg .

Pozndamka 7. 2' Obracené tvrzeni k predchozi vété neplati.
Funkce f(z \/E | je spojitd v bodé zy = 0, ale nema v
tomto bodé derlvaCL

Derivace zprava f}(0) = IILI(I]L

F1(0) = lim 20—
z—0— T

JE—0

=9 = 100 a derivace zleva

—o0 jsou nevlastni.

Definice 7.2: Necht k funkei f: U(zg) — R existuji kon-
stanta A a funkce w: U(zg) — R takové, ze Vo € U(xy):

f(@) = flwo) =

pak fekneme, Ze funkce f je diferencovatelna v bodé z .
Polozime h = z — xy . Funkce

A-(z—x0) +w(@—x0) A lim

T—To

w(x—w0) __
T—x0 70’

df (zo,h) = A+ h

se nazyvé diferencial funkce f v bodé x.
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Véta7.2: Funkce f mé derivaci v bodé xy (je derivovatelnd Priklad 7.3: Najdeme derivaci a diferencial funkce e” .
v z9) pravé tehdy, kdyz je diferencovatelnd v bodé x. Navic Plati lim €=¢° — lim €200 _ 20 (€Y = e
plati a—zo TTTO g—me PO i - -
df (xg, h) = f'(z0) - h. a de*(xg,h) =e™-h.
Cvident 7.2: Najdéte derivaci a diferencidl funkce 1/ .
Fe)— fom) = Fon o205 101 Fow)— oz - P oA TN
- 0) = 0 —Zo )= JZo) = J (Zo){T—Zo i VT ivaci { ) (20) = —L_
diferencial funkce f IILHIIU e—wo T 2V Tedy pro derivaci plati (v/z)'(z0) = 2w AP

a polozime w(x — x9) = f(z) — f(zo) — f'(wo)(x — x0),
A= f'(x).
Tedy f(z) — f(wo) = A(z — 2¢) + w(z—10) a pro funkci w

diferencidl dv/z (o, h) = ﬁ “h, 29>0.]

Priklad 7.4: Najdeme rovnici teény ke grafu funkce cosz
v bodé ¢ = 3.

i @E—T0) i F@)—f(xo)—f'(z0) (x—20)
dostaneme Tlinfo ) }Lnrlo ) . : f(z) =cosx Plati cosz —coszg = cos(*52 4 £5%0) — cos(LH2 — I51) =
lim 7““2:;[(5“) — f(zo) = 0. } +- y cos T51 cos T51 — sin TH sin 250 —
e ) cos T51 cos T51 — sin TH sin 2570 = —2sin L5 sin T
" Jestlize f(z)— f(a0) = A- (v~ 0) +w(z —a0), pak e
' . COST—COSTg __ 1; TeSmTR STy g
F(w0) = lim 2010 4y elomma) _ g (I g = bm S = i —— SN2y
r—zy L0 z—zo TTTO =
2 Tedy |(cosz) = — sinx‘ a pro o= 4 ma rovnice tecny
Pozndmka7.3: tvar y —cos(3) = —sin(%)- (v - 2) = y=—(v - I).
1. Pro fun/kci fl@)== je f(z)=f(z0) =1(z~20)+0 = h. Véta7.3: (algebra derivaci)
Tedy f'(x) =1 a df(zo,h) = du(xo,h) = h, proto Necht existuji derivace f'(wg), ¢'(zo), pak plati:
se pro diferencial funkce f v bodé z( zavadi znaceni
i) (af£bg)(zo) =af(x) £bg (), abeR,
df (zo, h) = f'(xo) dz|. .
| | i) (f-9)'(z0) = f'(w0) g(o) + f(x0) g'(20) ,

2. Diferencial funkce f uré,uj,e hlavni ,(lineérni.) ?m(f:\nu o (FV (@) g(0) — f(@o) g (0) 0
funkce f v bod€ xy a pouziva se pro vypocet ptibliznych iii) (zo) = 2 (z0) , g(xo) #0.
hodnot dané funkce na okoli bodu zy pomoci vztahu
f(z) = f(zo) + f'(z0)(x — 20) - Ditkaz: Dokézeme vztah iii) pro derivaci podilu dvou funkei.
Napiiklad pro funkci f(z) = /2 a body z = 4,1, Ostatni vztahy se dokazuji podobné.

_ - 1. _4) = f(@) _ f(g) N
zp = 4 dostaneme /4,1 = \/14-2\@ (41-4) =2,025. Plati (%)/(Io) = Jim B _ iy % _
E T—To Ty ¢ K

3. Rovnice tecny ke grafu funkce f v bodé [z, f(z)] _ i L)) = (o) gla)+f (wo) glwo)—f(wo) o) _
ma tvar P, g(z) g(zo) (x—x0)

y — f(xo) = f'(x0)(z — z0) -

f(@)—f(zq) g(l.o)if(mo)y(l‘)*y('to)

= lim —=0 TR TSR 7 existence derivace g (o)
T—Tg FACOX
4. Pokud f'(zg) # 0, pak rovnice normdaly ke grafu it (7.1) vynlfud, 7o funkee o fe spojitd v bodé o,
funkce f v bodé [z, f(z)] mé tvar Jo spoité v bodé v,
L Tedy H}errloq(x) = 9(w0) a ZILHIIQ = 9(x) g(xo) =
Y= f(HTO) = — (m - Z.O) . fl(ﬂm)) g(mo)ff(acg)g’(acg) .

f'(wo) #Go)
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Priklad 7.5:

L. (2z+1)Inze”)y =2lnze”+ 2z + 1)(Inze®) =
=2lnze’+ (2r+1)ie" + (22 4+ 1) Inze”.

_ /sinaz\/ __ coszcosz—sinz(—sinz) 1
2. (tga) = (Haz) = tosremsin

(tg T) co>12 T

=

Véta7.4: (Derivace slozené a inverzni funkce)

Necht funkce f je diferencovatelnd v bodé xg, yo = f(z0)
a funkce g je diferencovatelnd v bodé 1y, potom i sloZené
funkce h(z) = g(f(z)) je diferencovatelna v bodé x¢ a plati

(h(2))'(x0) = g'(yo) - f'(w0) -

Necht f'(zy) # 0, pak pro derivaci inverzni funkce f~*
Yo = f(zo) plati

(f 1) (wo) =

v bodé

11
f(xo)  f'(f U w))

Diikaz: Polozime y = f(x) a upravime zlomek %ﬁf)xo) =
_ 9W—9y0) . y=wo _

— 9(f@)=g(f(x0)) — 9W)=9(o) . fl@)=f(z0)
T—To Y=Y T—To Y=Y T—To
Funkce f je derivovatelnd a podle véty (7.1) i spojitd v
bodé zy. Tedy y — yo a pfechodem k limité ve vyse uve-

dené rovnosti dostaneme (h(z))'(zo) = 11 %f,m =
lim 2W=000) Jipy 5=t — g/(yo) . /() .
yoyo  YTYO ppy T

(Pokud y = yo na okoli U(xzg), pak funkce f i h jsou
konstantni, jejich derivace nulové a plati 0 = ¢'(y) - 0.)
Prvni ¢ast véty je tedy dokazana.

Vztah pro derivaci inverzni funkce nyni dostaneme, kdyz po-
lozime g = f~, pak h(z) = f}(f(2)) =2 a R'(z)=1.
Tedy 1 = (f~1)(y) - f'(z). Odtud jiz plyne druhé tvrzeni

véty.
Priklad 7.6
1. (a:v)/ _ (e:z'lna)/

e’ Inag = | (a*) = a® Ina.

=(y=xlna)=(eY) - (zlna) =

Derivace inverzni funkce

Y

Yo+

[

Z véty o derivaci slo-
zené funkce naptiklad
dostaneme

1 = (sinh(argsinhz))’
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/ — 1 _ 1 _ 1
2. (arCtgy) (yo) T (tanmg) T —t— T cos?(xg)+sinZ(xg)
cos?(z) A
_ 1 _ 1 _ 1
1+tan?(zg) 1+tan?(arctan(yo)) 1+(y0)?

‘ (arctgx) = ==

Zakladni derivace

)=

z€eR

(¢

= cosh(argsinh z) - (a") = a”lna a>0a#1r€ER

(argsinh )" = (Inz) = € (0,00)

(argsinhz) =

1 B (log, x)’ —lﬁla a>0,a#1,z € (0,00)
h(argsinhz)
o (argsm1 7 (z%) = axo! a€R x e (0,00)
1+finh2(argsinhm) (x ) =na" ! neNzeR

T ira (sinz) = cosz z€R
(cosz) = —sinx zeR
(t )—F x#(2k+l)§,kEZ
(cotgz)' = — - x££ kn kel
(arcsinz) = 11712 e (-1,1)
(arccosx) = — 11712 €(-1,1)
(arctgz) = 11 zeR
(arccotgx) = ﬁ reR
(sinhz) = coshzx zeR
(coshz) = sinhz reR
(t ) - cosi2 reR
(cotghz) = ﬁ x#0
(argsinhx)' = ;H r€eR
(argcoshx) = wiil z € (1,00)
(argtghz) = ze(—1,1)
(argeotghz) = 15 z € (—o0,—1) U (1,00)
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7.1 Zakladni véty diferenciialniho poctu Véta7.6: (o stfedni hodnoté - Rolle)

Necht funkce f je spojitd na uzavieném intervalu (a,b),

diferencovatelna na otevieném intervalu (a,b) a v krajnich
bodech plati f(a) = f(b) =0, potom existuje bod £ € (a,b)
takovy, Ze

Definice 7.3 : Funkce f md v bodé xj (ostré) lokalni ma-
ximum, jestlize existuje okoli U(z) takové, Ze

f(xo) (>) = f(=).

V pii{padé opaénych nerovnosti hovoiime o (ostrém) lokalni

ostré lokalni maximum

Vz € P(xg): (& =0.

Dikaz:

minimu, funkce f v bodé x .
Spole¢né hovofime o (ostrém) lokalnim extrému funkce f
v bodé xg .

Véta7.5: (nutnd podminka extrému - Fermat)
Necht bod zg je bodem lokélniho extrému funkce f a existuje

['(x0), pak f'(z9) = 0.

lok&lni minimum 0 a & b
(i maximum)

Diikaz: Necht xg je bodem lokélniho maxima funkce f (pro
lok4lni minimum je ditkaz podobny), pak existuje okoli U ()
takové, ze

Vo e U(xg), x < zp: M > 0= f"(z9) > 0. Podobné&

f
Vz e Ulxg), x> xo: (2 £< o) <0= fl(z) <0.
7 existence derivace f'(zy) pak plyne 0 < f! (z) =
F (o) < 0, tedy f'(rg) = 0.

(o) =

Priklad 7.7:

1. Podminka f’(z9) = 0 neni postac¢ujici podminkou ex-
trému. Funkce f(z) = 2* ma v bodé zy = 0 derivaci
(x%)'|o = (322)]p = 0, pfesto v bodé z9 = 0 nemd ex-
trém.

2. Funkce f muzZe mit extrém i v bodé, ve kterém neexis-

tuje derivace. Naptiklad funkce f(x) =

(7.1) neexistuje.

|z] ma v bodé
xo = 0 minimum, ale derivace (|z])’ |, podle pozndmky

Definice 7.4: Jestlize f’(x¢) neexistuje nebo f/(zg) = 0,
pak fikdme, Ze bod zg je kritickym bodem funkce f (nebo
bod podeziely z extrému) . Pokud f'(zg) = 0, pak bod x je
navic stacionarnim bodem funkce f .

(=)

o
/7

nutnd podminka

extrému

Podle véty (6.6) nabyva spojitd funkce na uzavie-
ném intervalu svého minima i maxima. Necht z,, je bo-
dem minima a x;; je bodem maxima funkce f, potom
f(am) < fla) = f(b) < fznr) -

Pokud je funkce f konstantni, pak je tvrzeni véty ziejmé.

Pokud funkce f neni konstantni, pak nastane alesponi jedna
z moznosti: f(z,,) < f(a), pak poloZzime & = z,, nebo
f(b) < f(zar), pak poloZime & = xj;. Bod ¢ je tedy bodem

lokdlnfho extrému funkce f a podle véty (7.5) je f'(§) =0.

Véta7.7: (o stfedni hodnotg)

(Lagrangeova) Necht funkce f je spojitd na {(a,b) a dife-
rencovatelnd na (a, b) , potom existuje bod £ € (a,b) takovy,
Ze

/ f(®) — f(a)
PO ===

(Zobecnéna) Nechf také funkce g je spojitd na (a,b), di-
ferencovatelnd na (a,b) a Yz € (a,b) je ¢'(z) # 0, potom
existuje bod 1 € (a,b) takovy, Ze

f'm) _ f(b) — f(a)
g  g(b)—gla)

Dikaz: Zavedeme funkce hi(z), ho(z) pfedpisem

hi(x) = (f(b) = f(a))3= — (f(b) — f(2)),

ho() = (F(b) — f(0) 4548 — (F(b) — f(x)).

Funkce hy , hy spliuji pfedpoklady Rolleovy véty (7.6

existuji body &, n€(a,b) takové, ze hi(£)=0, hj(n)
f(0)—

Neboli 0= (f(b) — f(a)i= + () = ['(§) =

a 0= (f(b) ~ f(a)) ;g2 + f/(n) = Lo = SO},

). Tedy
0.
fia)

b
f(a)
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Poznamka 7.4 :

1. Lagrangeova véta o stfedni hodnoté k4, ze ke grafu di-
ferencovatelné funkce f existuje tecna se stejnou smér-
nici, jakou mé sefna grafu funkce f prochazejici body

[a, f(@)], [b, F(B)].

2. Véta (7.7) zlstava v platnosti i pro funkce f s nevlastni
derivaci v nékterém bodé x¢ intervalu (a,b), napf. pro
funkci f(z) = ¥/ na intervalu (—1,1), kde f'(0) =

:‘fﬁ o= 0.
Disledek 7.1: (véty (7.7)). Funkce f je na intervalu (a,b)
konstantn{ pravé tehdy, kdyz Vz € (a,b): f'(x) =0.
Dikaz:
7 =7 Pokud f(z) =c, c€R, pak ziejmé f'(z) = 0.
7« 7 Necht x1,29 jsou libovolné dva body z intervalu
(a,b), pak podle véty (7.7) 3¢ € (x1,22) takové, ze f(x1) —
f( '(€) (@1 —x3) . Podle pfedpokladu je f/(£) = 0, tedy
f( (z2) a funkece f je konstantni.

Cwiceni 7.3: Pomoci véty (7.7) dokazte nésledujici tvrzeni.

2

T
T

)=f
) =1

Necht funkce f je spojitd na (a,b), diferencovatelnd na
(a,b) a existuje lim f'(x), potom existuje f,(a) a plati
r—a+

tim f/(a) = (a).
[Z véty (7.6) plyne Vo € (a,b)3&, € (a,2): f/(&,) = {0=L@

) o
Déle f!(a) = lim+ f(?:f(“) = lierf’(gl.) = lier ()]

Pokud v zobecnéné vété o stfedni hodnoté (7.7) polozime
f(a) = g(a) = 0 a uvazujeme b — a, pak dostaneme nasledujici
pravidlo.

Véta7.8: (UHospitalovo pravidlo)

Necht funkce f, g splituji pfedpoklady véty (7.7). Navic pfed-

pokladame, ze lim f(z) = lim g(xz) =0 (nebo £o0) a exis-
T—x) T—T)

tuje limita (i nevlastni) lim J; ,,((jg . Pak
T—XTg i

lim M = lim @)

= g@) @)

Tvrzeni véty plati i pro x — g+, z — Fo0.
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Priklad 7.8:

1
(arcsin )’ 1-a2

i

= lim

1. Z existence limity  lim ~
z—0 ) =0 1

= 1 Vy_
arcsinr __ 1

Lové i
plyva  lim &

I (z 7. z v
2. Pozor z neexistence limit; lim £ ,(l) nevyplyva, ze
y S ) yplyva,
o
lim M neexistuje.
T—T0 g(z)
L. . 22sin 1) . 2xsinl—cost . . “
Limita lim © f,) = lim =——=—= neexistuje, presto
20 (sinz) 750 cosx
. x?sind . z .
lim &2« = lim -2 zsinl =0.
z—0 simxT z—0 s xT x
3. L’Hospitalovo pravidlo pouzivame na limity typu ”g”

nebo

9 009
0

Limitu lim xzlnzx, kterd je typu 70 - co” , muzeme

r—0+

prevést na typ 8, tj. xlnz = i nebo 2, tj.
zlnz = B Potom
@ L = —%, nam sice nepomiiZe, ale
(%) —In 2zl —In 2z ’
(nz) L . . L
r=2%=—2—0. Tedy lim zlnx =0.
@ 7 rBs

7.2 Vyssi derivace a Taylorova formule

Definice 7.5: Necht funkce f je diferencovatelna na U(xy).
Jestlize existuje

o 1) = f'@0)

T—To T — X

= fl/(xo) )

pak ¢islo f”(z9) se nazyvd druhd derivace funkce f
v bodé xg.

Tedy f"(zo) = (f")(z0) a analogicky pro n-tou derivaci
funkce f v bodé z( plati

£ (@o) = (£ (o) -

Rikdme, 7e funkce f je n-krat diferencovatelnd v bodé z .
Funkce f:z — f(z), x € I se naz§va n-ta derivace

Z definice prvniho di- funkce f na intervalu I .
ferencidlu df = f'(zo)h " () n . 2 o .z
plyne df’ = f"(zo)h, Funkce d" f(wo, h) = f*"(w)-h" se nazgva n-ty diferencial

tedy d?f = f"(wo)h?. funkce f v bod¢ zg.
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Priklad 7.9: Spocitdme druhou derivaci a druhy diferen-
cial funkce f(z) = 2% v bodé 29 = 1.

Plati (23)" = (322) = 6x.

Tedy (23)"(1) =6 a d*(23)(1,h) =6h2.

Formalné mtizeme druhy diferencial pocitat jako prvni di-
ferenciél z prvniho diferencidlu funkce f .

Pro f(z) = 2% dostaneme d*(2%) = d(dx®) = d(3x?
= (d(32%)) - h = (6zh)h = 6z - h?.

h) =

Nyni budeme ptfedpokladat, ze funkce f je dvakrat diferen-
covatelnd na intervalu I a (a,b) C I

Oznacime-li Ry(z) = f(b) — f(z), pak funkce Ri(z) udava
chybu, které se dopustime, kdyz hodnotu funkce f(b) nahra-
dime hodnotou f(z). Z Lagrangeovy véty (7.6) vyplyvé, Ze
3¢ € (a,b) takové, ze Ri(a) = f(b) — f(a) = f'(§) - (b—a).
Odtud plyne f(b) = f(a) + f(§) - (b—a).

V dikazu Lagrangeovy véty jsme zavedli funkci hi(z) =
(f(b)—f(a))%—(f(b)—f(y:)) jejiz hodnoty udavaji vzdalenost
bodu [z, f(z)] od bodu [z, f(b) + N’) 1) (3 — b)], ktery le# na
sefné spojujici body [a, f(a)] a b, f( )]

Nyni uvazujeme funkci Ry(x) = f(b)— f(z)— f'(x) (b—x), kterd
udava chybu pfi nahrazeni funkce f tecnou ke grafu funkce f
vbodé¢ z: y= f(z)+ f'(z)(b—x).

Funkci R () popiseme pomoci druhé derivace funkee f . Proto
analogicky k funkci hy zavedeme funkci

ha(w) = (£ (6) ~F (@) —F"(a) (b)) =~ (£ (b)—F (&) ~F () =),
Funkce ho(x) spliiuje pfedpoklady Rolleovy véty (7.5), tedy
3¢ € (a,b): hy(§) =0=

0= f(b)—f(a)— f'(a)(b—a) G+ /(&) = F" () (b—=&) = ['(€)
Odtud vyplyva Ry(a) = f(b)— f(a)— f'(a)(b—a) = L (b—a)?

o)+ f”(é)

F0) = f(a) + f'(a)(b— a) + =>2(b — a)*.

Uvedeny postup zobeciiuje nasledujici véta.

y=f(2)+ f'(2)(b—=)

x

b

Rozvoj funkce v ne-
kone¢nou fadu nasel
anglicky matema-
tik  Brook  Taylor
(1685-1731).

jiz v roce 1712. Jeho
prace jsou zakladem
pro diferencni pocet.
Psal také o linearni
perspektivé, magne-
tismu, lomu svétla
a o mechanickych
problémech.

Profesor z univerzity
v Edinburghu Colin

Maclaurin (1698-1746).

jako prvni systema-
ticky popsal Newto-
nuv diferencidlni po-
Cet.
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Véta7.9: (Taylorova véta)

Necht funkce f ma (n + 1) derivaci na intervalu (a,b), bod
x9 € (a,b). Potom Vz € (a,b) existuje & lezici mezi body g
a x takové, Ze plati nasledujici Taylorova formule

F(@) = f(wo) + f(wo)(@ — z0) + LY (x — wg)? + - -
+ 288 (@ — m0)" + e — mo) .
Polynom
T(z0,7) = f(w0) + f'(wo) (& — 70) + L@ — m0)*+

n

+ JARIED) (1. _

n!

.Z’o)

se nazyvd Tayloruv polynom n-tého fadu funkce f(z)
v bod€ xy. Vyraz

Fr(e)
(n+1)!

se nazyva zbytek nebo chyba Taylorova polynomu.

)n+1

Ryy1(zo,7) = (. —m

Pozndmka 7.5:
1. Zkrécené piseme f(z) = T, (o, x) + Ryr1(xo, ) .

2. Pomoci diferencialu piseme
F(@o +h) = f(wo) = df (o, h) + EL500 ..
() f(z0,h
+w + Rn+1($07 h) .
3. Pro zyp =0 hovorime o Maclaurinové formuli.

Priklad 7.10:
sin xz . Plati

Najdeme Maclaurinovu formuli pro funkci

sin z=sin 0+ cos 0(z—0) + =5 (z—0)%+ - - +gm( (>(T 0)"

sin™+D(¢)
(n+1)! (

v 7 23
v bodé 0 mé tvar Th,yy = o — 5 + -+

2—0)"*! = Taylortv polynom T, funkce sin z
2n+1

+ (_1)ﬂ+1 (§VL+1)!
sin<2"+2>(§) 2n+-2

@nt2)! :

a pro zbytek polynomu plati Ra,2(0,2) =
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Pozndmka 7.6: (Taylortv rozvoj funkce) Cvicent 7.4: Dokazte, Ze funkce f roste na intervalu [
Funkce f(z) = sinz ma spojité derivace vSech ¥adu (pi- Také plati pravé tehdy, kdyz funkce f roste v kazdém bodé intervalu I .
seme f € C*(R)). Tyto derivace jsou navic omezené, tj. 21 [?=" Podle definice (6.2) funkce f roste na I <
dJK >0Vn € NVz € R: \f(")(x)| < K. Odtud plyne sinh 2= Zm Vo, @ 11 < xo = f(21) < f(w2) = Vo €(xg—0,30): f(z) < f(w0)
|R2n+2(0 T)| < AQ‘Z‘:;Z a lim R2n+2(07 I) =0. AVz € (xg, 20+ 0): f(z0) < f(z) = [ roste v aq.
. nﬁoo,, .. -~ = g 7«<” Pro spor predpokladdme, ze Ja; < by € I A f(a1) > f(b )
Funkci sinz tegy muzeme vyjadiit ve tvaru Taylorovy cosh ,Z i Ommatime 7 = &5 Jeslize f(2) > f(ar), pak polosime as = 7 by
fady sinz = Z % 2l (—1)rz2r+l by jinak ay = ay,by = T atd. Pro posloupnosti a, ,b, plati b, — a,, —
"= 00 arctg = Z 0+, f(an) > f(bs) a protoZe jsou omezené a moténni, tak podle véty
Podobné cosz = 3 % " a et =3} % z" (pro x =1 (44) 3ce€ I:a, — c—,b, — c+. Podle piedpokladu funkce f roste
77,:0 ' n=0 " Coon ' ”
v bodé ¢, tedy dngVn > ng: f(an) < f(c) < f(by) coz je spor s
dostaneme Z ) Viastnostt f(an) > f(ba) ]

Véta7.10: Jestlize f'(zo) > 0 (f'(z9) < 0), pak funkce f

Priklad 7.11: Pomoci Taylorovy formule lze aproximovat v bodé zy roste (klesd).

hodnoty funkci s pfedem zvolenou pfesnosti.

S presnosti na tii desetinna mista spoéitdme hodnotu In1,1. Diikaz: Nechf f'(zg) > 0. o f(
— T o)
Najdeme Tayloruv rozvoj funkce Inz v bodé g = 1. Pro Z definice derivace plyne f'(z9) = LILHLIO z— & Ve>0
n-tou derivaci plati In(z) — (~1)"1(n — 1)l Tedy ;T2 355 0% € D)0 < faol < 8 = [1OL) ()| <
1n3:zln1+1(17—1)—%(x—l)g—&—---—i-%(x—l)”—k = (volbou €) 0 < f(xg) — € < %ﬁsmﬁ prox > g je
%(‘L— 1)t 0 o f(z) > f(zo), pro x < zo je f(x) < f(xg) = funkce f
1ng—n—1 roste v bodé zg .
Odhadneme chybu R,4i(z,1) = %(w — 1)"! pro
r=1ac¢e(1;1,1). Priklad 7.12: Funkce f(z) = 2? ma derivaci f'(z) = 2z,
tedy f'(z) < Oproxz < 0 a f'(z) > 0proz > 0.7
— n" n+1 (o,nm+t
Dostaneme | Rn1(1,1;1)] = | n+1 5"“(1’1_1) < S véty (7.10) vyplyva, ze funkce f(z) = 2? klesd na inter-
Pro n =2 je |Ry1(1,1;1)] < 23 < 0,001. valu (—o0,0) a roste na intervalu (0, o).
Tedy In11=01- %(071)2 = 07095~ Véta7.11: (postacujici podminky existence lokdlniho ex-
trému)
7.3 Pribéh funkce i) Necht f € C(U(xo)), U(xo) = (xo— 9,20+ 0) a zarovei

funkce f roste (klesd) na (zg — 0,), klesé (roste) na
(zo,x9 + 0), pak bod zy je bodem lokdlniho maxima
(minima) funkce f.

Definice 7.6: Rekneme, Ze funkce f roste (klesa) v bodé
%o, kdyz existuje okoli U(xg) = (zo — 9, z0 + 0) takové, ze

Vo€ (zo—9,20): f(x) < f(zo) (f(z)> flzo)) A
Va € (zo, 70+ 0): f(x) > f(wo) (f(2) < f(wo))-

V piipadé neostrych nerovnosti fikdme, Ze funkce f v bodé : : :
xo neklesa (neroste). 0 2g—d To 2¢+0

f roste v g

ii) Necht funkce f je diferencovatelnd na P(zg) a spojitd v
bodé& zy . Necht Vz € (zg—3d,x0): f'(z) > 0 (f'(z) <0)
a Vo & (zo,z0+0): f'(z) <0 (f'(x) >0) , pak bod

xo je bodem lokalniho maxima (minima) funkce f.
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Priklad 7.18: Funkce f(x) = v/a? je sud4, spojita, klesa-
jici na intervalu (—oo,0) a rostouci na (0,00). Derivace
fl(z) = # je zdpornéd na (—oo,0) a kladné na (0, 00).
V bodé xyp = 0 nabyva funkce f(z) = v/22 svého minima,
i kdyz derivace v tomto bodé neexistuje.

Cvicent 7.5

1. Najdeéte nejrychlejsi cestu ke zranénému v lese, kdyz po
silnici bézime rychlosti 5km/h, v lese 4km/h. Vzdale-
nost zranéného od silnice je 3km (tj. od paty P kolmice
spusténé z mista zranéni na silnici) a vzdalenost mista
vybéhu V' a bodu P je 15km.

[Nejdiive b&zime po silnici a ve vzdalenosti 2 km
od bodu P odboé&ime do lesa. Cas t potfebny k dob&hnuti ke zra-
nénému je dén funkef t(z) = 52 + @, kde z € (0,15). Pro
derivaci této funkee plati ¢'(x) = ’?1 +#\/2—+9 . Vyfesime nerovnost

T A <0 e 5r <4Va? +9 & 250% <1627 +16-9 & o <4.
Tedy funkce t(z) klesd pro x € (0,4) a roste pro z € (4,15).

V bodé = = 4 nabyvé svého minima. |

2. Z karténu ve tvaru obdélnika vyrobte krabici (bez vika)
tak, aby méla maximalni objem.

[V kazdém rohu obdélnika o rozmérech a X b vyfizneme

¢tverec o strané . Objem takto vzniklé krabice je popsan funkei
f(z) = (a —2z)(b—2z)x, kde = € (0, min{a, b}).
Spocitame derivaci funkce f. Plati f'(z) = (abzr — 2(a + b)z* —
428y = 122% — 4(a + b)x + ab = 12(z — $(a + b — Va® — ab + 1?))
(x— Ha+b+Va>—ab+b?)) = funkce f nabjvé maxima pro
r=3a+b—Va®—ab+?). |

3. Navrhnéte plechovku o objemu 1litr tak, aby méla co
nejmensi povrch.

[Necht r

je polomér kruhové podstavy valce a v je jeho vyska. Potom pro

objem V vélce plati V = nr?v a pro povrch S = 27r? + 27rv. Z

predpokladu, Ze objem plechovky je 1litr dostaneme v = $ a jeji

1
w2

povrch vyjadiime jako funkei proménné r. S(r) = 27r7'(r‘ +
Pro derivaci plati S'(r) = 4r — % . Minimum funkce f je v bodé
r= ﬁ Odtud v = ﬁ a v = 2r. Optimélni jsou plechovky,
které maji primér podstavy shodny s vyskou. |

ostie konvexni v xg

I

y=[(z0)+ f'(x0)(z—z0)

Matematickd analyza 1

Zo

inflexni bod xq

-

Definice 7.7: Necht f: U(zp) — R a existuje f'(x).
Rekneme, Ze funkce f je (ost¥e) konvexni v bodé x, jestlize
3 P(x0) takové, ze

Ve € Plag): f(z)(>) > f(ao) + f/(z0)(x — o).

Rekneme, Ze funkce f je (ost¥e) konkavni v bodé z, jestlize
3 P(x0) takové, ze

Vo € P(xo): f(z)(<) < fzo) + f'(mo)(x — x0) .

Diferencovatelné funkece f je (ost¥e) konvexni (konkavni)
na intervalu I C D(f), jestlize f je (ost¥e) konvexni (kon-
kéavni) v kazdém bodé = € I.

Bod zy se nazyva inflexni bod funkce f, jestlize existuje
okoli P(zg) = (xo — 0,z + 0) takové, ze

Va € (zg—0d,m0): flx) < (Z)f(z0) + f'(wo)(x — x0)

Va € (xg,x0+0): flx) > (L) f(xo) + f(x0)(x — x0) .

0 o

Pozndmka 7.7: Graf ostie konvexni (konkévni{) funkce f lezi
v prstencovém okoli bodu P(xj) nad (pod) te¢nou v bodé z .
V inflexnim bodé prechazi graf funkce f z jedné strany tecny
na druhou.

Pokud funkce f nema derivaci v bodé zy, pak v tomto bodé
nedefinujeme konvexitu (konkavitu) funkee f.

Priklad 7.14: Zjistime, pro kterd x je funkce f(r) = a2
ostfe konvexni.

Plati f'(zg) = 27 a ovéfujeme nerovnost f(x) > f(zo) +
f(xo)(x — xp) .

Tedy 22 > 23 + 2xo(x — xp) & 2% > 2220 — 2} &
2% — 2z29+ 23 > 0 & (2% — 29)? > 0. Tato nerovnost plati
pro kazdé x # x .

Funkce f(x) = 2? je tedy ostfe konvexni na R. (Porovnejte
s ptikladem (6.3)).

Cuiceni 7.6: Nechf funkce f je konvexni na intervalu [
(podle definice (6.3)) a diferencovatelna na I, pak f je kon-
vexni v kazdém bodé intervalu I (podle definice (7.7)).
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[ Z konvexity podle definice (6.3) plyne Priklad 7.15:
Vay,xa € 1 V€ (0,1): f(twr + (1 — t)az) < tf(x1) + (1 =) f(2) & i) Pokud je funkce f ost¥e konvexni v bodé xy, pak nemusi
flar+ 1 =t) (w2 — 21)) < flan) + (1= )(f(22) — f21)) = f"(x0) > 0.
i fE=0@e—a)) =) _ , - '

Jim (=0)(a>—1) (22=m) < f(w2)=f(@1) & fl@n)(m2=21) < ii) Pokud f”(x¢) = 0, pak v bod& zo nemusi byt inflexni

f(z2) — f(z1) = funkee f je konvexni i podle definice (7.7).] bod
Vé&ta7.12: Necht funkce f je dvakrat diferencovatelnd na Pro funkei f(z) = 2% je f”(2)|o = 302*|y = 0, piesto je tato
intervalu 7. funkce v bodé 0 ostfe konvexni a nema zde inflexni bod.

i) Jestlize f"(zo) > 0 (f"(z0) < 0), zo € I, pak funkce f Definice 7.8:  Jestlize alespori jedna z limit lim f(x),
T—To

. to k p Yo konkévni 5 o
Je ostie konvexni (ostfe konkdvni) v bodg zg lim f(z) je nevlastni (£00), pak fikme, Ze pfimka z = zg
. . 7’ 7 z ’ v G=tn=

ii) Funkce f je konvexni (konkdvni) na I pravé tehdy, kdyz je aosyrnptotou ve vlastnim bodé ke grafu funkce f.

Sl > L < . -
Vel e 20 (e =) Jestlize existuji limity lim @ =k, lim (f(z)—kz) = q, pak

iii) Jestlize zy € I je inflexni bod funkce f, pak f”(xg) = 0. K bodu iii) neplati iikdme, ze pfimka y = kz+q je asymptotou v nevlastnim
obracensd  implikace. bodé ke grafu funkce f. (Podobné definujeme asymptotu pro
Dikaz: 1) Necht f”(xo) > 0, pak podle véty (7.10) derivace Napf. funkee f(z)=x* T — —00.)
f" v bodé x roste. mé f"(0)=122%|o =0,
Volime & > z¢ (pro z < zg je dikaz podobny) a chceme gﬁiﬂi 'Zoogegln?eﬁgii flz) = |22 — 1] Priklad 7.16: VySetiime prubéh funkce f(z) = ‘Ti—*”
dokézat, ze f(x) — f(xg) > f'(z0)(x — x0). b o x i . )
7 vty o Stfefjn)i hoéno)té (7% \);gfplyvéy) de 36 € (20,2)- (filf:licss;gzl)m: gillmma y Funkce f mé defini¢ni obor D(f) = R\ {0}, je spojita na

F(x) = f(z0) = f'(€)(x — o). Tedy dokazujeme nerovnost D(f) a je licha. Stadi tedy, kdyz ji budeme vySetfovat pro

()@ = 20) > ['(wo)(@ — z0) & [1(€) > f(w0), 0 plyne z z € (0,00).
ristu derivace f' v bodé xg . Protoze ve funkci f se vyskytuje absolutni hodnota, roz-
i) K dik . Tavl St (7.9). 7 ni v délime tlohu na dva pripady.
il tkazu pouzijeme Taylorovu vétu (7.9). Z ni v V4, . . -
poutijeme Tay yPly a) Prox e (01) jo f() === = —+ L Potom

ze Vaog€ IFP(xg)Va € P(xg)IE € (zo,x) (popt. (x, xp)) : ! ) ’
_ 1 _ I (4 — 20)2 . 7 viedpoklad fl(z) = =1 = 5 < 0 = funkce f klesa na (0,1). Dale
(@) = f(wo)+ f(x0) (2 —w0) + 5% (v — 20)" . Z predpokladu f"(z) =2 > 0= funkce f je ostFe konvexni na (0,1).
" >0 I dost () > f( "(xo)(x — 0 1 x
F18) = na o costaneie f(T) - f(TO) +vf (@0)(z = o), b) Pro z € (1,00) je f(z) = 21 — » 1 Potom
tedy funkce f je konvexni v libovolném bodé xy € I . () 141> 0> funkee f T . (lx . Dil
x) = = unkce f roste na (1,00). Déle
Obrécend necht funkce f je konvexni v bodé g € I, tj. f(x) = =2 6 = funkce f je ostfe konkévni na (1, 00).
f(@) > fxg) + f'(x0)(x — x0) = (pro = > x9 a z véty (7.7)) ’

e (g, ) ¢ f1(€) = L) > w30y = 0 < /()= f (o) Z existence druhé de-

Tedy v bodé x = 1 ma funkce f ostré lokalni minimum.

a limitnim prechodem ;;f)o ¢ — 9+ dostaneme nerovnost r{V ace funkee f v bo- on zor,v,bodé v .1 nemd funk/cej f inflexni b?fj ’ i,kd}fi z.de

0 < LEO-FG) (o) = ' (z0). di Zo j)l};ne rovnost precha21 z. konvexity do konkav1t¥. Podle c.v1cen1 (7.3) je
= o + S (o) = f" (o) )= lim —1 — L=-2a fi(1)= "hrﬁl + & =2.

iii) Posledni tvrzeni dokdzeme sporem. V bodé xT = 1 neni tedy funkce f diferencg\jatelné.

Necht f”(x) # 0, pak podle bodu i) je funkce f v bodé zg Déle lim =1 — » N

ostie konvexni nebo konkéavni, tedy dle mli%li 5 = F00, tedy pfimka = =0 je asymptotou

IP(zo)Va € P(xg): f(z) > (<) f(z0) + f/(z0)(x — x0), coZ funkce f ve vlastnim bod& zy = 0. V nevlastnich bodech

je spor s pfedpokladem, Ze z je inflexni bod funkce f. plati
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2?1

lim — =1, lim — 2z = lim

r—+oo T r—too T T—00

22-1

2?—1—a? _
—==0.

Piimka y = x je asymptotou dané funkce v +o0.

Cuviceni 7.7: Necht funkce f je dvakrat diferencovatelnéd
na okoli U(xg) a derivace f’ ma v bodé zq ostry extrém,

pak bod zy je bodem inflexe funkce f .

[Polozime g(x) = f(z) — f(z0) — f'(0)(z — o),
pak g(z¢) =0, ¢'(z) = f'(z) — f'(x0) & g(x9) = 0. Necht mé funkce
f v bodé ¢y maximum (pro minimum je diikaz obdobny), pak existuje
okoli Us(z¢) C U(xzo) takové, ze Va € Us(xo): f'(z) — f'(zo) < 0, tedy
¢'(z) < 0 a funkce g klesd na Us(xo). Odtud plyne f(z) > f(zo) —
F'(@o)(x — x0) pro & € (o — 8, 20) a f(z) < f(xzo) — f'(20)(z — o) pro

x € (xg, 20 + d) . Tedy zo je inflexni bod fukee f.]

Véta7.13: Necht funkee f € O™ (U(xp)) (spojité diferen-
covatelnd az do fddu n na okoli U(zy)) a plati

f”(l‘o) S 000 =S f(77’71)(6ll‘0) =0 A f(n)(l'o) 7é 0.

i) Jestlize n je sudé a f(z¢) > 0 (™ (z0) < 0), potom
je funkce f v bod& z ost¥e konvexni (konkavni).

ii) Jestlize n je liché, potom zg je inflexni bod funkce f .
Necht navic f'(xzg) =0, pak

i) Jestlize n je sudé a £ (xg) > 0 (f™(xy) < 0), potom v
bodé x je ostré lokalni minimum (maximum) funkce f.

ii) Jestlize n je liché a f(xq) > 0 (f™(20) < 0), potom
bod zy je bodem rtistu (poklesu) funkce f .

Diikaz: 1) PouZijeme Taylortv rozvoj funkce f v bodé zg

F(@) = f(z0) + F'(20) (@ — w0) + -+ + Lt (2 — )" . Podle

n!

piedpokladit tedy plati f(z) — f(zo) + f'(z0)(x — m) =
Ze spojitosti n-té derivace funkce f a
predpokladu £ (zy) > 0 plyne, Ze existuje okoli U(z) ta-
kové, ze Yo € U(xg): f™(x) > 0. Pro n sudé je tedy
a funkce f je ostie

ARI(3)

n!

n

(x — @)™

J(@) = fao) + fxo)(x — z0) > 0

konvexni.

Podobné lze dokéazat i ostatni tvrzeni véty.
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funkee f(z) = e=2

o

|0 T

Priklady na  pri-
béh funkce lze
fl@) =a+a nalézt na  adrese
y http://trial. kma.zcu.cz/
Tdb/main.php?T0=2&
T1=0&T2=0&T3=0&
TOb=2&C=./8/

f(0) = f"(0) =0,
fP0)=24>0
0 je konvexni bod

f(z) =—2*+05

Y
~_

\
O\x

f(0)=f"(0)=0,
F"(0)=-6<0
0 je bod poklesu
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Priklad 7.17: 4

Uvazujeme funkei f(x) = potom

z )
F1(0) = 42%lo = 0, f"(0) = 122y = 0, f"(0) = 24a]y = 0

a f@(0) = 24. Funkce f(z) = 2* je tedy v bodé zp = 0
ryze konvexni a nabyva zde svého minima.

Cvicent 7.8: Piiklad funkce se vSemi derivacemi rovnymi

-1
« . e x#£0
nule v bodé extrému f(x) = 7
0 =0
Lo e 0 1y g y — 9,-3,53
[f(0) = lim <=5~ =(y=3)= lim -7 =0, f(z)=2"
-1
3 1 2z 3e2Z —0 __ _ 1y _ 1 2yt
= j”(O) — 111»%11 el = (y = ;) = !’Erillm j =0 atd‘}
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8 Integraly
8.1 Neurdité integraly

Uz vime, Ze derivace s'(t) funkece s(t) popisujici ujetou vzdéle-
nost auta v zavislosti na ¢ase t udava jeho rychlost v(t). V této
kapitole budeme fesit opa¢ny problém. K dané rychlosti budeme
hledat ujetou vzdélenost.

Definice 8.1: Funkce F se nazyvd primitivni funkce
k funkci f na mnoziné M , jestlize Vo € M: F'(z) = f(z).

Necht G, F jsou primitivni funkce k funkci f na intervalu
(a,b), pak Vz € (a,b): (G=F)(z) = f(z) — f(z) =0. Z di&-
sledku (7.1) véty (7.7) vyplyva, Ze existuje konstanta C' € R
takovd, ze G(z) — F(z) =C, tedy G(z) = F(z) + C.

Definice 8.2: Mnozina vSech primitivnich funkei k funkci
f se nazyva neuréity integral funkce f a znadi se

/j (z)+C, CEeR.

Konstanta C' se nazyva integra¢ni konstanta.
Priklad 8.1:
1. Funkce s(t) popisujici dréhu auta je primitivni funkei
k funkei v(t) popisujici rychlost auta.

2. Funkce 2% +2, 2° — 23 jsou primitivni k funkci
322 na R a pro neurdity integral k funkci 3z% plati
[3a?de=a%4+C, CeR.

Uloha najit primitivni funkci je obracend k tloze nalézt de-
rivaci dané funkce. Z linearity operace derivovani (véta (7.3) 1))
plyne i linearita neurcitého integralu.

Vé&ta8.1: Necht funkce f, g maji primitivni funkce na in-
tervalu I, a, 8 € R, potom plati

/[a x) £ 6 gz dx—oz/f daziﬂ/

Priklad 8.2: j3ez—2 sinx dx :3j ezda:—Qj sinx dr =
3e+2cosx+C.

Ze znalosti derivaci zakladnich funkci lze odvodit nésledujici
primitivni funkce.

Znak integralu

/f(z:)dz
/

Integrand

Integralni proménna
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Zakladni primitivni funkce

Jetde=e"+C

reR

failf d‘E = lna + C

a>0a#1,xeR

Tr+l

Jarde =25 +C neNzeR
f%dx:1n|x|+0 z e R\ {0}
fx“daszi::JrC a#—1,z¢€(0,00)
[sinzdr = —cosz +C z€R

Jcoszdr =sinz+ C z€R

[ de=tgz+C

£+ 1) ke

fﬁdx:—cotgx—i—C x#kmkeZ
fﬁdz = arcsinx + C' = —arccosz + C € (-1,1)
[ 7= dx = arctgz + C = —arccotg z + C reR
coshxr dxr = sinhx + T e

hxd inh C R
Jsinhzdz = coshz + C reR
fco&hldbr—tghx—FC r€R
[ o dv = —cotghz + C x#0
fﬁdas:argsinhx+021m\x+\/1+12|+0 reR
fﬁd:ﬁ:argcosh\ﬂ+C’=1n|x+v;r/271|+0 |z|€ (1,00)
fl_—llzdx = argtghz + C ze(-1,1)

1

z € (—oo, —1) U (1,00)
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Cvicent 8.1:
(Darbouxovska vlastnost integrovatelnjch funkei)

Dokazte néasledujici tvrzeni. Necht k funkci f existuje pri-
mitivni funkce F' na intervalu I a {(xy,z3) C I. Necht
f(z1) <0, f(z2) > 0, potom Jzg € (z1,22): f(xg) =0.
[Funkce F je derivovatelna na I a (x1,x9) C I, tedy podle véty (7.1)
je funkce F' spojitd na uzavieném intervalu (1, xs). Z predpokladi
F'(z1) = f(z1) <0, F'(x2) = f(x2) > 0 vyplyvd, ze funkce F' neni na
intervalu (z1, z2) monoténni, tudiz existuje bod z¢ € (x1,2) takovy,
ze funkce F nabyva extrému v bodé zy € (x1,22). Z nutné podminky
extrému (Fermatova véta (7.5)) plyne F'(zo) = f(zo) =0.]
Obecné pro yg € (f(z1), f(z2)) (popt. yo € (f(z2), f(z1)))
lze pomoci substituce g(z) = f(z) — yo snadno dokézat,
ze Jxg € (x1,22): f(20) = yo. Odtud vyplyva nasledujic
tvrzeni.
Jestlize k funkci f existuje primitivni funkce, pak funkce f
nabyvéa vSech mezihodnot mezi hodnotami (f(z1), f(z2)).

Z véty (6.6iii)) uz vime, Ze také kazdad spojitd funkce na-
byva vsech mezihodnot. Integrovatelna funkce v8ak nemusi byt

spojitéa!
. 2 s1n—7 T 5£ . e
Napt. funkce F(z) = { 0 Zo e primitivni funkce
. 1 _ 1
k funkci f(x) = { gx St COS ’ i 7_6 0" ktera neni spojita

v bodé 2y =0.
Ze vztahu pro derivaci soudinu dvou funkei (véta (7.3) ii))
plyne nasledujici véta.

Véta8.2: (integrace per partes)
Necht funkce u, v jsou derivovatelné na intervalu I a existuje
primitivni funkce k soudinu u - v’ na I, pak na I plati

/ W (z) - v(z) do = u(z) - v(w) — / u(@) - v'(z) dz.

Dikaz: 7 véty (7.3ii) dostaneme (u-v) =u' -v4+u-v =
W v = (u-v) —u-v apodle pfedpokladu existuje pri-
mitivni funkce k pravé strané uvedené rovnosti. Tedy exis-
tuje i integral [u/(z) - v(z)dz a plati [«/(z) - v(z)dz =

u(z) -v(x) — [u(z) o' (z)de.

Francouzsky matema-
tik Jean Gaston Dar-
boux (1842-1917).

)

se ve své praci véno-
val predevsim diferen-
cidlni geometrii a ana-
Ijze.

1
F(2) = 2%sin
(z) = 2% sin .
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Priklad 8.5:
1) Vypoctéte integral [z cosz du.

w=cosr v=u1
Jzcoszdr = . ,
u=sinx v =1

rsinx +cosx + C'.

} =zsinz— [sinzdr =

Podobné podéitame integraly funkci z"coskz, x"sinkx,
z"ef  k.neN.

2) Vypoctéte integral [log, z dzx .

' _
[ log, zdz = [u =1 v,—_l(%c} =zlog,z— [

z
zlna

Podobné pocitame integraly funkci arcsinax, arccosax,
arctgar, a€R ap.

3) Vypoctéte integral [ 1“ 5 dr .

Obecné oznacime I, = f 1”2)" dr, n € N a pomoci
metody " per partes” dostaneme

=1 v=
_ 1 _ 1+2n _ z

(1+T2)n+1

—n2x)
1+L2>n+1 dr =

2n ([ ey — W dzr) = e + 20 (In — i) -

) +2”f(1+JL2)"+1 dv = gzpw +

Odtud vyplyvéa 1,41 = 5- <(1+22)" + (2n — l)ln) )
Nyni vypoéitdme [ sz sdr = (n=1)

%(ﬁ+(271)fﬁdm) = %(ﬁJrarctanx) +C.

Véta8.3: (integrace substituci)

Necht f: D(f) — H(f), g: D(g) — H(g) a H(f) € D(g).
Jestlize funkce f je derivovatelnd na D(f) a existuje primi-
tivn{ funkce G k funkei g na D(g), potom na D(f) plati

/ o(f(@) - f(z) de = / o(y)dy = G(f(z)) +C, CER.
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Diikaz: Funkece G(f(z)) splituje pfedpoklady véty (7.4)
o derivaci slozené funkce. Odtud vyplyva (G(f(x)) =
g(f(z))- f'(x) afunkce G(f(z)) je primitivni funkei k funkei
g9(f(x)) - f'(z) na D(f).

Priklad 8.4: Vétu 8.3 je vhodné pouzit v pfikladech, kdy
se v integralu vyskytuje funkce f a jeji diferencidl f’dz,
pak provedeme substituci za funkci f.

. y =sinz
:fgi)nL’ ( ):fidﬂf:

dy = cosx dx

[ cotgx dx
Injy|+C =ln|sinz|+C.

Obracené je nékdy vyhodné proménnou z nahradit funkei
z(t). V tomto pFipadé v8ak musime mit zaruc¢enou existenci
inverzni funkce x~1(¢).

( x = cost € (0,7) ):

f\/ dr = —sintdt t—arccosx

dt = [—sint gy — (protG(O,w))Z

1 .
] ez (—sint) [sin] je sint >0

J—1ldt=—t+C = —arccosz + C.

Integraly typu [ R(x)dx
Nejdiive budeme integrovat zakladni racionalni funkce typu

1. kde A, 1 € R.

=3 g — “:f”_‘l)_, Lgu—— _
fz—‘*dx_(du:dx =-3[tdu=-3ln|z—4+C.

2. [ i de, kde A, z; € R, k€ N\ {1}.
2 _(u=1l-x B w?
fwdx—(du: ) 2 (—du) = =225 =
1
3. fjf;ﬁq dx kde A,B,p,q € R a jmenovatel
zlomku ma komplexni kofeny.
f 241 f2;+21d (U:$2+2$+2):
m2+2w+2 2422+2 du = (Qx + 2)d$

z+1
[ Ldu— fz+1 cdr= (dU:dL )—ln|u|+C [Zqdv=

In|2? + 2z + 2| —arctg (v + 1) + C.

Typickymi integrély,
které lze spocitat po-
moci véty o substituci
jsou

/tgwdw;/ln—xdx;
T

arcsin
V1—2z2
argsinh x

V14 a?

dx;

dz ap..

Racionalni lomené
funkce maji tvar

P(x)
Qx)’
kde P(z), Q(z) jsou
polynomy.

R(z) =

Rozklad na parcialni
zlomky je inverzni
operace k  operaci
hledéni spole¢ného
jmenovatele.

V ptipadé, kdy stupen
P(z) > stupen Q(x),
nejdiive vydélime po-
lynom P(z) polyno-
mem Q(z), a pak pre-
jdeme k parcidlnim
zlomkim.
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Axz+B d$

4. f (T kde A, B, p, ¢ € R, k € N\ {1} a jme-

novatel zlomku mé komplexni kofeny.

2
s 91 (u=z"+4N
| wmap de =3 [ pimp de = (du — 2% dx) -

v==
3fu2d“‘3fﬂdh<zdvidx):
3”—1+C—§fmdv = (viz pifklad (8.1)3) = =315 —
%(%( 21f+1+arctgv)) +C = 214 136(T2+4+ar0tg2)+0

Rozklad na parcialni zlomky
Z algebry vime, Ze polynom Q(x) lze rozlozit na soucin poly-
nomi nejvyse druhého stupné. Tedy

Q)= [I (@—w)"(@®+pje+q))”, ki,rj €N, pj,q; €R.

Raciondlni lomenou funkci R(z) = Q(Ig, kde P(z), Q(z) jsou

polynomy a stupeil P(z) < stupein Q(z) rozloZime na soucet
zékladnich racionalnich funkei:

R(z) = 3. Attt
=1

B, .z+C,
Pt bt B
(@2 +pja+q;)"

+§": Byja+Cyy By ja+Ca;
(T ;)R 2-%—pjz+q (22 +pja+q;)?

+

a jednotlivé zlomky integrujeme zvlast.

Priklad:
f 2z+2 dr= f 2t+2

x4 —223 4222 —22+1 (z—1)%(22+1)

dz= fT 1—|—( 2 +C§ﬁ)dz

1 _
T de =

L 2
:f A(z—1)(2®+1) (‘;Bl‘L («:é);fl()CJhLD)(JL 1) dr —

—Injz -1 -2z -1+

S oate e

sInfa? + 1] — arctgz + C.

Konstanty A, B, C, D vypocitame z rovnosti
20+2=A(z - D(2?+ 1)+ B>+ 1) + (Cx + D)(z — 1)2.

Prox=1je 4=B2=B=2.

Prox=ije 2i+2=(Ci+D)(i—1)?= 2i+2=2C—2iD =

C=1,D=-1.

Proz=0je 2=A(-1)+2-1=>A=—
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Integraly typu f R(sinz,cosz)dr ReSime pfechodem k ra-
cionalnim lomenym funkcim pomoci nasledujicich substituci.

1. Pokud R(—sinx,cosx) =
Pokud R(sinz, — cosz) =

—R(sinz,cosx), pak t = cosz .
—R(sinz,cosz), pak t =sinx.

):fftZdtzngr

t =cosz

[sinzcos® zdx = (dt:—sinl‘dl'

C = _coirn +C.

t=sinz € (-1 1>)
1 _ ’ _ 1 dt
f cosz dr = ( dt = cosz dx - f coszcosr

fl —sin’x _fl 2 _argtght+c=argtgh(sm1‘)+0

2. Pokud R(—sinz, —cosz) = R(sinz,cosz), pakt=tgz,

z # 1 2k+1 , k € Z a plati

x*arctgt dzr = th, Sin2x:#7 COSQ$:T1t2~
[sdmde = [ dt = [2igdt = [ dt =
( Zu::\(/itdt ) =5 = %arctg (V2tgz) +C.

V nékterych specialnich pfipadech je vhodné pouzit za-
kladni vztahy pro goniometrické funkce.

[ A—dr = fwdx =[5 +smlzzcotg2xdx =

sin* z sin® x sin” x
u = cotgx ) 9 cote 3z
= —cotgr— [u? du=—cotgxr— <2224 (.
( du:—sinlsz:)c & f & 3

Metoda snizovani stupné.

Jeoswdr = [ 120 dy = L [[1 + cos 2z] dx
u =2 .

= ( du = 2.d ) =3(z+3 [cosudu) = {z+{sin2z+C.

3. V obecném piipadé pouzivame univerzalni substituci

t=tgs5, x#2k+1)m, ke Z. Potom

2dt . 2t _ 14
11z ST = 77z, COST = 1937 .

_ At _ dt
de = ft2+t+1 =/ (t+5)2+3 —

2

x = 2arctgt, do =

f 2+b1H.L dr = f 21+L2

(1L2t+§)_ du f ( 773” )_
du = dt — )T T +1 T Ndv=2du/

w

=
4f sz arctgv+0f arctg(}tg2 )+C

Zékladni vztahy pro
goniometrické funkce
cos?x +sin®z =1

cos 22 = cos? x—sin® x
cos? g = 1feos2e

sinz =
sin 2z = 2sinx cosx .

2
1—cos2z
2

t=tgy = 2=z

cos?z
=t2cos’r=1—cos’x
=cos’z(t? +1)=1=

2, 1
cos’T = 17 -

Zde vyuzivame soud-
tové vzorce

sin(a + ) =
sin v cos f+cos asin 3

cos(a+ 3) =
cos acos BFsin asin 3
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Integraly typu [ R(sinmx,cosnz)dx Prom,n € Z plati:
[ cosma cosnadr = 1 [[cos(m + n)x + cos(m — n)z] dx,
[ sinmaz cosna dr = § [[sin(m + n)x + sin(m — n)z] dz,

[sinmasinnzdr = 1 [[— cos(m + n)z + cos(m — n)z] dx .

[lcos 2z cos 3z] dx = § [[cos 5z + cos(—x)] dx =

1(3sinbz + s1n1) +C.

Integraly typu [ R(v1—12?)dz Pocitdme pomoci substituci
x =sint nebo x = cost.

fmdx:( r = sint t€(2,2)):

dx =costdt t=arcsinz
[ V/1—sin’tcostdt = [ |cost|costdt = (pro te(53) ) -
je cost >0
[ cos®tdt = (viz metoda sniZovani stupng) = 1t+1sin2t+C =
1

tarcsinz 4 1sin2(arcsinz) 4+ C.

Integraly typu [ R(v1+2?)dx, [ R(Va? —1)dx Poditdme
pomoci substituci x = sinht nebo x = cosht a vzorci
cosh®t — sinh®t = 1, cosh®¢ 4 sinh®¢ = cosh2t, sinh 2t =
2sinhtcosht, 2cosh?t = cosh2t + 1, 2sinh®¢ = cosh 2t — 1.
f#dx:( x =sinht teR ):

VaZ+l dr = coshtdt t= argsinhx

fﬁcoshtdt = f‘ml—ht‘coshtdt = [1dt = argsinhz+C'.
sinh” {+

8.2 Urdité integraly

Priklad 8.5: Pro jednoduchost si nyni predstavime, Ze
rychlost naseho auta je konstantni v(t) = ¢,c € R. Ujetd
dréha auta s(t) v Case t od pocatku méfeni v Case ty je pak
déna vztahem s(t) — s(tg) = ¢ - (t — to) . Hodnota rozdilu
s(t) — s(to) se zaroveti rovnd ”plose pod grafem funkce” v(t)
na intervalu (tg, t) .

Pfipomenme, Ze funkce s(t) je primitivni k funkei v(t). Poz-
déji ukazeme, Ze i v obecnéjsim piipadé 1ze primitivni funkci
vyuzit k vypoctu plochy pod grafem funkce.
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Definice 8.3: Necht k funkei f: (a,b) — R existuje primi-
tivni funkce F': (a,b) — R (v krajnich bodech uvazujeme
jednostranné derivace). Pak rozdil F(b) — F(a) nazyvame
Newtonovym uréitym integralem funkce f na intervalu
(a,b) a piseme

b
F(b)fF(a)z/f(x) dz.

Uvedeny vztah se nazyva Newtonova-Leibnizova formule
b
a také piSeme F'(b) — F(a) = [F(x)]z = ff.

Cislo @ se nazjva dolni mez, &islo b se nazjva horni mez
Newtonova integralu.

Mnozinu v8ech funkci, které maji Newtontuv integral na in-
tervalu {(a,b) zna¢ime N((a,b)) .

Véta8.4: (vlastnosti Newtonova integralu)

1) Newtontiv integral nezavisi na volbé primitivni funkce.
2) Necht f € N({(a,b)), c € {(a,b), pak plati
b

ff(x)dx:fbfaf(x)dx, f.f(x)dx:O,

b s b
Jf(@)de = [ f(z)dz + [ f(z)dz.

3) Necht f,g € N({a, b)), a, 3 € R, pak plati
b

Jaf(z)+ By(z)dx :afbf(x)dx—i—ﬁfbg(x)dz.

a

(Tedy mnozina N '({a,b)) je linedrn{ prostor.)

Priklad 8.6:

ﬂ . 0
J[Bcosaz — 2sinz]de =3 [coszdr + 2 [sinzdr =
;[Sinz}g +2[—cosz]? = 3(20 —-0)-2(1 j (—1)) = —4.

Nésledujici dvé véty vyplyvaji z vét (8.2) a (8.3).

Produkce plynu

Ze zkuSenosti vime,
ze novy vrt produkuje
asi f(t) = 0.2¢e7 002
milioni kubickych
metr plynu za ¢t mé-
sici. Pokud chceme
odhadnout  celkovou
produkei P(t) vrtu za
jeden rok, pak musime
spocitat integral

12

P(t) =/0.2t(370'02t dt.

0

Pomoci metody per
partes dostaneme

12
J0.2¢e 00 gt =
0
10(= [te 0 +

12
Jeooar) =12,
0
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Véta8.5: (per partes v Newtonové integralu)

Necht funkce u,v jsou derivovatelné na intervalu (a,b)
(v krajnich bodech zprava, popf. zleva) a u-v' € N({a,b)),
potom také v’ -v € N({a,b)) a plati

1
Priklad 8.7: Vypoctéte integral [ e”sinz dz.
0

Metodu per partes pouzijeme dvakrat.

. W =e" v=sinx oo 1l
Je'sinzdr = R = [e*sinz], —
0 u=e" v =cosx
1 ! T

u=e" v=cosx oo a1
J e coszdr = . . = [e*sinz], —
) u=e" v =—snx

1
[e* cos x}é — [€e*sinzdr. Odtud vyplyva
0
; 1
[etsinadr = Le"(sinz — cosz)], = §(sinl — cos 1) +
0

1
3

Véta8.6: (substituce v Newtonové integralu)
Necht f: D(f) — H(f), g: D(g9) — H(g) a H(f) C D(g).
Jestlize funkce f je derivovatelnd na D(f) a existuje primitivni

funkce G k funkci g na D(g), potom pro {(a,b) C D(f) plati
b f(b)
[ots@)- @ o= [ g0)dy = 6150) - G(s@).
a o)

Priklad 8.8:

Ine

CM B y=Inx )7 R
2 {wdz_(dyzidx _lnflydy_[ﬂo—%
0 . . i
1 o T =sint *128111(1:}(1:75)
2) _fl 1*ﬁ”2d°ﬂ7(dx:costdt 0=sinb=0b=0

cost dt = (pI‘O te (_%70) ) —
je cost >0

s —c

0
= L costdt =
3

\/1-sin®¢ o cost|

N
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Definice 8.4: (nevlastni integral vlivem meze)
Necht funkce f € N({a,b)) pro kazdé b > a. Necht existuje
b

limita blim [ f(z) dz, pak se nazyva nevlastni Newtontav
—00 [,

integral vlivem meze a piSeme

lim f d;z:—/f

Znacime f € N ((a, oo)) a Ikéme, Ze nevlastni integral kon-
verguje; v opacnern piipadé dlvergUJe

Analogicky f f(x)dx = hm f f(x)dz a definujeme

7f f(x)dxzij‘f(x)dx—i—f‘f(x)dx, ceR.

Priklad 8.9:

1) jr dT—hmfr dx = hm[ Lt —1)] =

*)001

{ o a>—1 diverguje

1 .
1 @ < -1 konverguje.

2) lf%dr = blin;: [In \THIf = [Inz]" = co diverguyje.

Definice 8.5: (nevlastni integral vlivem funkce)

Necht V¢ € (a,b)je funkece f € N({a,t)) a f & N({(a,])).
t
Necht existuje limita tlirgl J f(z)dz, pak se nazgvi ne-

vlastni Newtonuv integral vlivem funkce a piSeme

flggl/tf(x)dx/bf(x)dx

Znacime f € N({a,b)) a ikdme, Ze nevlastni integral kon-
verguje, v opa¢ném pripadé diverguje.
b b

Analogicky [ f(z)dz :tlirriff(x) dz
a =

o0
Integrdl [ sinz dx

—00
neexistuje, nékdy je
proto vhodné praco-
vat s hlavni hodno-
tou nevlastniho inte-
gralu, kterad je defino-
vana vztahem

v.p. ff ) dx =
lim ff(T

c—o00 “,
(v.p. je z francouz-
ského wvaleur princi-
pale).

Podobné pro nevlastni
integral vlivem funkce
definujme hlavni hod-
notu vztahem

v.p. fcf (z) dz =
hm (f f(z) dx +
ff (11)

b+o
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Priklad 8.10:
1 1
Q& g — 13 o _ i 1 _pat+1y] —
1) Ofx dzftl_lf&fx dxftlir(ﬂr[iadrl(l teth)]

{ oo a< —1 diverguje

1 .
o1 @ > —1 konverguje.

1
2) Of%dx = tlilg1+ [In |x] ]} = [In x](l) =00 diverguje.

Pozndmka8.1:  Jestlize existuje ¢islo ¢ € (a,b) takové, Ze

;€ N({a, ), f € N((c,b)) a zarovenn f & N({a,b)), pak

polozime
/bf(‘r)dx_/c-f(f)dx+/b.f(rt)dx,

Priklad 8.11:

_ 1
Necht f(z) = {(1) 5220,117;)) , potom Jif(x)dx =

f()dT+j lde = (0%, + [2]; = 1.

)

0 z€(—1,0)

z x€(0,1)

k funkci f na intervalu (—1,1), protoze F'(0) neexistuje,
1

presto plati F(1) — F(-1)=1—-0= [ f(z)dx
5

Funkce F(x)= {

neni primitivni funkce

Zobecnénd primitivni funkce

Za\

Uvedeny ptiklad vede k nasledujici definici.

Definice 8.6 : (zobecnéné primitivni funkce)

Necht f: (a,b) = R a F: {(a,b) — R takové, ze

1) Funkce F je spojitd na {(a,b).

2) Plati F'(z) = f(z) na (a,b) s vyjimkou spodetné mnoha
bodi intervalu (a,b),

potom funkce F' se nazyvd zobecnéna primitivni funkce
f(x) k funkci f a ¢islo F(b) — F(a) se nazyva zobecnény New-
tonuv integral funkce f na intervalu (a,b) .
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8.3 Zakladni véty integralniho poétu Véta8.8:
Véta8.7: (srovnavaci kritérium) i) Jbestliie feN(ab), fl) 20,Vz € (a,b) a existuje
Jeslize Vit € (a,b) jsou f,g € N({a,t)) a Yz € (a,b) plati [ f(z)d, potom

0 < f(z) < g(z). Potom (i pro b = 00) plati

b b
1. Konverguje-li [ g(z)dxz, pak konverguje i [ f(z)dx. /f(x) dr > 0.

b b
2. Diverguje-li [ f(z)dz, pak diverguje i [ g(x)dx i) Jestlize navic f£0 (k f(z) > 0), potom

b
Diikaz: /f(gc) dz > 0.
1. Necht F,G jsou primitivni funkce k funkcim f, g na in- y

tervalu (a,t). Potom F'(z) = f(z) > 0 a funkce F' je podle \&
véty (7.10) neklesajici na {a,t) . R i ]
Pt (0(8)~ 610) - o)+ F@) = s(e)— s >0 [T i i) dsize 19 € N(@:0), 1) = o), V2 € 00 po
a funkce H(z) = G(z) — G(a) — F(z)+ F(a) je neklesajici na /b /
f(z)dx >

(a,t). Zéaroven H(a ) =0, tedy G(z) —G(a) > F(z)— F(a). (z)dz.

Pokud konverguje fg ) dx , pak existuje hm G(t). Z Hei-

neho definice hmlty a véty (4.41) Vyplyva Ze funkce G je Diikaz:

omezend, tedy i funkce F' je omezend na (a,b). Zarovei i) Necht F je primitivni funkce k funkci f na intervalu

funkce F' je neklesajici a opét podle véty (4.4ii) existuje (a,b) . Protoze F'(z) = f(z) > 0, tak funkce F' je podle véty
b

(7.10) neklesajici na (a,bd), tedy flir;fl, F(t) — flirari F(t)>0.
ii) Kdyby tlirbn F(t) — lim F(t) = 0, pak funkce F' je kon-
stantni a F'(z) = f(z ) = 0 coz je spor s predpokladem
f # 0. Odtud plyne 0 < ff(x) dx

tlirl? F(t) aintegral [ f(z)dz konverguje.

2. Druhé tvrzeni véty je ekvivalentni prvnimu, jedna se
o obménu implikace.

flz

N

ili) Z bodu i) této véty a predpokladu f(z)—g(x) > 0 plyne
b

b b
JIf(x) —g(x)]|de >0 [ f(z)dx — [g(z)dz > 0.

a

0
Priklad 8.12: Ukazeme, Ze integral f ﬁd:}c diverguje.
S Ve

J

o0 [o ¢}
Plat{ odhad lfﬁ sdr> de = [Vz]{¥ = 0. Cuicent 8.9

Dokazte nasledujici tvrzeni. Necht f,|f| € N(a,b), pak
b

H
=
B

S~ — A =T - ——

-

Poznamenejme, 7e primitivni funkci k funkci ———~ lze b
v [ (@) dal < [ 15(x) o
nalézt pomoci substituce ¢5 = z. ) = :

Z nerovnosti —|f(x)| < f(z) < |f(z)| a bodu ii) pfedchozi véty plyne
Uvahy v ditkazu predchozi véty vedou k nasledujicim jedno- : b ‘bf @< )zf @)l b )» b v

duchym tvrzenim. —[f@)|de < [ f(x)dz < [|f(z)|dz = |[ f(z)dz| < [|f(z)|dz.]
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Véta8.9: (integralni kritérium pro fady)
Necht funkce f € M((1,0)),Vb > 1, je nerostouci a kladnd
a (1,00) . Polozime a, = f(n) pro n € N, potom

Zan konverguje & / f(z)dz konverguje.

n=1

Dikaz:  Protoze funkce f je nerostouci, tak Vn € N
Ve e nn+1)je a1 =f(n+1) < flx) < f(n)=a,.
Z véty (8.8iii) pak vyplyva

N-1n+1 N—-1n+1 N—-1n+l1
Z j apy1 dr < Z f flx)de < > f a,dr = sy — ap
n= n=1 n

AT

= astazgt--+ay < [ f()de < artast- - Fay-g = syo1-

=" Protoze funk(lze f je kladna, tak jeji primitivni
funkce F' je rostouci na (1,00). Pokud fada i a,, konver-
guje pak posloupnost ¢astecnych soucti sy_1 ni:f)osloupnost
ff dz = F(n) — F(1) jsou omezené a podle véty (4.4ii)

funkce F konverguje.
N

7" Protoze funkce f je kladnd, tak sy —a; < [ f(z)dz <

—

o0 o0

J f(z)dx. Jestlize integral [ f(z)dx konverguje, pak po-

1 1

sloupnost ¢dsteénych soucttt sy (fady s kladngmi cleny) je
o0

omezend a podle véty (5.2) fada 3 a, konverguje.

n=1

Priklad 8.13: Rozhodneme o chovani fady Z

n=2

nlnn .

na intervalu (2,00), kterd

Uvazujeme funkci f(z) = ——

zfejmé splituje pfedpoklady integralniho kritéria (8.11) a spo-

¢itdme integral f —dx.
T y=lnzx
‘Z[wlna; dr = ( dU — %dl‘ 1[‘1[\2 dy - [ln ‘yHan =00.

o0
Podle integralniho kritéria (8.9) fada > —L— diverguje.

n=2
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Véta8.10: (o stfedni hodnoté v integralnim tvaru)
Jeslize f € N'({a,b)), pak existuje £ € (a,b) takové, Ze

/f £(&) - (b—a).

-
|
|
|
Il

S|

. |
(.
()
(I
Ll

+
a=zo T1 T2 T3  g.=h T

8.

Diikaz: Necht F je primitivni funkce k funkci f na intervalu
(a,b), pak F je derivovatelnd na (a,b) (v krajnich bodech
jednostranné) a podle cviceni (7.1) a véty (7.1) spojitd na
(a, b) . Spliiuje tedy predpoklady Lagrangeovy véty o stfedni
hodnoté (7.7). Odtud vyplyva, Ze existuje bod ¢ € (a b)

takovy, ze F/(f):%if(g (b—a) ff

4 Integralni soudet, Riemannuv integral

Definice 8.7: (integralni soucet)

Necht funkce f je omezend na intervalu (a,b). MnoZinu
bodi D = {zg,x1,..., 2 ; a = 9 < 1 < ... < x,, = b}
nazveme délenim intervalu (a,b).

Cislo

n

S(D) = Z sup  f(z) (xv; — xiq)

i—1 TE(@i-1,2:)
se nazyva horni soucet funkce f prislusny déleni D.
Cislo

n
D) = inf
8( ) ;f’ce@lﬁ?—mﬁ)

se nazyvé dolni soucet funkce f piislusny déleni D.

Necht 7; € (z;1,2;),i=1,2,..

f(@) (2 — zi-1)

.1, potom cislo

1(D) = 3 () o = i)

se nazyva integralni soucet funkce f pfislusny déleni D.

Definice 8.8: (zjemnéni déleni) Oznacime D mnozinu
vSech déleni intervalu (a,b) . Necht D1, D € D a D C Dy,
pak déleni D; se nazyva zjemnéni déleni D .
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Cuvicent 8.3:
S(D1) < S(D).

Necht D; je zjemnéni déleni D, potom
[Nechf ;1 =yo <91 < ... <yp =y,
Ti1,X; E D, y; € Dy,j = 0,1,... k. Potom na 1ntervalu (Tic1,23)

plati: Z‘ sup f(y)(y; — yj-1) < sup .f(y)Z‘(u] yj-1) =

J=1yelyj-1,95) YE(wi—1,@i) Jj=1
sup  f(x)(z; — xi—1) . Odtud jiz plyne vySe uvedené tvrzeni. |
TE(Ti-1,24)

Pozndmka 8.2:
1. Necht f € N({a,b)), potom podle véty o stiedni hod-
noté (8.10) eXistuji body & e (i), i=1,2,...n

takové, Ze ff Ydz = Z FEN(zi — ).

2. Z omezenosti funkee f vyplyva, ze 3K > 0Vz € (a,b):
|f(z)] < K a z pfedchozi definice (8.7) dostaneme
—K(b—a)<s(D)<I(D)<SD)<K(b-a).

Mnoziny &isel {s(D) ; D € D}, {S(D); D € D} jsou podle
predchozi poznamky omezené a podle véty o existenci supréma
(3.1) mé smysl nésledujici definice.

Definice 8.9: (Riemanniv integral)
Necht funkce f je omezend na intervalu (a,b) .

Cislo

FE50) / I
se nazyva horni integral funkce f na intervalu (a, b).
Cislo

sup s(D) = [ 1(0)do

DeD

se nazyva dolni integral funkce f na intervalu (a, b).

b b b

Jestlize [f(z)dx = [f(z)dz = (R) [ f(z)dz, pak se tato
a a a

hodnota nazjvd Riemanniv uréity integral funkce f na

intervalu (a, b) .
Mnozinu v8ech Riemannovsky integrovatelnych funkei na in-
tervalu (a, b) znacime R({a, b)) .

Y

Némecky matematik
Georg Friedrich Ber-
nhard Riemann (1826-
1866).

e

byl imatrikulovan ja-
ko student filologie a
teologie. Navstévoval
vsak  také  mate-
matické prednasky
a studium ukoncil
diserta¢ni  praci o
teorn funkci Integral
f f(z) dz chépal jako
hmltu integralniho
souctu

lim Z f(T,;) (1‘,'—17171).,

max A\;
i i

kde A; =x; —xi 1.

Pojmy horni a dolni
integral zavedl fran-
couzsky  matematik
Gastone  Darbouxe.
Jeho definice urdi-
tého integralu (viz
8.9) je ekvivalentni
Riemannové definici.

Johann Peter Gustav
Lejeune Dirichlet
(1805-1859).

kromé jiného zkou-
mal podminky kon-
vergence trigonomet-
rickych tad. Polozil
zaklady dnes velice
vyuzivanych Fouriero-
vych fad.
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Priklad 8.14: (Dirichletova funkce)

, 1 2eQn(0,1)
Necht f(r) ={ v € {R\Q}N(0,1)
déleni D intervalu (0, 1) plati s(D) =0, S(D) = 1. Odtud
vyplyva, ze Dirichletova funkce nema Riemannuv integral.

, potom pro kazdé

Vé&ta8.11: Nechf funkce f je omezend na intervalu
{(a,b), c € (a,b), potom plati

/bf(a:) dx = jf(x) der/bf(J:) dx

Uvedena rovnost plati také pro dolni integral i Riemanniv
integral.

Diikaz: Oznacime postupné Di, Do, D vSechna déleni inter-
vall (a,c),{c,b),{a,b), potom {D;UDy} C D a plati

b
r)dr = 1nf inf =
LSS SLE Demwg}swj
b
Digg S(D) + 1nf S(D ff ydz + [ f(x)da

Z druhé vlastnosti infima vyplyva7 Ze ke kazdému ¢ > 0
existuje déleni D’ € D takové, ze

(2) s(D)< fbf(x) de +¢.

Polozime D, = D'U{c} a D, = D{UD), kde D] € Dy, D} €
D . Déleni D!, je zjemnéni déleni D', tedy podle cviceni (8.3)
plati

(3) S(DY) +5(Dy) = S(Dr) < S(D).

Z prvni vlastnosti infima a vztaht (2), (3) plyne

c

Jf(= da:+ff <S(D)+S(Dy) < S(D") <ff )dz+e.
Spolecné se vztahem (1) tak dostaneme

b c b b

Jf@)de < [f(zx)dz+ [f(z dx<ff Ydz + €.

Odtud jiz vyplyva tvrzeni véty.
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Véta8.12: Definice 8.10: Necht funkce f € R(I) a a,z € I. Potom
primitivni funkci F' k funkci f definovanou vztahem

i) Necht funkce f je omezend na intervalu {a,b), potom
funkce F(z ff t)dt, F(x) ff t)dt jsou spojité Fz) - /f

na intervalu (a, b> .

nazyvame integralem s proménnou (horni) mezi.

ii) Jestlize funkce f je navic spojitd, pak F = F (= F)
a funkce F' je primitivn{ funkce k funkci f na (a,b).

Priklad 8.15: Funkce @ je pro t # 0 spojitd a podle
ptedchozi véty (8.13) je Newtonovsky integrovatelna napf.

Dikaz: i) Necht zy, z € (a b). Z véty (8.11) vyplyva, ze na intervalu (a,z), a > 0. M4 tedy smysl definovat inte-
T
plati F(z) ff gral s proménnou mezi tvaru F(z) — F(a) = [ =2t d¢.
a
Zaroven funkce f je omezena tedy AK > 0Vt € (a,b): Poznamenejme, Ze tento integral se neda vyjadrit jako line-
L, . v v 9 2 . 79 n
1F(8)] < K , tedy —K(x — o) < ff B dt < K(z — ap). a.rm kogrﬁnblnace kone¢ného poétu ”zakladnich funkei” (2",
sinz,e”,...).
T o _ Priklady na integraly
Odtud plyne lim ff(t) dt =0 = F(z) — F(xy) a funkce lze nalézt na adrese
o T, http://trial. kma.zcu.cz/
F' je spojita v bodé x . Tdb/main.php?T0=2&
=0&T2=0&T3=0&
ii) Ze spojitosti funkce f vyplyvé, Ze TOb=2&C=./7/

Ve>036>0,0< |t —xo| <= |f(t) — flm)] <e.

Pro « spliwyjici |z — zg| < 0 odhadneme

F(z)~F(zo) _ f(%)‘ _

Tr—xg

T £t) di—f (o) (z—0)

€Tr—xo

0 <e.

Odtud vyplyva Fl(xo) = lim f(g”i:iz(“) = f(xg). Podobné
T—T)
Ize dokazat F'(xg) = f(z) .
Zéroven plati F(a) = F(a) = 0. Tedy funkce F,F jsou
primitivni k funkci f na (a,b) a rovnaji se.
V predchozi vété jsme vlastné dokazali nasledujici zakladni
tvrzeni.

Véta8.13: (Fundamentalni véta matematické analyzy)
Plati C({(a,b)) C N({(a,0)) A C({a,b)) C R({a,b)).

Neboli kazda spojita funkce je Newtonovsky i Riemanovsky
integrovatelna.
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8.5 Aplikace v geometrii a fyzice

Pri zavedeni Riemannova integralu jsme scitali "nekone¢né mnoho
nekonecné malych ploch - tzv. elementd” a dostali jsme vlastné
obsah plochy "pod grafem funkce f”. Tento postup lze pouzit i

pri vypoctu objemu téles, délek k¥ivek, vykonané prace ap.

Déle budeme ptedpokladat, ze funkce popi. jejich derivace
vystupujici v nésledujicich vztazich jsou spojité a funkce f je
na intervalu (a,b) nezdporna. Podle véty (8.13) pak uvedené

integraly existuji.
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Staticky moment
krivky

Statické momenty My,
M, kiivky dané grafem
funkce f vzhledem k osam
z, y. Hmotnost kiivky je

reprezentovana jeji délkou.

b
M, = /f(a;)\/l + (f(z))?dx

b
M, = /x\/l + (f"(x))?dx

Staticky moment M télesa
o hmotnosti m vzhledem
k ose otéceni o, ktera je
télesa, je dan vztahem

M=m-d.

Moment setrvac-
nosti kiivky
Momenty setrvacnosti I,
1, kiivky dané grafem
funkce f vzhledem k osam
z, y. Hmotnost kiivky je

reprezentovana jeji délkou.

b
L= / P+ (F@) de
ab

Iy:/x2 14 (f'(z))?dx

Moment setrvac¢nosti I
télesa o hmotnosti m
vzhledem k ose otaceni o,
kterd je ve vzdalenosti d

vztahem I =m - d?.

Popis Vztah Obrazek
Plocha pod grafem v
fumkce / 1)
Plocha S je ohrani¢ena S = /f(x) dx
grafem funkce f, pfimkami a
z=a,z=>0a osouu. Element plochy dS = f(z)dx

a dx b

Objem rota¢niho
télesa

Objem V télesa vzniklého
rotaci plochy pod grafem

funkce f kolem osy z.

V_wjﬂ@mx

Element objemu dV = 7 f%(z) dz

Délka kiivky
Délka s kiivky urcené

grafem funkce f.

Element délky ds = +/(dxz)? + (df )2 =

VI(do)? + f'(@)2(de)? = /1 + ['(2)? de

Povrch rota¢niho
télesa

Velikost S plochy vzniklé
rotaci grafu funkce f

kolem osy z.

b

s =2 [ f@)VIT PP

a

Element povrchu

dS =2nf(z)ds =2rnf(z)\/1+ f'(z)?dz
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