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Prehled zkratek a znaceni
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Zmacky jsou v prehledu uvedeny v poradi v jakém se vyskytuji v textu s odkazem
na stranu prvniho pouziti nebo definice.

Znacka Vyznam Strana
=V ,nonV 6 V' negace vyroku 8
v pro kazdé 8
= existuje 8
! existuje pravé jeden 8
konjunkce (a zaroven) 8
v disjunkce (nebo) 8
— implikace (jestlize, pak) 8
= ekvivalence (pravé tehdy, kdyz) 8
k/n n je délitelné k 10
kfn n neni délitelné k 10
€ je prvkem 13
¢ neni prvkem 13
C je podmnozinou 13
U sjednoceni 13
N prunik 13
A’ doplnék mnoziny 13
0 prazdna mnozina 13
XxY kartézsky soucin 14
f: X =Y, y=f(z) | funkce z mnoziny X do mnoZiny Y 14
D(f) defini¢ni obor zobrazeni f 14
H(f) obor hodnot zobrazeni f 14
f1 inverzni zobrazeni 15
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N prirozena cisla 16

7 cela ¢isla 16

Q racionalni ¢isla 16

R realna cisla 16

C komplexni ¢isla 16

, < je mensi nez, je mensi nez nebo se rovna 17

, > je vétsi nez, je veétsi nez nebo se rovna 17

= rovna se 17
<< je mnohem mensi ve srovnani 31
X~Y X mé stejnou mohutnost jako Y 18
00 nekonecno 19
sup , inf suprémum, infimum 19
max , min maximum, minimum 19
Ry nezdporna realna éisla 20
U(xo) okoli bodu x 21
P(x) prstencové okoli bodu x 21
(a,b) uzavieny interval {z:a <z < b} 19
(a,b) otevieny interval {x:a < x < b} 21
int A vnitfek mnoziny A 21
0A hranice mnoziny A 21

A uzavér mnoziny A 21

Ej A, nekonecné sjednoceni mnozin (= A;UAU---) 22

no=01
N A, nekoneény prinik mnozin (= A;N AN ---) 22
n=1

{a,}5, posloupnost realnych cisel 23
lim limita 24

n—oo
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e Eulerovo ¢islo  (e=2,718...) 27
T Ludolfovo ¢islo (7=3,141...) 17
n! n-faktorial (n!l=1-2----- n) 31
a” n-t4 mocnina ¢islaa (" =g-a-----q) 31
nx
log, n logaritmus ¢isla n pri zédkladé a 31
Inn prirozeny logaritmus cisla n 31
Va n-t4 odmocnina ¢isla a 31
liminf , lim limes inferior 32
limsup , lim limes superior 32
il n (nekone¢nd) fada (= a; +as + - -) 34
xh_{?o f(z) limita funkce f v bodé x 48
xh—%:lo f(z) = f(xo+) limita funkce f v bodé zy zprava 48
xhjgo f(z) = f(xo—) limita funkce f v bodé z( zleva 48
O(9) funkce f je omezend ve srovnani s funkci g 53
= 0(g) funkce f je malé o funkce g 53
1 ( 0) = f'l, derivace funkce f v bodé x 59
fi (o) derivace funkce f v bodé xy zprava 59
1 () derivace funkce f v bodé xg zleva 59
1 derivace funkce f 59
C'({a, b)) mnozina spojitych funkei na (a, b) 59
C((a, b)) mnozina spojité diferencovatelnych funkci na 59
{a,b)
C"({a,b)) mnozina spojité diferencovatelnych funkei az 77
do fadu n
df (zo, h) diferenciél funkce f v bodé z 60
1 druhé derivace funkce f 68
fm n-ta derivace funkce f 68
d"f(xo, h) n-ty diferencial funkce f v bodé xg 68
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funkci na intervalu (a, b)

To(z, x0) Taylortiv polynom v bodé x 70
Ry 1(z, xo) zbytek Taylorova polynomu 70
[ f(z)dx neurc¢ity integral funkce f 79
b
[ f(z)dz uréity integral funkce f 79
N ({a,b)) mnozina Newtonovsky integrovatelnych funkei 87
na intervalu (a, b)
S(D) horni soucet funkce f 94
s(D) dolni soucet funkce f 94
b
[f(z)dx horni integral funkce f 95
0
[f(z)dx dolni integral funkce f 95
R({a,b)) mnozina Riemannovsky integrovatelnych 95
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1 Zaklady matematické logiky

Prvni pravidla pro
hledani  pravdivych
usudk nasel fecky
védéc Aristoteles.

”Stromy v lese jsou ze dieva a z gumy.”
To je divna véta, feknete si, naptl pravda, naptl lez. Uka-

zeme si, ze z hlediska matematické logiky je uvedena véta 1ziva.

(384-382 pi.n.l). Pomoci symbolti budeme v této kapitole zapisovat nase mys-
lenkové postupy a rozhodovat o jejich spravnosti. Vychazime

pritom z predpokladu, ze jsme schopni se dohodnout, co je a co
neni pravda. Potom mizeme definovat zakladni pojem matema-
tické logiky - vyrok.

Aristoteles  vyuzival
vyroky s objekty a

Definice1.1: Vyrok je tvrzeni (znac¢ime V'), o némz ma
smysl uvazovat, Ze je bud pravdivé nebo nepravdivé.
Negace vyroku (znacime =V, non V nebo V') je pravdiva,

jestlize vyrok V' je nepravdivy a naopak.

predikaty (tzv. predi-
katovy pocet). Jeho
konstrukce spravného
dikazu se nazyvaji
sylogismy. Zmamy
priklad sylogismu je:

Priklad 1.1: Petrovice u Karviné lezi na hranici s Polskem.
(Vyrok) Kam jdes? (Neni vyrok)
Vsechny hrusky jsou zluté. (Vyrok) Existuje hruska, ktera

neni zlutd. (Negace predchoziho vyroku)

Vsichni lidé jsou
smrtelni.
Sokrates je clovek.

Definice 1.2: Kvantifikované vyroky vytvarime pou-
zitim kvantifikatorta: V - ”pro kazdé”;

3! - 7existuje pravé jeden”.

d - "existuje”;

Sokrates je smrtelny.

Aristoteles pomoci po-
dobnych prikladi od-

Priklad 1.2: V hrusku plati, ze je zluta.

vodil obecna pravidla

Definice 1.3: Slozené vyroky dostaneme spojenim vy-

dedukce. roktt pomoci nésledujicich logickych spojek.
Nazev | konjunkce | disjunkce | implikace ekvivalence
zkratka A \Y% - —
vyznam | a zaroven nebo jestlize, pak | pravé tehdy, kdyz

Priklad 1.3: Praha je mésto a zaroven Praha lezi na Slo-

vensku. (konjunkce)

Cislo 3 je prvocislo nebo ¢&islo 3 je sudé. (disjunkce)
JestlizZe je trojihelnik rovnostranny (predpoklad implikace),

pak je rovnoramenny. (zévér implikace)

Trojahelnik je rovnostranny pravé tehdy, kdyz jeho uhly
jsou shodné. (ekvivalence)



http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/history/Mathematicians/Aristotle.html
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Nyni si zavedeme pravidla, ktera urci, kdy jsou slozené vyroky
pravdivé. Pro zkraceni zapisu zavadime nasledujici definici.

Definice1.4: Vyrokovou formuli rozumime slozeny
vyrok, ve kterém nahradime vyroky pismeny (napt. V3 A V3).

Oznacime-li ¢islem 1 pravdu (vyrok je pravdivy) a éislem 0
nepravdu, pak dostaneme nasledujici tabulku pravdivostnich hod-
not vyrokovych formuli.

Vi|Va |- Vi|ViAVy ivie | i=1 | Vel
1 1 0 1 1 1 1
110 0 0 1 0 0
0| 1 1 0 1 1 0
0] 0 1 0 0 1 1

Cviceni 1.1: Urcete, ktery z vyrokt v predchéazejicim pti-
kladu (1.3) je pravdivy.

[ Konjunkce je nepravdiva, ostatni vyroky jsou pravdivé. |

Cvicent 1.2: Doplnte tabulku pravdivostnich hodnot pro
nasledujici vyrokové formule: -V, = =Vi; Vi A =15,
~(Vi=Va); 1= Vo) A(Va= 1),

K zakladatelim ma-
tematické logiky patii
anglicky matematik a
logik George Boole
(1815-1864).

Boole ukézal souvis-
losti mezi algebraic-
kymi symboly a sym-
boly, které reprezen-
tuji logické formy. Al-
gebru logiky zpraco-
val v dnesnim pojeti
na konci 19. stoleti
E. Schroder a nazval
ji Booleova algebra.
Booleova algebra na-
lezla Siroké uplatnéni
v logickych obvodech
a vypocetni technice.

Vi Vol ViV | 2=V | ViASV, | 2(Vi= 1) | (V= Vo)A (Ve = W)
1|1 1 1 0 0 1
1|0 0 0 1 1 0
0|1 1 1 0 0 0
00 1 1 0 0 1

1.1 Typy dukazu

7, predchoziho cviceni je vidét, ze ekvivalenci V; < V5 Ize na-
hradit konjukei dvou implikaci (V4 = V5) A (Vo = V7). Podobné
implikaci V7 = V5 mlizeme nahradit jeji obménou -V, = =17,
popripadé negaci implikace nahradime vyrokem V3 A =V5. Tyto
vyroky pouzijeme v nasledujicich dikazech.

Na internetové adrese
http://logik.phl.univie.
ac.at /~chris/formular-
uk-zentral.html lze
interaktivné  vyhod-
nocovat pravdivost
slozenych vyroki.


http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/history/Mathematicians/Boole.html
http://logik.phl.univie.ac.at/~chris/formular-uk-zentral.html
http://logik.phl.univie.ac.at/~chris/formular-uk-zentral.html

Pti hledani odpovédi
na otazku "Co to
je vlastné dukaz?”
zjistime, 7Ze je to
vlastné zpusob, jak
se presvédcCit o sprav-
nosti matematickych
vet,. Spolehlivost
matematickych  tvr-
zeni je  dusledkem
metody, kterou se
dokazuji. Vychazime z
jednoduchjch snadno
prijatelnych  tvrzeni
- axiomd a pomoci
dohodnutych pravidel
matematické  logiky
oveéfujeme pravdivost
zZaveru.

Systémem, ktery je
vybudovan pomoci lo-
giky na axiomech, se
zabyval Kurt Godel
(1906-1978).

Proslavil se zejména
dikazem vét o neu-
plnosti axiomatického
systému. Ukéazal, ze v
kazdém systému lze
zformulovat vétu, kte-
rou v ramci toho-
to axiomatického sys-
tému nelze dokazat.
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Priklad 1.4: Dokazte, Ze: Vn € N plati: 3|n < 3|n?.

Tedy dokazujeme ekvivalenci V; < Vs, kde Vi : 3|n, Va: 3\n2.
Dikaz ekvivalence Vi < V5 rozdélime do ditkazu dvou implikaci.

1. Vi = Vy, (3|n = 3|n?) (Implikace zleva doprava)

Pouzijeme primy dukaz, ktery spociva v sestaveni fetézce ko-
necného poc¢tu pravdivych implikaci V3 = Vi1 = - = V4.

Konkrétné vyjdeme z piedpokladu 3|n a dokdZeme zavér 3|n?:
3|n = 3k € N takové, Ze n = 3k = n? = 3 - 3k? = 3|n?.

2. Vo= Vi, (3|n*= 3|n) (Implikace zprava doleva)

Pouzijeme neprimy dukaz , ktery spociva v primém dikazu
obmény —V; = =V, ptvodni imlikace Vo = V.

Konkrétné dokazujeme piimo implikaci 3 /n = 3/ n?.
3fn=n=3k+1V n=3k+2; keN=
n?=3-Bk>+2k)+1V n?=3-Bk2+4k+1)+1=3)n>%

V nékterych pripadech je vyhodnéjsi pouzit dikaz sporem ,
ve kterém dokéazeme, Ze neplati negace imlikace. Tedy plati pi-
vodni imlikace.

Podle cviceni (1.2) je negace implikace —(V; = V3) ekviva-
lentni vyroku Vj A =V4 (pfedpoklad ponechdme v platnosti a
znegujeme zaver implikace).

Priklad 1.5: Dokazte implikaci 5[n* —2 =5 n+1.

Pouzijeme diikaz sporem a dokézeme, Ze neplati negace impli-
kace ve tvaru 5|n*> —2 A 5|n + 1. (Ponechdme piedpoklad
a znegujeme zavér implikace.)

Pro spor tedy predpokladéame, ze 5n + 1.

Potom plati 5\n+1= Ik € N: n+1 =5k = n?>= (5k—1)> =
n?=505k>-2k)+1=n>-2=50(k>—-2k)—1=5)n*-2,
coz je spor s predpokladem 5|n? — 2.

Odtud vyplyva, Ze vyrok 5|n® —2 A 5|n + 1 neni pravdivy
a naopak ptivodni implikace 5[n*> —2 = 5/n+ 1 je pravdiva.


http://people.hofstra.edu/faculty/Stefan_Waner/RealWorld/logic/logicintro.html
http://people.hofstra.edu/faculty/Stefan_Waner/RealWorld/logic/logicintro.html
http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/history/Mathematicians/Godel.html
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Cvicent 1.3:
a) Dokazte: Vn € N;n > 1: 5|n + 3 = 5|n? — 4.
[ Pouzijte
piimy ditkaz. 5ln+3 = 3k € N: n+3 =5k = n? = (5k—3)> =
n? = 25k% — 30k + 9 = n? — 4 = 5(5k% — 6k + 1) = 5|n? — 4]
b) Dokazte: Vn € Nyn >1: 7|n> —2=7/n+2.
[ Pouzijte
ditkaz sporem. P¥imy dikaz: 7|n? —2 = n?> —2 =Tk = n? —4 =
Tk—2=n—-2)n+2)=Tk—2=T/n+2AT7fn—2.]

1.2 Matematicka indukce

. ; VR : Matematickd indukce
Definice 1.5: Pomoci matematické indukce dokazujeme : L §
je zalozena na pred-

tvrzeni V (n) pro pfirozena Cisla n. Jestlize pokladu, 7e existuje
jedno prirozené cislo
(obvykle znacime 1)
2. z platnosti V' (k) vyplyva platnost V(k+1), k€N, a za kazdym pfiro-
zenym Cislem nasle-
duje dalsi (nésledov-
nik). U indukce pfe-

1. V(ng), np € N je pravdivé a

pak tvrzeni V' (n) je pravdivé pro vSechna n > ny .

v ) chazime od jednotli-
Priklad 1.6: vych znalosti k obec-
Dokézeme tvrzeni V(n): 142+43+---+n = n(n; D pro nym zavérim. Mate-

maticka indukce doka-

vSechna n € N. : )
zuje platnost daného

1. Tvrzeni V(1): 1 = 1(1; D je pravdivé. tvrzeni pro - viechna
prirozena cisla. Pozna-
2. Predpokladame, Ze plati menejme, ze pocitac
V(/{): 142434+ k= k(k+1) . je schopen ?Verlt plat-
2 T nost tvrzenl pouze pro
(INDUKCNI PREDPOKLAD) koneény pocet piiroze-

Ovéfime, Ze plati nych cisel.

Vk+1): 14243+ 4+k+(k+1) = (k+1)2(k+2).
(CiL INDUKCE)

Dtkaz: (1+2+3+---4+k)+(k+1)=
(pouzijeme indukéni predpoklad)

. (k)(12c+1) + (k + 1) _ k(D) +2(k+1) _ (k+1)(k+2)

2 2 )

Ovérili jsme oba pfedpoklady, tudiz tvrzeni V(n) je
pravdivé pro vSechna n € N.



Diikaz nerovnosti
(1+2)" > 1+ nx pro
xr > —1 podal Svy-
carsky matematik Ja-
cob I. Bernoulli (1654-
1705).

Zabyval se rovnéz
teorii fad a dokéazal
divergenci harmonické
fady. Vyfesil diferen-
cialni rovnici

y' = plx)y + q(x)y",
ktera nyni nese jeho
jméno.

12 Matematicka analyza 1

Priklad 1.7: Bernoulliova nerovnost
Méame dokazat, ze Vn e N, Vre R, x > —2 plati:
(1+2)">14nz.

1. Pron =1 nastane rovnost 1 +x =1+ x.

2. UkdZeme, Ze plati: (1+2)"*t > 1+ (n+1)z. Upravime
uvedenou nerovnost a dostaneme

1+2)"1+2) > 1+nr+x,
1+z)"+(14+2)c > 14+nzx+z.

Podle indukéniho predpokladu je (1 + z)" > 1+ nx
a staci tedy dokazat, ze

(1+z)"z>ux.

Pro x > 0 nerovnost zfejmé plati.

Pokud x < 0, pak uvedenou nerovnost vydélime =z
a dostaneme (1 4 x)" < 1. Tato nerovnost plati pro
—2 <z < 0. Coz jsme méli dokazat.

Cviceni 1.4: Dokazte néasledujici vztahy.
a) VneN: 1+qg+¢+ - +q¢t :—11__‘1(;_
[(D1=1; 2) 1+q+¢+ - +¢""+q"=

1—q 1—q

b) VneN, n>4: 2" >n?,
[1)2°> 52 2)27 =225 022> (n+1)2.]

L1292 4 92 2 _ (2nt1)(ntDn
c) VneN: 1° +2°+ 3% + .- 4 n° = ——F——.
1)1=1; 2) *’+224+3F+---+n’+(n+1)3?*=

(2n+1)6(n+1)n + (n + 1)2 _

((@n+1)n+6(n+1))(n+1) _ (2n+3)(n+2)(n+1) ]
6 6 :



http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/history/Mathematicians/Bernoulli_Jacob.html
http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/history/Mathematicians/Bernoulli_Jacob.html
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2 Mnoziny
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Definice 2.1: MnozZina je soubor objektt, které nazyvame
prvky mnoziny. PiSeme x € A a ¢teme x je prvkem mno-
ziny A, popf. y € B a ¢teme y neni prvkem (nepatii do)
mnoziny B.

Rekneme, 7Ze mnozina A je podmnoZinou mnoziny B, pi-
seme A C B, kdyz plati:

Jestlize z je prvkem mnoziny A, pak z je také prvkem mno-
ziny B. Zkrdcenée AC B Vre A= x € B.

Priklad 2.1: Zadani mnozin

A =1{1,3,9} - mnozina je zadana vyctem prvkd.

B = {z ; x jeliché ¢islo} - mnozina prvki stejné vlast-

nosti.

Plati: 4¢ B a AC B.

Definice 2.2: Rovnost dvou mnozin je definovana vzta-
hem: A=B< AC BABC A.

Rekneme, 7ze A je vlastni podmnozina B, jestlize
ACBNA#B.

Sjednoceni mnozin A, B zna¢ime A U B a plati
AuB={x:z€ AVx € B}.

Prunik mnozin A, B: ANB={z:2€ ANz € B}.
Doplnék mnoziny A: A" = {x: 2 ¢ A}.
Rozdil mnozin A, B: AAB={x:x€ ANz ¢ B}.

Prazdna mnozina se znadci () a neobsahuje zadny prvek.

Cviceni 2.1:

a) NapiSte negaci vyroku A C B

[3]70 EA/\%QQB]

b) Dokazte tvrzeni: a) ) C A, b) A\B=ANDB.

[a) Sporem: Negace implikace © € ) Az ¢ A je nepravdiva,

tedy implikace © € ) = x € A je pravdiva.

b)re AB&sreANegBesre ANz eB re ANB ]

Rostouci mira zobec-
novani a abstrakce
v matematice vedla
k zavedeni pojmu
mnozina. Prvni uce-
lenou teorii mnozZin
vytvoril némecky
matematik Georg
Cantor (1845-1918).

@
ANB



http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/history/Mathematicians/Cantor.html
http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/history/Mathematicians/Cantor.html

D(f)={a,b} H(f)={1}
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2.
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1 Zobrazeni mnozin

Definice 2.3: Kartézskym soué¢inem mnozin X,Y na-
zveme mnozinu

XxY={(z,y); e X, yeY},

dvojice (z,y) se nazyva usporadana dvojice prvki mnozin
X, Y. Libovolna podmnozina kartézského soucinu se nazyva
relace.

Podmnozina f C X X Y se nazyva zobrazeni z mnoziny X

do mnoziny Y, jestlize plati

(z,11) € fA(y2) €Ef=y1 =1o.

(Ke kazdému x € X existuje nejvyse jedno y € Y takové, ze

(z,y) € f).
Piseme: f: X — Y nebo y = f(x).

Priklad 2.2: Oznac¢ime-li ¢as t a ujetou dréhu auta s(t),
pak dvojice (¢, s(t)) tvori zobrazeni.

Dvojice (student, zndmka z matematiky) tvoii zobrazeni.
Dvojice (auto, statni poznéavaci znacka) tvori zobrazeni.
Cuicent 2.2: Urcete, kdy dvojice (znamka, student) tvoii
zobrazeni a kdy pouze relaci.

[ Dvojice tvoii zobrazeni, kdyz neexistuji dva studenti se stejnou znam-

kou. Jinak se jedna o relaci. |

Definice 2.4 :
Defini¢ni obor zobrazeni f se nazyva mnozina

D(f)={zeX:3yeY Ay=fz)}

(mnozina vzord, argumenti, nezavislé proménnych).

Obor hodnot zobrazeni f se nazyva mnozina

H(f)={yeY:3ze X Ny =f(z)}

(mnozina obrazi, zavislé proménnych).
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Definice 2.5: Zobrazeni f: X — Y se nazyva
prosté (injektivni), jestlize

Vxl,xg c X: 1 7é$2 :>f($1) %f(IQ),
na mnozinu (surjektivni), jestlize

VyeYdre X takové, ze y= f(z),

vzajemné jednoznacné (bijektivni), jestlize je prosté, na
mnozinu a X = D(f).

N . : Z / : v/ H . VZ/ . v
Priklad 2.3: Zobrazeni ¢islo losu los je vzajemné
jednoznacné zobrazeni.

Definice 2.6 : Necht f C X XY je zobrazeni. JestliZe mno-
zina f1 = {(y,z) € Y x X : (x,y) € f} je zobrazeni, pak
fikadme, e f~1 je inverzni zobrazeni k zobrazeni f (a nao-
pak).

Priklad 2.4: Zobrazeni f~!: los — ¢islo losu je inverzni
zobrazeni k zobrazeni f z pfedchoziho piikladu (2.3).

Véta2.1: Zobrazeni f: X — Y je prosté pravé tehdy,
kdyz existuje inverzni zobrazeni f~!.

Dukaz: 7=" Dtkaz povedeme sporem. Budeme piedpo-
klddat, Ze mnozina f! = {(y,z) € Y x X : (z,y) € f}
neni zobrazeni, tedy dy € Y, dxq, x5 € X, 1 # x5 takové, ze
(y,21) € f7I A (y,22) € f7. Potom (21,y) € fA(22,9) € f,
coz je spor s predpokladem, Ze f je prosté zobrazeni.

7«<” Nyni pro spor predpokladame, Ze f neni prosté zob-
razeni, tedy dy € Y, day, 20 € X, 21 # w9 takové, zZe
(xluy) S f /\(x27y) S f = (yaxl) S f_l /\(y7x2) S f_17 CcOZ
je spor s predpokladem, ze f~! je zobrazeni.

= {(a71)7(b7 2)} je

prosté a na.

X Y

[ = {(aal)v(b’ 2)} je

vzajemneé jednoznacné.

Y X

fil = {(17 CL), (2’ b)}
je inverzni zobrazeni
k zobrazeni f .
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3 Realna c¢isla

Potieba pocitat dny, Definice 3.1: Zakladni mnoziny cisel tvori ¢isla:

urodu, méfit a delit Pfirozend N={1,2,3,...}

pozemky ap. vedla k i

vytvoreni pojmu c¢islo. Cela 7 = { ..,—2,—1,0,1,2,.. }
Racionalni Qz{g;pEZ,QEZ,q#O}
Realna R (budeme definovat)

Teprve v 16.stoleti se . . o 9 _

v Evropé rodi pfed- Komplexni C={a+ib; a,be R, i*=—1}

stava o iracionalnich

¢islech jako o desetin- Pouzijeme-li desitkovou soustavu pro zapis zlomku %, dosta-
nych Cislech s neukon- neme vyraz % = 0,333... = 0,3. Zobecnéni tohoto zapisu vede k
cenym neperiodickym nasledujici definici.

zapisem.

Némecky matematik Definice 3.2: Vyraz a= tap,ajazas ..., kde ag € Z,
Richard Dedekind a; € {0,1,2,...,9}, i € N nazyvame desetinnym roz-
(1831-1916) vojem.

Jestlize existuje k& € N takové, ze Vi > k je a; = 0, pak
hovoifime o koneéném desetinném rozvoji, jinak o neko-
neé¢ném desetinném rozvoji.

V pripadé, kdy se v nekonecném desetinném rozvoji ¢islice
nebo skupiny c¢islic neustale opakuji, pak hovorime o perio-
dickém desetinném rozvoji, v opacném pripadé o nepe-
riodickém desetinném rozvoji.

prisel na myslenku,
ze je-li mnozina ra-

U Priklad 3.1: Cislo 3 = 0,75 mé kone¢ny desetinny rozvoj.
cionalnich ¢isel roz- 4

délena na dvé ne- Cislo 1,11--- = 1,1 m4 (nekonecny) periodicky desetinny

%razgne f‘i{dm}mmﬁy rozvoj a predstavuje napiiklad dobu ¢, po kterou skace mic,
1, W2 akove,  ze . . ; ; v 12 vr .

Vi €01, Vi € Qs Jehoz,prvm vs,kok trva 1 sekundu a kazdy dalsi skok je de-

g < q2, pak eXiStuje Setkrat kl“atSI.

takové realné &islo r, Zéroven 9t =10t —t=111-11=10, tedy t = 3.

ze Vgre@Qi:iq <r,

V € : > r. . 71,72 v v 17 . 7 .
4 € Q2 g2 y Definice 3.3 : Rikame, ze kazdy desetinny rozvoj reprezen-
Dnes se tato mys-

lenka oznaduje jako tuje realné ¢islo. Konecny nebo periodicky desetinny rozvoj
Dedekindovy — fezy. reprezentuje racionani Cislo. Neperiodicky rozvoj reprezen-
tuje iracionalni cislo.

Q1 Q2

Cvicend 3.1: Dokazte, ze zlomek g, kde pe Z, g€ Z,
g # 0 lze zapsat jako kone¢ny nebo periodicky desetinny
rozZvoj.


http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/history/Mathematicians/Dedekind.html
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[Naznaéime déleni p:q= +ag,a1asas ..., pak existuje
nejvyse ¢ ruznych zbytkt déleni zy,2o,...,2x, £k < g takovych, zZe
(10- %) : ¢ = a; + zi11, ¢ = 1,2,...,k. Pokud existuje i takové,
ze zbytek déleni z; = 0, pak dostaneme konecény desetinny rozvoj,
v opacném pripadé se po nejvyse g krocich za¢nou zbytky z; i ¢isla a;

pravidelné opakovat. |

Piiklad 3.2: Cislo /2 je iraciondlni. M4 neperiodicky

desetinny rozvoj. Skutecnost, ze pre-
o g ) pona ctverce o strané

Pro diikaz sporem predpokladame, ze 2 € Q, neboli jedna se neda vyja-
V2 = g, p,qg € N a p,q jsou nesoudélna cisla, potom diit jako podil dvou
2q2 _ p2 — 2|p2 - 2’]? = Jk € N:p = 2k = 2q2 _ pfi‘rozenych Cisel, byla
4k* = 2|q. Odtud vyplyva, ze p,q jsou sud4 &isla, coz je objevena v Pythago-
) ’ ? ? rejské skole. Pythago-

spor s predpokladem jejich nesoudélnosti. ras ze Samu (5697-

4757 pr.n.l).
Cuiceni 3.2: Dokazte v/a € Q, kde a je prvocislo.

[ Ditkaz je podobny jako pro v/2.]

Definice 3.4: (Usporadani na R.)
Na mnoziné celych ¢isel Z definujeme usporadani < (¢teme: je
mensi nez) nasledovné: -+ - < -2< -1<0<1<2<---.

Podobné definujeme usporadani < pro ¢isla s konec¢nym de-
setinnym rozvojem (napf. —3,1 < —0,5; 3,157 < 3,16 ap.).

Pro n € N a nekonec¢né desetinné c¢islo a = +ag, ajasas. ..
definujeme n—mistnou dolni g, = =+ap,a1a2...a, a
n—mistnou horni @, = +ag, ajas...a, + (0,1)" desetin-
nou aproximaci ¢isla a .

Pro a,b € R definujeme

a<b&sdneN: @, <b,.

Jestlize a £ b, pak piSeme a > b.

Rovnost c¢isel a,b € R je dana vztahem

a=bsa>bAb>a.

Priklad 3.3: -3,1 <05

| |

K &slu 7= 3,1415926... je m =3,1 a 73 = 3,142. 32101 23



http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/history/Mathematicians/Pythagoras.html
http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/history/Mathematicians/Pythagoras.html

Mozna vas rovnost
0,9 =1 piekvapila.
Zkusime proto nasle-
dujici vypocet
$3=1%
033...-3=1¢<
09=1.

V roce 1878 publiko-
val Georg Cantor ¢la-
nek, ve kterém vy-
slovil hypotézu kon-
tinua, neboli tvrzeni,
ze vSechny nekonecné
mnoziny maji bud mo-
hutnost mnoziny pfi-
rozenych c¢isel nebo
mohutnost intervalu.
V roce 1963 americky
matematik Paul Co-
hen (1934- )

dokézal, ze hypotéza
kontinua je nerozhod-
nutelna. To znamena,

ze se neda dokazat, ani
vyvratit.

0,10111011...
0,01101001...
0,00011011...
0,11100101...

0,00111011...
0,10101001...
0,00111011...
0,11110101...

b=0,0011...
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Cvicent 3.3:

a) Dokazte r <2 a 09=1.
[Ty = 3,1416 < 3,1428 =:§§4; 0,
b) Dokazte a <b<b—a > 0.
[a<bs dneN:a,<b,=b—a>b,—a,>0.]

9,=1=1

=n»

n € N.]

3.1 Mohutnost mnozin

Definice 3.5: Rekneme, 7e mnoziny X,Y maji stejnou
mohutnost, jestlize existuje vzajemné jednoznacné zobra-
zeni F': X — Y . PiSeme m(X) =m(Y) nebo X ~ Y.

Definice 3.6 :
dn € Ntak, ze X ~ {1,2,...,n}. Rikdme, Ze X m4 n prvki.
Mnozina X se nazyva spocetna, jestlize X ~ N.

Mnozina X se nazyva nespocetna, jestlize neni kone¢na ani
spocetna.

Mnozina X se nazyva konecna, jestlize

Priklad 3.4

Ozna¢ime Ny = {n € N : n je sudé}, pak f(n) = 2n je
bijekce N — Ny a N ~ Nj.
Zobrazeni f(n) = (—1)"ZEEU"L 56 bijekce N—Z a

1
N~ Z.
i+j—2
Necht (7,j) € N x N, pak f(i,7) =i+ >_ k je bijekce
k=1

NxN—=NaNxN~N.

Cvicent 3.4: Dokazte, ze Q je spoCetnad mnozina.
[ Ukazte, 7e Q ~ Z x N.]

Priklad 3.5: Mnozina realnych ¢isel je nespocetna.

Pro jednoduchost uvazujeme pouze podmnozinu M C R
tvaru M = {0,a1a0as... : a, € {0,1}}. Predpokladame,
ze existuje bijekce f: N — M. Nyni vytvofime ¢islo b =
O,blbzbg... , kde b; = 1—a;, pak b e M, ale b Q H(f),
tedy f neni bijekce a mnozina M je nespocetna.


http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/history/Mathematicians/Cohen.html
http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/history/Mathematicians/Cohen.html
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Cviceni 3.5: Cantorovo diskontinuum.

—t———
oo 2" k k o+ 21 2 7 8
Uvazujeme mnozinu C = (0,1)\ J U (33;2’33;1)_ 9 9 3 3 9 9

(Z intervalu (0,1) vyjmeme prostiedni tfetinu, ze zbylych
dvou tfetin vyjmeme opét prostiedni tietiny atd.).

Sectéte délku intervali vyjmutych z intervalu (0, 1) a do-
kazte, ze Cantorovo diskontinuum C je nespoc¢etnd mnozina.

[a) S Z =1 b) Pokud dslo

3n

n=1

a € C zapiseme ve tvaru a = % + 33 + 53 +- -+, pak a; € {0,2} a podle

ptredchoziho pfikladu (3.5) je C mnozina nespocetna. |

3.2 Suprémum a infimum

Definice 3.7: Rekneme, Ze mnozina A je
shora omezena, jestlize JK eRVze A: z < K, |
zdola omezena, jestlize dJLeRVre A: L <z, L A K
omezena, jestlize je zaroven shora a zdola omezena,
neomezena, jestlize neni omezena.

Priklad 3.6: Mnozina prirozenych ¢isel N je zdola omezena
a neomezena.

Definice 3.8: Necht ) # A C R. Cislo sup A € R nazy-
vame suprémem mnoziny A, jestlize plati:

I.Vre A:x <supA, (horni zavora), A ,
[
2. Ve >0 d2’ € A: supA —e < 2/, (nejmensi horni \ sup A-e sup A
Zavora).

Cislo inf A € R nazyvadme infimem mnoziny A, jestlize

plati:
l1.Vve A:inf A <z, (dolni zavora),
2.Ve >0 32" € A: infA+¢ > 2/,  (nejvétsi dolni
zZavora,).

Je-li sup A € A, pak se nazyva maximem mnoziny A a znaci
semax A . Je-liinf A € A, pak se nazyva minimem mnoziny
A a znaci se min A.




aop aop+1
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Priklad 3.7:
Pro A= (2,5)je inf A=minA=2 a supA=>5.

ProA:{1,%7}1,%,...}jeinf/l:0 asupA =maxA=1.

Pro neomezené mnoziny napt. A = (—o0,1) dodefinujeme
infA=—-0c0, pro A=1{1,2,3,...} je supA=o0.

Véta3.1: (o existenci supréma)
Necht ) # A C R, A je shora omezena. Pak existuje sup A.

Dukaz: Protoze mnozina A je shora omezenda a neprazdna,
tak existuje ag € Z, které spliiuje nasledujici dvé vlastnosti:
WVreA:x<ay+1, d)da’eA: ' >aq.

Dale, existuje a; € {0,1,2,...,9} tak, ze

i) Ve € A: © < ag,ap + 0,1, 4i) Ja” € A: 2" > ap,a;.
Podobné existuje as € {0,1,2,...,9} tak, ze

i) Ve € A: o < ag,aras + (0,1)%, i) 2" € A: 2" >
ap,a1as a tak dale.

O cisle a = ag,a1az2a3 ... lze dokézat, ze spliuje podminky
supréma mnoziny A.

Cicent 3.6: Dokoncete diikaz predchozi véty.

[ Ditkaz povedeme sporem.
1) Nejdiive dokézeme, Ze ¢islo a = ag,ajasas ... je horni zéavora mno-
ziny A. Pro spor predpokladame, ze dxg € A A 29 > a = dn € N
Nz > Tg, > U = Qg,a102 + -+ + a, + (0,1)", coz je spor s prvni
vlastnosti ¢isla a. Tedy c¢islo a splnuje prvni vlastnost supréma.
2) Nyni dokazeme, Ze a je nejmensi horni zavora. Opét pro spor pred-
pokladame, ze de > 0 tak, ze Ve € Aplatix < a—¢ = 2 < a =
dneN: 7z, <a, = ap,a1a2 + - - - + a,, coz je spor s druhou vlastnosti

isla a. Tedy a spliuje i druhou vlastnost supréma. |

Definice 3.9: Zobrazeni f: R — Rj = {z € R : 2 > 0}
dané predpisem f(x) = max{x,—z} nazveme absolutni
hodnotou.

Absolutni hodnotu ¢isla = zna¢ime |z|.

r x>0

—x x<0.
[z > 0= max{z,—z} =2z, r<0=max{zr,—z}=—x.]

Cvicent 3.7: Dokazte: |x| = {
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Véta3d.2: (vlastnosti absolutni hodnoty)
Necht a,b € R, pak

) lal 20, fo-bol=lal- 1. |2]=1 b0,
bl ||
Va? = lal ,
i) |a+ 0| < la| + |b] trojuhelnikova nerovnost,

iii) ||la| — |b|| < |a — b ¢islo |a — b| nazyvame

vzdalenost bodu a,b.

Cvicent 3.8:

a) Dokazte trojuhelnikovou nerovnost.
|Z¥ejms %z < |z, pak pro z+y > 0je [ +y| =z +y < |z + |y
aproz+y<0jelr+yl=—-2—y<|z[+]yl.]

b) Dokazte, Ze mnozina A je omezend pravé tehdy, kdyz
Je>0Vee A: |z] <c.

[Ztejmé |z| < ¢ & —c < x < ¢ = mnoZina A

je omezena zdola i shora. Obracené mnozina A je omezena zdola
= L <z, shora = x < K. Tedy |z| < ¢ = max{|L|, |K|}.]

Definice 3.10:

Mnozinu U(zg) = {z € R: |z — 29| < ¢} nazveme okolim
bodu zy. Mnozinu P(xy) = U(zo)\{zo} nazveme prsten-
covym okolim bodu z.

Cviceni 3.9: Dokazte: (b—e,b+¢) ={x e R: |[x—b| < e},
[[t—bl<es —cec<z—-b<esb—ec<z<bte.]

Definice 3.11:

Bod a € A C R se nazyva vnitifnim bodem mnoziny A,
jestlize U (a) takové, ze U(a) C A.

Mnozina vSech vnitinich bodd mnoziny A se nazyva vnitiek
mnoziny A a znaci se intA .

Mnozina A se nazyva oteviena, jestlize A = intA.

Bod b € R se nazyva hraniénim bodem mnoZiny A,
jestlize YU (b): Ub)NA # DAUD) N (R\A) # 0. Mno-
zina vSech hrani¢nich bodi mnoziny A se nazyva hranice
mnoziny A a znaci se 0A.

Mnozina A = AU JA se nazyva uzavér mnoziny A .

Mnozina A se nazyva uzaviena, jestlize A = A.

T~

~—
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Definice 3.12:

Bod ¢ € R se nazyva hromadnym bodem mnoZiny A,
jestlize v kazdém jeho okoli lezi nekonec¢né mnoho bod® mno-
ziny A, v opa¢ném pripadé se nazyva izolovanym bodem
mnoziny A.

Mnozina, jejiz vsechny body jsou izolované, se nazyva dis-
krétni.

Priklad 3.8:

1.

2.

Necht A = (0,1), pak A je oteviend mnozina, A =
{0,1}, A = (0,1), kazdy bod uzavéru A je hromadnym
bodem mnoziny A.

Necht A = {1,%,%,%...}, pak 0A = AU {0}, A neni
uzaviena ani oteviend, jedinym hromadnym bodem
mnoziny A je bod 0 a A je diskrétni mnozina.

Cviceni 3.10:

a)

Dokazte: Mnozina A C R je oteviend < mnozina R\ A
je uzavrena.

[ A je oteviend < Va € A3U(a): Ula) C A =
a ¢ 0A = O(R\A) = d(R\A) ¢ R\A=R\A=R\A .]

Overte, zda plati: Mnoziny A,,n € N jsou oteviené,

0 o

pak |J A, je oteviend mnozina, () A, je oteviend
n=1 n=1

mnozina.

[ae U A, =
n=1

dneNANa€A,= FU(a): Ula) CA, C U A= U A, je
n=1 n=1

[e.e]
oteviend mnozina. Naopak () A, nemusi byt oteviend mnozZina,
n=1

napf. pro A, = (=1, 1) je N 4, = {0}. Jednobodové mnozina
n=1

{0} je uzaviena. |
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4 Posloupnosti

Definice4.1: Zobrazeni f: N — R se nazyva posloup-
nost realnych ¢isel. Misto f piseme {a, }22 ,, zkracené {a,}
a Cislo a, se nazyva n-ty ¢len posloupnosti {a,}.

Priklad 4.1: (specialni typy posloupnosti)

1) Aritmeticka posloupnost je definovana pred-
pisem a, = a; + (n — 1) - d, a;,d € R, &islo d se nazyva
diference.

2) Geometricka posloupnost je definovana pted-

(n—1)

pisem a,, = ai-q , a1,q € R, ¢islo g se nazyva kvocient.

3) Fibonacciova posloupnost je definovana pred-
pisem a,i9 = G,+1 +a, s pocatecnimi hodnotami a; =1,
as = 1.V tomto pripadé, kdy nasledujici prvek posloup-
nosti je definovan pomoci nékolika predchozich prvki, ri-
kame, ze posloupnost je definovana rekurentné .

Definice 4.2 : (vlastnosti posloupnosti)
Posloupnost {a,} se nazyva

shora omezena, jestlize 3K e RVn e N: a, < K,
zdola omezena, jestlize 3K €e RVn e N: q, > K,
omezena, jestlize je omezena shora i zdola,
neklesajici, jestlize Vn € N: a,, < a,41,
nerostouci, jestlize Vn € N: a, > a,1,
monotonni, jestlize je neklesajici nebo nerostouci,
rostouci, jestlize Vn € N: a,, < a1,

klesajici, jestlize Vn € N: a,, > a,1,

ostie monotonni, jestlize je rostouci nebo klesajici.

Pozndmka 4.1: (ekvivalentni definice omezenosti)
Z cviCeni (3.8b)) vyplyva, Ze posloupnost {a,} je omezena
pravé tehdy, kdyz 3K e RVn e N: |a,| < K.

Priklad 4.2

1. Harmonicka posloupnost definovana predpisem

an = L je omezend a klesajici.
n

2. Geometrickd posloupnost {¢"} je omezend pro
—1 < g <1, rostouci a neomezena pro ¢ > 1, neome-
zena pro q < —1.

Vlozime do banky po-
c¢ateéni vklad a;. Pri
roc¢nim uroku v mame
na uctu na konci roku
zustatek ag=a;+ua;
=a;(1+u). Po dvou
letech je zlistatek az =
as(1+u) = a;(1+u)?.
Po n—letech sporeni
je nas zustatek roven
ap+1=a1(14+u)"™. Spo-
feni je tedy popsano
geometrickou posloup-
nosti a, s kvocientem
g=1+u.

Leonardo Pisano Fi-
bonacci (1170-1250)

popsal nasledovné
problém  rozmnozo-
vani  kralikd. Do

dostatecné velké klece
umistime jeden par
mésic starych kralik.
Ptame se, kolik part
kraliki bude v kleci
na konci jednoho
roku, kdyz kazdy par
ma kazdy mésic opét
jeden par potomkui
a kralici maji prvni
potomky ve dvou
mésicich?


http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/history/Mathematicians/Fibonacci.html
http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/history/Mathematicians/Fibonacci.html
http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/history/ Mathematicians/Fibonacci.html
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4.1 Limita posloupnosti

Pojmy konvergentni a Definice 4.3: Rekneme, e posloupnost {a,} je konver-
divergentni jako prvni

.. L entni, jestlize
pouzil v souvislosti se g )

scitdnim fad cisel Ja- JaeRVe>0dne NVneN:n>ny=la, —al <e.
mes Gregory (1638-
1675). Rikéme, %e a je limita posloupnosti {a,} a piSeme

lim a, = a.

n—oo

Jestlize posloupnost {a,} neni konvergentni, pak fikdme, ze
je divergentni. Specialné, jestlize

VKeRIngeNVneN:n>ny=a,>K (a,<K),

pak fekneme, Ze posloupnost {a, } diverguje k +00 (—o0).

Priklad 4.3

v 1. Pro harmonickou posloupnost plati lim £ =0.
1 1 . {l} n—oo
" K danému ¢ > 0 hledame n, takové, aby pro n > ng
. t . platilo \% — 0| < e. Volime tedy ny > %, potom pro
A S ot L <o
0 123 567 @ n>mng > < plati = <e

2. Geometricka posloupnost {¢"} je konvergentni k 0 pro
—1 < q <1, je konvergentni k 1 pro ¢ = 1, diverguje
k +00 pro g > 1 a diverguje pro ¢ < —1.

Priklady
Véta4.1: (jednoznacnost limity)
Kazda konvergentni posloupnost ma pravé jednu limitu.
(Kazda posloupnost ma nejvyse jednu limitu.)
Dikaz: Budeme pro spor predpokladat, ze posloupnost {a,,}
y ! mé alespon dvé limity a # b. Necht a < b, pak volime ¢ > 0
b | {a,} tak, ze a +¢e < b—e. Z definice limity dostaneme
. dng e NVn e N:n>ny=|a,—a| <e < a—e <a, <ate
b—e : a zaroven
a+e . dny e NVn e N:n > n; = |a,—b| < e & b—e < a, < b+e.
0 | ) Tedy pro n > max{ng,n1} je a, < a+e<b—e<ay,, coz
- je spor.
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Cvicent 4.1: Zaménte kvantifikdtory v definici limity a po- P"ahg’ opfené o veli-
kuste se najit posloupnosti, které spliuji tyto nové vlast- oy Vel.ke ,,neboo m alé

) 5 jak je libo” mulzeme
nosti. [ Napr. najit jiz v tiinacti kni-
vlastnost Va € RVe > 03dnyVn € N:n > ng = |a, — a] < € ne- héach Zdkladd teckého
spriuje zadna posloupnost, protoze podle véty (4.1) kazda posloupnost matematika FEukleida

?-265? pi.1
ma nejvyse jednu limitu, zde by se vSak méla blizit ke vSem realnym (3257-2657 pf.n.l).

¢islim (Va € R).

Vlastnost Va € RVe > 0dny 3n € N: n > ny = |a, — a| < € spliiuje
posloupnost, ktera obsahuje vSechna racionalni ¢isla, protoze ke kaz-
dému realnému ¢islu a najdeme racionalni ¢islo a,, které je libovolné
blizko (|a, — a| < €). Rikdme, Ze mnoZina racionélnich ¢isel je husta

podmnozina realnych cisel.

Vlastnost 3a € RVe > 03ng In € N: n > ng = |a, — a|] < ¢ spliluje .
Pomoci tzv. exhaus-

kazda posloupnost. Staci volit @ = ag,ng = 1. tivid metody (ba je 7a-

Vlastnost 3a € R3e >0VngVn e N: n>ng = |a, — a| < ¢ spliluje loZena na nekoneéném
kazd4 omezend posloupnost, protoze Vn € Nn > ng je a —e < a, < déleni) dokazal napii-

a — ¢ a konefnd mnozina {ai, as, ..., a,,} je také omezena. | klad odvodit tvrzen,

o . . . o . L, 7ze objem kuzele je
zkou souvislost mezi pojmy limita posloupnosti a uzaviena t¥etina objemu vélce,
mnozina popisuji nasledujici dvé véty. ktery ma stejnou pod-

< ) ; % 20 . stavu a vysku.
Vétad.2: Necht I C R je uzaviena mnozina a konvergentni viawy

posloupnost {a,} C I, pak lim a, =a € I.
n—oo

Dukaz: Vétu dokazeme sporem. Predpokladame, ze
I{a,} C I, lima,=ayNag&1I. Ula) 1
n—oo
o o . - L, .., 4%}64—6—0—0—0%
Tedy ag € {R \ /}. Protoze mnozina [ je uzaviena, je jeji a " {a,}

doplnék {R\ I} podle cviceni (3.10) mnozina oteviena. Od-
tud vyplyva, Ze existuje okoli U(ag) C {R\ I}. Zaroven
z konvergence lim a, = ag plyne, ze dng € N Vn > ny:
a, € U(ag) C {R\ 1}, coz je spor s predpokladem {a,} C I.
Odtud plyne ag € I.
Priklad 4.4: Pro otevieny interval tvrzeni véty (4.2) ne-
plati.

Posloupnost {£} C (0,2), ale lim + =0 ¢ (0,2).

n—oo

Véta4.3: Necht I,,, n € N jsou uzaviené intervaly a I; D
Iy D I3 D -+ (tzv. systém do sebe vlozenych uzavienych

0
intervalti), potom () I,, # 0.
n=1
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ayGz ag b3 by by

Priklad:
Pro I, = (=1,%) je
N I,=0.
n=1
yl
6! .
51 °
4! .
31 0
20l .
11 o
123456 =
)
1 . . .
1 23456
-1 o) o o
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Dikaz: Oznacime I; = (a;,b;),i € N, potom a3 < as <
< by < by. Tedy posloupnost {a,} je neklesajici, po-
sloupnost {b,} je nerostouci a obé posloupnosti jsou ome-
zené. Oznacime a = sup{a,} a dokazeme, Ze lim a, = a.
Z definice supréma vyplyva, ze o
i) VneN:a, <a, i) Ve>03a, € {a,}:a—¢c<ay,.
Odtud vyplyvad Vn > np:a —¢ < ay, < a, <a<a+e,
neboli lim a,, = a. Podobné plati lim b, = inf{b,} = b.

n—oo n—oo
(Dokazali jsme, Ze omezend a monoténni posloupnost ma

limitu.)
Nyni dokdzeme a < b, tedy () I, = (a,b).

n=1
Pro spor predpokladame a > b a volime ¢ takové, ze a—e >

b+ €. Z vlastnosti supréma a infima dostaneme

dan, € {ap}:a—¢e <ap, b, € {b,}:b,, <b+¢e apro
n > max{ng,n1} je b, < b, <b+e<a—e<ay < a,,
coz je spor s predpokladem a, < b, .

Definice4.4: Necht {a,} je posloupnost a {k,} C N
je rostouci posloupnost prirozenych cisel, potom posloup-
nost {a; } nazveme vybranou posloupnosti z posloup-
nosti {a,} .

Priklad 4.5

Uvazujeme posloupnost {1,2,3,4,...}, pak vybranou po-
sloupnosti je naptiklad posloupnost {2,4,6,...}.

Z posloupnosti {(—1)"}, je vybranou posloupnosti napfi-
klad posloupnost {(—1)*}.

Nasledujici véta popisuje vztah omezené a konvergentni po-

sloupnosti.

Vétad.4:

i) Kazda konvergetni posloupnost je omezena.
ii) Monoténni a omezené posloupnost je konvergentni.

iii) (Bolzano-Weierstrass) Z kazdé omezené posloupnosti lze
vybrat alespon jednu konvergentni posloupnost.
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Dukaz:

i)

i)

iii)

Jestlize posloupnost {a,} je konvergentni, potom
da € RVe > 03dngVn > ng: la, —al <e =>a—¢e<
anp < a+e=la,| <la|+¢.

Polozime-li K = max{|a1], |az],...,|an,l|,|a| + ¢}, pak
plati Vn e N: —K <a, < K. Tedy {a,} je omezena
posloupnost.

Tento bod jsme dokazali v prvni ¢asti dikazu véty (4.3).

Jestlize {a,} je omezend posloupnost, potom
Jai1, 00 € R, Vn € N: o < a, < 1. Rozdé-
lime interval I; = (a1, $1) na dvé poloviny a oznac¢ime
I = {(ay, ) tu polovinu, kterd obsahuje nekoneéné
mnoho prvki posloupnosti {a,} a opét ji rozdélime
na poloviny atd. Dostaneme systém do sebe vlozenych
uzavienych intervald Iy D I D ---, pro ktery plati
I (g, Br) A ]}Hrolo\ﬁk — | 0. Z véty (4.3)

0

vyplyva, ze Ja € R: () I = a. Z kazdého intervalu
k=1

I, vybereme jeden ¢len posloupnosti {a,} a oznacime

jej {an,}, potom plati lim a,, =a.
n—oo

Priklad 4.6: Definice cisla e.

Budeme vysettovat posloupnost a,

(144"

Dokazeme, ze uvedenda posloupnost je neklesajici:

n+1 n+1
Ant1l (1+%+1)" _ (Ziﬁ)ﬂ _ ( (n+2)n )n+1n_—&—1
an (1—1—%) (n%l) o (n+1)(n+1) n
= (1 — (nj1)2 )”+1n+1 > (Podle Bernoulliovy nerovnosti, piiklad (1.7))

(1

Po

1 n+l _ n+l-—-1 n+l1 __
—(n+ D) = e =1.

dobné dokazte, ze posloupnost b, = (1 + %)nﬂ je neros-

toucl.

Yy
a—+¢€ s
a .
a—¢€ *

ii)

Yy
K e
01234567 <
iii) ‘
Yy
Ba = 1 -
(6] .' *
(05) =.
+—t—t—————+—++ TI'
Na @¢étu Groceném

urokem wu s pocatec-
nim vkladem a; mame
po k letech ziistatek
agi1 = a1(1 + u)k Po-
kud budeme mit ucet
s mésiénim uUrocenim,
pak nas zistatek bude
app1 = ar(1 4+ $5)'2F.
Podobné pii dennim
uroceni dostaneme
aper = ai(1 + %)365@
V roce 1683 Jacob
Bernoulli zkoumal
tento problém sloze-
ného uroceni a hledal
limitu vyrazu (141).
Cislo e se proto také
nazyva bankovni nebo
ristova konstanta.
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(n+1)(n+1) > ",
n+1

N (T (n+2n

n+2
1 n 1 n___
(1 + (n+2)n> ol 2 (1 +(n+ 2>n(n+2)) =1 ]

Zaroven Vn € Nplati: 2=a; <a, <b, <b =4.

o>
S
L~~~
—
+
S |~
N—
3
+
—
L~~~
‘3
=
N—
3
+
V]
3
— —

Posloupnost {a,} je tedy i omezena a podle véty (4.4) ma
limitu. Piseme

lim (1—1—%)n:e.

n—oo

Cislo e se nazyva Eulerova konstanta.
Cvicent 4.2:

a) Dokazte, ze lim (1—1)"=¢e™!.

(1= (2 = () = (14 2 IV )
e !.]
b) Dokazte, ze lim (1 +%4)" =¢€", u>0.
n—oo
[(1+%)n:(n:u~m:>mﬁoo):(1+%)(um)—>e“.]

Priklad 4.7: Vypocet druhé odmocniny ¢isla a > 0.
Definujeme rekurentni posloupnost predpisem
a1 = (3= +a)/2, a1 >0.

Zieijmeé Vn € N je a, > 0. Porovname a,,2 a a,.1 a
ZAroven porovname d, 1 a \/a.

any1 > Gpy2 (7) a1 > Va

api1 =2 (a:+1+an+1>/2 (%‘Fan)/Q > Va
2(ani1)’ > a+ (an1)’ a+ (an)? > 2a,va
(an1)® > a a—2a,va+ (an)® > 0

a1 > Va (Va—a,)* > 0

Vidime, Ze posloupnost {a,} je nerostouci a zdola omezen,

tedy existuje b = lim a,. Pfejdeme k limité v rovnosti
n—oo

anr1 = (= + a,)/2 a dostaneme b = (§ + b)/2, odtud
2 =a+b a b=+a.
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Cvicent 4.3:
a) Najdéte lim a,, jestlize
n—oo
ar =95 a ayr1 =6+ a,.
|Ztejmé Vn € N je a, > 0.

Porovname a,,2 a a,+1 a matematickou indukci dokazeme, ze

VneN je a, > 3.

Upy1 > Gpre (7) any1 > 3 (7)
anr1 > 6+ ang1 1) a;=5 > 3
(@py1)? —api1 —6 > 0 2) Necht a, > 3, pak
(ans1 —3)(@ne1 +2) > 0 a1 =vV6+a, > V6+3=3
Ant1 > 3

Vidime, ze posloupnost {a,} je zdola omezenéd a klesajici, tedy
existuje b = lim a, . Pfejdeme k limité v rovnosti a,,. 1 = v/6 + a,
a dostaneme b = /6 + b, odtud b = 3.

b) Pravdépodobnost pteziti bunék.

Predpokladame, ze k rozdéleni builky na dvé dochazi
s pravdépodobnosti p > 0. Oznacime p,, pravdépodob-
nost, ze existuje n generaci potomku prvni bunky, tedy
p1 = p. Potom pro pravdépodobnost existence n+1 ge-
neraci potomka plati p,.1 = p(1 — (1 — p,)(1 — pn)).

Najdéte limitu lim p,.
n—oo

[Prs2 > Prg1 & p(1 = (1 =ppa1) (1 =pny)) > p(1 = (1 —pn)(1 -
pn)) & (1= pna)(X = prsa) > (1 = pu)(1 = pn) © prsa > pn =
Posloupnost p,, je monoténni a ziejmé 0 < p, < 1. Tedy exis-
tuje b = T}i_}n;opn, ktera spliuje b = p(1 — (1 — b)(1 — b)), odtud
b=2—_.]

Definice 4.5: (Fundamentalni posloupnost)
Rekneme, Ze posloupnost {a,} je fundamentalni (cauchyov-
ska), jestlize

Ve>0dnoVm,neN:m>ng,n>nyg=|a, —a,| <e.

Véta4.5: (Bolzanova-Cauchyova; nutné a postacujici pod-
minka konvergence)

Posloupnost realnych ¢isel {a,} je konvergentni pravé tehdy,
kdyz je fundamentalni.

Posloupnost (1+1)" je
fundamentalni v pro-
storu raciondlnich ¢i-
sel, neni zde vSak kon-
vergentni, je konver-
gentni v prostoru real-
nych cisel.



Louis Augustin Cau-
chy (1789-1857)

vypracoval  zaklady
aritmetizace analyzy,
zpresnil pojmy limita,
spojitost ap.

30

Matematicka analyza 1

Dikaz:
”=" Pro konvergentni posloupnost {a,} plati

JdJaeRVer >03dnyVneN:n>ny = |a, —a| <e;.
Tedy Vm € N,m > ny je |ay — an| = |am —a+ a —
an| < lam —al + |la —a,| < 269 = €. Tedy {a,} je
fundamentalni.

7<” Jestlize {a,} je fundamentélni, pak polozime
K = max{|a1],|azs|, ..., |an,]|; |any+1] + €}. ZFejmé
Vn € N: |a,| < K. Tedy posloupnost {a,} je ome-
zend a podle véty (4.4) lze z ni vybrat konvergentni
posloupnost {a,, }. Necht 1111—>rl<;lo an, = @, potom Veg > 0

dng € NVnp € N: np > ng = l|a,, —al <ey a pro
g, > ng = |a,, — a,| < e ({a,} je fundamentalni).
Odtud pro ny,n > max{ng,ne} dostaneme |a, — a| =
|\, — an, + an, — a| < la, — ap,| + |an, —al < e+ ey.
Tedy a, — a.

Véta4.6: (algebra limit)
Necht lim a, =a a lim b, = b, pak plati:

n—oo n—oo
i) Jlrglo(anjtbn) =a+b,

ii) lim (a, —b,) =a—>b,

n—oo

iii) lim (a, - b,) =a-b,

n—oo

iv) lim & =% b,£0,b+£0.

Dikaz: Dokazeme bod iv), ostatni dikazy jsou podobné.
Budeme ptedpoklddat, ze b > 0 (pro b < 0 je dikaz
obdobny). Potom z pfedpokladu lim b, = b vyplyva, Ze

n—oo
dng € NVn >mng: b, >b/2 > 0.
Chceme dokéazat, ze lim = — ¢ =0.
n—oo "
. 1 16, a| _ |azb—ab,| __ |azb—ab+ab—ab, | __
Upravime proto rozdil [3* —§| = [*55 | ~: | =

an,—a)b+a(b—b,
| (anmelptalbbo)| < 2 (|a, — af [b] + |al [b — b]).

Odtud a z konvergence a, — a, b, — b vyplyva konver-

gence [{* — §[ — 0.
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Priklad 4.8:

L eDEe=2) _ o n?(1-3)(2-2)  (1-0)2-0) _ 2
s R TCTE) R =X R £

Vétad.7: (Véta o sevieni) Necht pro posloupnosti {a,},
{bn}, {cn} platidng e NVn e N:n>ng=a, <b, <c,

a lim a, = lim ¢, =a, potomi limb,=a.
n—oo n—oo n—oo

Dukaz: 7 predpokladi lim a, = lim ¢, = a vyplyva, ze
n—oo n—oo

Ve >0

dng e NVvneNin>ny=la,—a|<e=a—ec<a, a

dnpeNVneN:n>n = |c,—a|l<e=c, <a+e.

Odtud dostaneme pro n > max{ng,n1}: a—¢e < a, <b, <

¢, < a-+e neboli lim b, =a.
n—oo

Priklad 4.9: Pomoci véty o sevieni ukazeme, ze plati:

n!

L. Iim == =0, Jestlize plati
S o n! 1-2- .. 1 ap — OQ, bn - &
nebot O<n_ﬁ:n.n.....n<ﬁ_>0- a lim = = 0, pak
n n—oo "
2. lim % =0 pro a>1. iikame ze posloupnost
e Voli N tak. 7 > ; b, roste v nekone¢nu
olime 19 € o a ’aie...??gljaa’ pc?,moin pTO mnohem rychleji nez
n>ny 0< W T 12 g < ol n 0. posloupnost a, a pi-
) k seme a, << b, u 0.
3. lim =2 =0 pro a>1, keN. " "
" ol L4+h h>0 Jedy
9021@6 a = + n, > a pouziyeme in << n << e <<
binomickou vétu, pak pron > k nl << nt
o<t o ot L
a” (I4+h)™ 1+n.h+...+<kil)hk+1+...+hn
n* _ 1 (k+1)!
nn=1)- - (n=k) ppy1 ~ n (1—%)-----(1—§)hk+1 — 0.

(k1)

4. lim %" =0 pro a>1, k€ N.

n—oo M
Substituci log,n = m dostaneme logyn
gnr = (oo - Lvrzeni tedy vyplyvd z pied-
choziho prikladu.

n—oo

V prikladu 3 jsme ukézali, ze pro kazdé
h >0 je lim = 0. Odtud vyplyva

M Ty
dng e NVn e N: n>ny=n< (1+h)"
=>1<yYn<l+h=Yyn—1.
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Cvicent 4.4 : Dokazte, Ze posloupnost /n je omezena
a pro n > 2 plati a,, > a,.1.

[ Zfejmé 1 < {/n. Omezenost
shora, napf. {/n < 2, mizeme dokézat pomoci matematické indukce
(n<2"=n+1<2"+1<2"+2"=2"),

Druh4 vlastnost plyne z nerovnosti (}) = ”(”_1)"'}27_(’“_1)) < nF a bi-

3

nomické véty. (Pro n > 2 plati: (n+1)" = > ())n" " = kZ:O ()nm =k +

k=0 =
M+1)<n-1)-n*n"*tpr=n""l= "Yn+1<n.)]

Cuvicent 4.5: Dokazte, ze pro a >0 je lim /a=1.

[Pro a > 1 vyuZijeme nerovnosti 1 < /a < /n, proa < 1
1 n/l n
nerovnosti 1 < \/; < {/n.]

Nyni predpokladame, Ze posloupnost {a,} je omezena a bu-
deme zkoumat jeji chovani v co. Pro n € N polozime

a, = inf{a,, ani1, anio, ...} a B, =sup{an, ani1, Gnio, ...}

Naptiklad pro posloupnost a, = % dostaneme

1 1 1 1 1
041:—1,042:—5,053:—5,... 5125,5225,53217....

7. definic posloupnosti oy, 3, vyplyva a, < a, < (3,, po-
sloupnost {a,} je neklesaji a posloupnost {f3,} je nerostouci.
Z omezenosti posloupnosti {a,} zarover plyne i omezenost po-
sloupnosti {a,,} a {0,}. Tedy podle véty (4.4) maji obé po-
sloupnosti limity a ma smysl nasledujici definice.

Definice 4.6 : Necht posloupnost {a,} je omezena, pak

existuje limita lim «, = liminf a, , kterou nazyvame dolni
n—oo n—oo
limita (limes inferior) poslounosti {a,}. Zaroven existuje

limita lim 3, = limsup a,, , kterou nazyvame horni limita
=9 n—00

(limes superior) poslounosti {a,} .

Pro zkraceni zapisu se pouziva znaceni liminfa, = lima, a
n—oo

limsupa, = lima,, .
n—oo

Priklad 4.10: Uvazujeme posloupnost {(—1)"}, potom
lim (-1)" = —1 a lim(-1)" = 1.
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Véta4.8: Omezena posloupnost {a,} je konvergentni
pravé tehdy, kdyz liminfa, = limsup a, = (lim a,).
n—00 =6 n—00
Dikaz: Priklady na posloup-

79 79
=

nosti lze nalézt na
Necht {a,} je konvergentni, potom internetové  adrese

) _ http://trial. kma.zcu.cz/
Jda € RVe>0dng € NVn € Nin >ny = |a,—al < e. Tdb /main. php?T0—2&

Zél”OVGfl oy = inf{an, an+1y - - } . T1=0&T2=0&T3=0&

Chceme dokazat, ze liminfa, = a, neboli TOb=2&C=./4/

n—oo

Ver >0dn e NVneN:n>n; = |a, —al] <e;.
Z definice infima vyplyvd, ze k 5 existuje k > n ta-
kové, ze ap, < ap < o + 5 = o, —ag| < F.
Polozime ¢ = 5, pak pro k > n > ng plati:
la, —a| = |ap, —ap + ap — a| < |ay, — ag| + |a — ax| <
Tt+3=a=>a, —a.
Podobné dokazeme (3, — a, kde 3, = sup{an, ani1, - - .}
Nyni liminfa, = lim o, = lim §, = limsup a, = a.

n—o00 n—o0 n—oo N—00
Déle vime, ze «, < a, < (3, . Z véty o sevieni (4.7) pak

vyplyva, ze lim a, = a.
n—oo


http://trial.kma.zcu.cz/Tdb/main.php?T0=2&T1=0&T2=0&T3=0&T0b=2&C=./4/
http://trial.kma.zcu.cz/Tdb/main.php?T0=2&T1=0&T2=0&T3=0&T0b=2&C=./4/
http://trial.kma.zcu.cz/Tdb/main.php?T0=2&T1=0&T2=0&T3=0&T0b=2&C=./4/
http://trial.kma.zcu.cz/Tdb/main.php?T0=2&T1=0&T2=0&T3=0&T0b=2&C=./4/

Problém sc¢itani neko-
necné mnoha klad-
nych cisel se objevil
napiiklad v Zénonové
paradoxu o Achilovi a
zelve.

Achiles zavodi se zel-
vou a da ji naskok. Po
1 hodiné, kdy je zelva
v bodé P; vybéhne
z bodu F,. Dobéhne
do bodu P, ale me-
zitim Zzelva dojde do
bodu P,, Achiles bézi
do P, ale zelva do P
a tak dale. Tedy Achi-
les Zelvu nikdy nedo-
béhne.

Uvédomime-li si vsak,
ze mna pohyb mezi
body F, a P, potfe-
buje Achiles napriklad
desetkrat méné casu
nez zelva, pak lze uka-
zat, ze k dobéhnuti
zelvy Achiles potie-
buje dobu
t=014+0014---=
0,1= % hodiny.

I It
1t

% hod

100
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Matematicka analyza 1
Rady
Definice 5.1: Symbol
(0.9]
Zan=a1+a2+a3+...
n=1

se nazyva (nekonec¢nd) rada odpovidajici posloupnosti
{a,}. Cisla a, , n € N se nazyvaji ¢leny fady. Soucet

S, =a1+as+ ...+ a,

0
se nazyva Casteény soucet fady > a, .
n=1
Jestlize posloupnost {s,} konverguje k ¢islu s € R, pak fi-
o0

kame, ze fada > a, je konvergentni a mé soucet s. Piseme
n=1

(0.9] o0

> a, =s. Rozdil s — s, = > a; nazyvame zbytek fady
n=1 k=n+1

prislusny ¢lenu a,, .

Jestlize posloupnost {s,} diverguje, pak fikame, Ze fada
> a, je divergentni.
n=1

L hod

Priklad 5.1: Geometricka fada Y a;-q*!.

n=1
n

1—¢
—q

Castecny soucet geometrické fady je s, = a; (viz cvi-
Ceni (1.4a)).

Pro |¢| <1 je soucet fady 7= (fada konverguje) .

Pro |q| > 1 je geometrickd fada divergentni.

Pozndmka 5.1: Protoze soucty konvergentnich fad jsou de-
finovany pomoci limit ¢astecnych soucti, plati pro né stejna
pravidla jako pro limity posloupnosti ve vété (4.6).

Priklad 5.2:

> By +4- (=37 = Ldpm + 14 (37 =
o 1 T3 a1 —
=3—-5+4 6—-1=5.

T_1 T —

Aby soucet nekone¢né mnoha ¢isel byl konec¢ny, tak na ”konci

s¢itani” musi byt velmi mala c¢isla. Spravnost této ivahy doka-

zuje nasledujici véta.
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Véta5.1: (nutnd podminka konvergence fady)

(0. 9]
Jestlize fada > a, je konvergentni, pak lim a, =0.
n=1 =ree

Diikaz: Pripomenme si, Ze konvergentni posloupnost {s,}
je podle véty (4.5) zaroven fundamentalni. Neboli Ve > 0
dng e NVm,neN:m >mng,n>ng=|s,— s, <e¢.
Konkrétné pro m = n + 1 dostaneme |a,1| < ¢ a odtud
a, — 0.

Priklad 5.3: (harmonicka fada)

Podminka lim a, = 0 vSak neni postacujici pro konvergenci

n—oo
rady:.
(0]
Naptiklad harmonicka fada ) % splinuje nutnou pod-
n=1
minku lim % = 0, ale jeji soucet diverguje k +o00.
n—oo
(0]
Plati totiz Z =141 +G+)+GE+s+1+g)+ >

n:

I+5+G+D+GE+Hstst+ -2 1+5+5+3+-

5.1 Kritéria konvergence

Dale budeme uvazovat fady s kladnymi ¢leny (a, > 0).

Vétab5.2: Rada Z a, s kladnymi cleny je konvergentni
=1

pravé tehdy, kdyz j JeJ1 posloupnost ¢asteénych souctu {s,} je
omezena.

Dikaz: Plati s,i1 — s, = ape1 > 0= {s,} je rostouci. Za-

rovenn podle pfedpoladu je posloupnost {s,} omezena, tedy
(0.0]

podle véty (4.4) 3s € R: lim s, = s atada ) a, je kon-
n—=0oo n=1

vergentni.

Priklad 5.4: Rozhodnéte o konvergenci rady Z Y +1 :

Pro castecny soucet této rady platl Sp = Z + 1—0 + - 4+
1-=5
<zt+gzt- +3in—§131 <1

3n+1
o0

Posloupnost {s,} je tedy omezené a fada Zl 3%“ je podle
n=

predchozi véty konvergentni.

Harmonickd fada di-
verguje k oo velice po-
malu. Sec¢teme-li prvni
milion c¢leni dosta-
neme soucet asi 14,35,
soucet prvniho bilionu
¢lend je priblizné 28.



Rikdme, 7ze konverguje-
li majoranta, pak kon-
verguje 1 minoranta
a obracené, diverguje-
li  minoranta, pak
diverguje i majoranta.

Matematicka analyza 1

Vétab5.3: (srovnavaci kritérium)
Necht dnyg € NVn € N,n > ng: 0 < b, < a,, potom
jestlize

o0 o0
i) > a, konverguje, pak > b, konverguje,
n=1 =

n=1

n=1

ii) > b, diverguje, pak > a, diverguje.
n=1

o0 o0 o0
Rada ) a, se nazyvd majoranta fady )  b,. Rada > b,

oo
se nazyva minoranta fady »_ a, .

n=1

(0.9]
Dikaz: i) Oznacdime s,(a) Castecné soucty fady > a,,
n=ng+1

sn(b) Castecné soucty fady > b, .Z predpokladu b, < a,
n=ng+1
(0.]

plyne s,(b) < s,(a) < > a, = a € R. Posloupnost s,(b)

n=1

je tedy omezend a podle predchozi véty (5.2) i konvergentni.

o o o0
Z rovnosti Y b, = > b,+ > b, vyplyva i konvergence
n=1

n=1 n=ngp+1
0
fady > by, .
n=1
Bod ii) véty je ekvivalentni bodu i), jedna se o obménu im-
plikace.

Priklad 5.5: Pro ¢leny fady 21 % plati 2n2_1 > %
n=
o0
a vime, Ze harmonickd fada (minoranta) > % diverguje,
- n=1
tedy i (majoranta) fada ) % diverguje.
n=

Disledkem véty (5.3) je nésledujici véta.

Vétab5.4: (limitni srovnavaci kritérium)
Necht VneN:a,>0,b,>0 a dceR, ¢>0 takové,

v . an
ze lim — = ¢, potom
n—o00 bn

(0.9] (0.@]
i) > a, konverguje < b, konverguje.
n=1 n=1
(0.9] o0
ii) > a, diverguje < > b, diverguje.
n=1 n=1
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Dukaz: 7 predpokladu lim 3 = ¢ vyplyva, ze Ve > 0dny

n—oo 0n
Vn:n>ny= | —c<es(c—e)b, <a, <(c+e)b,.
Zvolime ¢ tak, aby ¢ — ¢ > 0. Pak podle véty (5.3) plyne z

konvergence fady ) b, konvergence fady > a, a naopak.
n=1 n=1

(0. ¢]
Priklad 5.6: Rozhodnéte o kovergenci fady W
n=1
-2 : _ 1 . . _
Tedy a, = 1) Volime b,, = o - O f,hOVElnl pOSlOllp
2 5 nosti” v nekonecnu
Pak plati lim 2+ = lim o = 2> 0. Protoze ge- rozhoduje jeji ”nej-
n—o0 on n—oo 1+ 5 .. ;
00 rychleji rostouci
ometricka fada 2% s kvocientem ¢ = % < 1 konverguje, slozka”. Pro velké n
n=1 je (—1)" zanedbatelé
. v . S hledem k 2", proto
tak konverguje podle véty (5.4) i fada 2”+(+1)" Ve » Pr
n=1 (=T porovinavame
1
, , , . S 57 -
Pozndmka 5.2: Zatim umime rozhodnout o konvergenci 2
o0

fady Y a, pouze pomoci jejtho srovnéni s geometrickou
n=1

o0
fadou >  ¢" s ¢ < 1. Z podobného chovéani obou fad vy-
n=1

plyvaji priblizné rovnosti =t

= ¢ nebo a, = ¢" a odtud

n

nasledujici kritéria.

Véta5.5: (Obecné d’Alembertovo (podilové), obecné Cau-

chyovo (odmocninové) kritérium) Francouzsky = mate-

matik a fyzik Jean

(0.9]
Necht > a, je fada s kladnymi c¢leny. Jestlize 3¢ < 1 a Le Rond d’Alembert
n=1 L ) (1717-1783) se v ma-
dng € N takové, ze Vn € N, n > ny plati tematice  predeviim
69 vénoval parcialnim
i) aZ—:l < g < 1 nebo \'/a_n < g < 1, pak rada Z an diferencidlnim rovni-
i n=1 cim, napiiklad nalezl
konverguje, (za jistych podminek)
00 obecné TteSeni pro
ii) aZ—:l > 1 nebo /a, > 1, pak fada > a, diverguje. rovnici chvéni struny.

=il

Dikaz: 1) Z predpokladu ag—:l < qg < 1pron > ng

plyne an0—|—2 S qan0+1 s T 7an0—|—k: S qk_la/n()-i-l ) k € N . Z
predpokladu ¢ < 1 plyne konvergence geometrické rady
o oo

> ¢* tan,+1 a odtud i konvergence minoranty > a,,. Po-
k=1 n=1
dobné y/a, < ¢ = a, < ¢" apro g < 1 konverguje majoranta

o0 o0
> q¢" , tedy konverguje i fada Y a, .
n=1 =

n=1


http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/history/Mathematicians/D'Alembert.html
http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/history/Mathematicians/D'Alembert.html
http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/history/Mathematicians/D'Alembert.html

Pokud tada obsahuje
n! je vhodné pouzit
podilové  kritérium,
pro fadu obsahujici
n-tou  mocninu je
vhodné odmocninové
kritérium, Ttady s
”polynomy” nelze
pomoci téchto kritérii
vySetiovat.
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ii) V opaéném piipadé, pokud a,,+r > ap,+1 > 0 nebo
(0.9]
a, > 1, pak fada Y a, zfejmé nesplituje nutnou podminku

n=1
konvergence (a,, — 0) a diverguje.

Dtisledkem obecnych kritérii jsou opét kritéria limitni.

Véta5.6: (limitni d’Alembertovo, Cauchyovo kritérium)

o0
Necht > a, je fada s kladnymi ¢leny. Jestlize

n=1
i) lim = < 1 nebo lim {/a, < 1, pak dana fada kon-
n—oo 'n n—oo
verguje,

ii) lim “= > 1 nebo lim {/a, > 1, pak dana fada diver-

n—>E)O w0 n—oo
guje,
iii) lim 2 = 1 a zaroven lim {/a, = 1, pak neumime

n—oo On n—oo

podle téchto kritérii rozhodnout o kovergenci rady.

oo

Priklad 5.7: 1) Rozhodnéte o konvergenci fady ntl

n!
n=1

Pouzijeme limitni podilové kritérium
n+2

lim — lim & — Jjm 22— (0 < 1.
n—oo an n—oo n;z_ll n—oo (n+1)2

an+1

0
Odtud vyplyva, Ze rada 21 "n—Jr,l konverguje.
n—=

2nt1y"

[ee]
2) Rozhodnéte o konvergenci fady > % (3n,2
n=1

Nyni pouzijeme odmocninové kritérium

lim a, = ¢/3 (22" = Jjm 3 =<1,
nooo n (3n—2) n—ooo V/n3n—2 3

o0
Tedy fada > 2 (ggf;)n konverguje.
n=1

o0
3) Rozhodnéte o konvergenci fady > # .
n=1

1

Pomoci limitniho odmocninové kritéria lim —= = 1, ani
n—0o00 n

1
. . ’ ’ ’ o« s . . n 2 2
limitntho podilového kritéria lim = = ——t—r = 1
n—oo 2 n?( +n+nz)

nelze rozhodnout o chovani této rady.
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(0. 9]

Cvicent 5.1: Uvazujeme harmonickou fadu )
n=1

3=

Pak plati M = T = 7 < 1, tedy podle obecného
podilového kr1ter1a dana fada konverguje. Diive jsme vsak
dokézali, ze harmonicka rada diverguje. Kde je chyba?

an+1

[ Pfedpoklad podilového kritéria < ¢ < 1 neni splnén! |

Priklad 5.8:  (Vztah podilového a odmocninového krité-
ria)

oo
Rozhodnéte o konvergenci fady > W pomoci po-
dilového i odmocninového kritéria.

Podilové kritérium:

2" TN,
w1y ) per <1 njeliche,
a,  (B3+(=D)nthntl = 4n

s > 1 n je sudé.
Odmocninové kritérium:

Va, = Wl—l)”) < 1 pro vSechna n € N.

Zavér: Pomoci podilového kritéria nelze rozhodnout, ale
podle odmocninového kritéria uvedena fada konverguje. Ri-
kame, Ze odmocninové kritérium je ”obecnéjsi (silnéjsi)”
nez podilové kritérium.
Cuviceni 5.2: Dokazte nasledujici tvrzeni:

o0

Jestlize fada Y a, konverguje podle podilového kritéria,
n=1
pak konverguje i podle odmocninového kritéria

[V?’L > Mg an+1 < q = Gpy42 < q - Qny4+1 = Ong+k < (] *Qng+1 (n =
ny + k) = n/an S n/ qnmo— 1. ”/Cln0+1 = va, < q / —no—1 g1 <
1< 1 (YT — 1)1

Na nasledujicim prikladu si ukazeme, ze se daji secist i fady,
které nejsou geometrickeé.

Priklad 5.9: Najdéte soucet rady Z

n+1

1 1 1 v N
Pouzijeme rovnost Wil — n  nyl @ PrO castecny soucet
1 1

tétofadydostanemesn:1—l—|—l—%—|—--- == =
o0
=1.

Odtud lim s, =1 a )
1

n—00 (n—|—1)
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Pozndamka 5.3: 1) Rozlozeni zlomku na soucet vice zlomku
se nazyva rozklad na parcialni zlomky.

V predchozim ptikladé hledame konstanty A, B takové, aby
, 1 A B A(n+1)+Bn
platilo —— = —+ = :
nn+1) n n+1 n(n +1)
Citatel prvniho a posledniho zlomku se musi rovnat, tedy
1=An+1)+Bn=(A+B)n+ A
= A=1NA+B=0=B=-1.

1 _ 1 —1
Odtud n(n+1) n + nt+l "

2) Uvedeny rozklad algebraicky upravime do tvaru

n(n1—|—1) = (n— 1)(n_11)n — nn(n1+1) ,n>1.Polozime k =n—1

_ 1
& Ok = TEr1)

Obecné piseme 0 < agy1 = kayp — (k4 Dags1, k € N.

Vidime, ze posloupnost {ka;} je klesajici a zdola omezena,
tedy podle véty (4.4) konvergentni, necht ka, — a.

n

Zaroven plati s, = > kay — (k+ 1)ag41 = a1 — 2as + 2a9 —
k=1

a3+ -+ +na, — (n + 1)apy — a1 — a. Odtud vyplyva,

o0
ze konverguje i (minoranta) fada »_ a, a zaroven pro jeji
n=1

o0
soucet plati > a, <a; —a.
n=1
Tento postup lze zopakovat i v pripadé, kdy existuje o > 0
takové, ze 0 < da,i1 < na, — (n+ 1)ay: .
o0

Rada " a, pak konverguje, protoze m4 konvergentni majo-
n=1

(0. 9]
rantu 5 Y na, — (n+1)a,1 . Tato Gvaha vede k nasledujic
n=1

o4

vete.

Vétab5.7: (Raabeovo kritérium)
Necht a, >0 a 6 >0dnge NVne N, n>ngp:

o
i) n(-*>~—1)>1+9, potom fada ) a, konverguje,

Ap+1
n=1

0
i) n(-%~ —1) <1, potom fada > a, diverguje.

anJrl
n=1
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Diikaz:
i) Upravime ptredpoklad n(aaﬁ —1) > 1+ 6 do tvaru
n(an, — api1) > any1(l+6) = dapi1 < nay, — (n+ 1)an,r .
Konvergence rady i a, tedy plyne z predchozi poznamky.
n=1

ii) Opét upravime predpoklad n (#ﬂ -1)<1=

n(an — any1) < a1 = nap < (N +1)apg .

Indukci dostaneme (ng + 1) apg11 < (g + 2) apgre < -+ <

(n+1)an1 = api1 > %H (n0 + 1) angy1

a z divergence harmonické fady (zde minoranty) plyne i di-

o0
vergence fady > a,.
n=1

Raabeovo kritérium ma také svou limitni podobu.

Véta5.8: (limitni Raabeovo kritérium)
Necht a,, >0 a

0
i) lim n(-*~ —1) > 1, potom fada ) a, konverguje,
n—00 Rt n=1

0¢
ii) lim n(-%2 —1) <1, potom fada > a, diverguje.

an+1
00 n=1

Dilezitym disledkem Raabeova kritéria je nasledujici véta.

Vétab.9:
(0.}
Rada > nia konverguje pro « > 1, diverguje pro o < 1.

n=1

Dukaz:

i) K dtikazu pouzijeme limitni Raabeovo kritérium.

limn( % —1) = limn(mz—a)a—l) =
n—00 n+1)® n—0o0

Co)'r _ pyy eniinhi (o)

T}I—>Il;>lo 1 n—oo | (1+l) - -
n n n n
—Q —1
o
Podle véty (5.9) fada > nia konverguje pro o > 1 a diverguje
n=1

pro a < 1. Pro a = 1 dostaneme harmonickou radu, o které
jiz vime, ze diverguje.
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5.2 Absolutné konvergentni a alternujici rady

Definice 5.2: Necht aq,as, ... je posloupnost kladnych ¢i-

sel. Rada > (—1)""a, = a; — as + az — ag + ... se nazyva
n=1
alternujici rada.

Véta5.10: (Leibnizovo kritérium)

o0
Jestlize pro alternujici fadu > (—1)""a,, plati
n=1

i) nhﬁrgo a, = 0 (nutnd podminka konvergence) a

ii) I3ngVn € N: n > ng = a, > a,y1 (nerostouci od ny),

o
pak alternujici fada > (—1)""1a, konverguje.
n=1

Dukaz: Bez Gjmy na obecnosti budeme predpokladat, ze

v predpokladu ii) je nyg = 1 (o konvergenci ¢i divergenci
fady nerozhoduje kone¢ny pocet ¢lent1). Oznacime s, n—ty
—as castecny soucet rady, potom plati
= 0 < (a1 —a2) + (a3 — aq) + -+ + (agn—1 — a2n) = 82, <
0" Sy S; —s S3 S1=a4 Sonta2m+1 = Sop+1 = @1—(6L2—CL3)— T —(a2n+1—a2n) <aj.
~_ - Odtud vyplyva, Ze posloupnosti so,, So,11 jsOu omezené.

s Dale posloupnost s, je rostouci, posloupnost ss, 1 je kle-

sajici, tedy podle véty (4.4) obé posloupnosti jsou kon-

vergentni. Z rovnosti s9, + a9,11 = Sonp1 a predpokladu
lim a, = 0 vyplyva, ze existuje s € R takové, ze lim s, = s
n—00 n—0o0

(s« Sop + a2nt1 = Sant1 — ).

Cuvicent 5.3: Dokazte, ze pro alternujici radu plati odhad
|s—sn| < apy1 . (Jsme tedy schopni odhadnout chybu, které
se dopustime, kdyz soucet s alternujici fady nahradime c¢as-
teCnym souctem s, .)

[ Z predchoziho dikazu
je ziejmé, 7e Sop, < 5 < Sopy1 = |8 — Son| < [Sons1 — Son| = a2na1-

Podobné sg,190 <5 < S9pp1 = |5 — Sanga| < |Sont2 — Sont1] = Gonga -]

Priklad 5.10: Podle Leibnizova kritéria (5.10) fada

> (=1)"*'1 konverguje. Pferovnénim jejich ¢lent, viak
n=1

miizeme dostat jiny soucet (dokonce libovolny).
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i) Pro soucet s nasi fady plati

s=1-(A-hH-(l-L_ . <s_ L

ii) Pferovname uvedenou fadu do tvaru
§=(1+3-D+G+3-D+.. + (st —n)+- -

a ukazeme, ze soucet zlomk v zavorkach je vzdy kladngy.
; 1 1 1y _ (4n—1)2n+(4n—3)2n—(4n—3)(4n—1) __
Platl (5+57-5) = (4n—3)(4n—1)2n

(4n—38)7(l4_n3—1)2n > 0.

5 1_1y_5
Tedy 8> (1+35—35)=¢5>s.
Nyni zavedeme tady, u kterych se prerovnanim c¢lenti soucet
nezmeéni.

Definice 5.3: Rekneme, 7e fada > a, konverguje abso-
n=1

(0. 9]
lutné, jestlize konverguje fada > |a,|.

n=1
Priklad 5.11: Rada > (—1)""' % konverguje, avSak abso-
n=1

lutné diverguje (harmo_nické fada).

Vztah absolutni konvergence a (neabsolutni) konvergence fady
popisuje nasledujici véta.

(0.9]
Vétab5.11: Jestlize fada > a, konverguje absolutné, pak

. n=1
konverguje.
Dikaz: Oznacime s, = a1 +as+---+a,, S, = \al\ + |a2| + Priklady na tady lze
.. S .. nalézt na internetové
-+ =+ |ay| . Protoze fada ) |a,| konverguje, je posloupnost adrese

n=1

{S,} podle véty (4.5) fundamentalni. Z nerovnosti |Spip — http://trial kma.zcu.cz/

Tdb/main.php?T0=2&

Sn| = lan1taniot - +anip| < lanpa|+Flaniol+ - Flanpl < 1 pemo—08T3-08
|Sn+p — Sn| plyne, Ze i posloupnost {s,} je fundamentélni, TOb=2&C=./4/
o0

tedy konvergentni a fada ) a, konverguje.
n=1

Priklad 5.12: Rozhodneme o chovéni fady > (—1)"+! snn

n2+1 -

n=1
: | sinn 1 . 1

Z nerovnosti |25 < -5, konvergence majoranty ;; a srov-
0

] 1 114711 rd Yo Y n+1 sinn

navaciho kritéria (5.3) vyplyva, ze fada Zl(—l) e
n=

konverguje absolutné, tedy konverguje (neabsolutné).


http://trial.kma.zcu.cz/Tdb/main.php?T0=2&T1=0&T2=0&T3=0&T0b=2&C=./4/
http://trial.kma.zcu.cz/Tdb/main.php?T0=2&T1=0&T2=0&T3=0&T0b=2&C=./4/
http://trial.kma.zcu.cz/Tdb/main.php?T0=2&T1=0&T2=0&T3=0&T0b=2&C=./4/
http://trial.kma.zcu.cz/Tdb/main.php?T0=2&T1=0&T2=0&T3=0&T0b=2&C=./4/
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Funkce

Definice 6.1: Zobrazeni f z mnoziny R do R se nazyva
realna funkce realné proménné.

MnozZina vSech bodu [z, f(z)] v kartézském soufadném sys-
tému se nazyva graf funkce f.

s(t)y=v-t+ so

S0

Tabulka hodnot

Priklad 6.1: PopiSseme vzdalenost, kterou ujede auto po-
hybujici se konstantni rychlosti v. Oznacime sy vzdalenost,
kterou auto ujelo do poc¢atku méteni a s(t) vzdalenost uje-
tou v Case t. Funkce s:t — s(t), potom spliiuje rovnost
s(t) =v-t+ so.

Pozndmka 6.1: Pokud je funkce zadana pomoci matema-
tické formule, napt. f(z) = -5, pak definicnim oborem D( f)
funkce f je mnozina vSech realnych cisel, pro ktera ma dana
formule smysl, v nasem piikladé D(f) = R\{2}.

Funkce miize byt také zadana grafem nebo tabulkou hodnot.

Pojem  funkce po-
prvé zavedl némecky
matematik Gottfried

Wilhelm Leibniz
(1646-1716) v praci z
roku 1673.

Definice 6.2: Funkce ¢g: D(g) — R se nazyva restrikce
funkce f: D(f) — R, jestlize D(g) C D(f) a Yx € D(g):

g(x) = f(z).

Funkce f, g se rovnaji, jestlize D(g) = D(f) a Vz € D(g):
g9(x) = f(z).

(algebraické operace s funkcemi) Necht D(g) = D(f), po-
tom pomoci nasledujicich predpisti definujeme

soucet funkci f+g¢g: 2 — f(x)+ g(x),
rozdil funkci f—g: 2z — f(z)—g(x),
soudin funkci f-g:x — f(z)-g(z),
(f,f; , 9(x) #0,

nasobek funkce af:z — af(z), a € R.

~

podil funkci g: T —

<
—

Cuicent 6.1: Rozhodnéte o rovnosti funkei f(z) = 2lnx
a g(z)=1Inz?%. [ Funkce
f mé definiéni obor D(f) = (0, 00), kdezto funkce g = In2? = 2In|z|
mé defini¢ni obor D(g) = R\ {0} . Funkce f se tedy nerovné funkeci g,

je pouze jeji restrikei na intervalu (0, 00) . ]


http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/history/Mathematicians/Leibniz.html
http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/history/Mathematicians/Leibniz.html
http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/history/Mathematicians/Leibniz.html
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Definice 6.3: Rekneme, Ze funkce f je Piiklady
licha, jestlize Vz € D(f): f(—x) = —f(x), y=ux,y=-cotgx
suda, jestlize Vx € D(f): f(—x) = f(x), y =12 1y =cosx
periodicka, jestlize 3T >0VzeD(f): f(a+T)=f(x)= y=sinz, y=tgx

f(x—T), nejmensi takové T se nazyva zakladni perioda,
shora omezena na mnoziné I, jestlize

dKeRVzel: f(z) <K, y=—2% na R
zdola omezena na mnoziné I, jestlize
dLeRVzel: f(r) > L, y =23 na (1,00)
omezena na mnoziné I, jestlize je shora i zdola omezen4, Yy = x%ﬂ na R
neklesajici na mnoziné I, jestlize
Voo € 1: 1y <9 = fx1) < f(x2), y=2 na R
nerostouci na mnoziné I, jestlize
Va2 € 1: 11 < x9 = f(x1) > f(29), y =1 na (0,0)

monotonni na mnoziné I, jestlize
je neklesajici nebo nerostouci na mnoziné I,
rostouci na mnoziné I, jestlize

Vay,xg € 1: 21 <29 = fx1) < f(229), y =Inz na (0,00)
klesajici na mnoziné I, jestlize
Vay,xe € 10 xy <9 = fx1) > f(22), y=c¢ % na R

ostFfe monotonni na mnoziné I, jestlize
je rostouci nebo klesajici na mnoziné I,

konvexni na mnoziné I, jestlize V¢ € (0,1) Vi, 29 € I:

Fltm + (1= t)o) < tf(e) + (L= Of(2), | ,
- > e konvexni
ostfe konvexni na I, jestlize Vt e (0,1) Vay # a9 € I:
[z + (1 —t)ze) <tf(z1) + (1 —1)f(x2),
konkavni na mnoziné I, jestlize Vt € (0,1) Vi, 29 € I: .
flta+ (1= t)z) 2 tf () + (1= 1) f(2) ’
ostfe konkavni na [, jestlize Vt € (0,1) Va1 # a9 € I : Y1
Ftzr + (1 —t)xo) > tf(z1) + (1 —t) f(x2) . ostie konkavni
Poznamka 6.2
Graf liché funkce je symetricky podle pocatku. x

Graf sudé funkce je symetricky podle osy y.

Funkce je ostie konvexni, jestlize jeji graf lezi pod libovolnou
secnou grafu (tsecka spojujici dva body grafu).

Funkce je ostfe konkavni, jestlize jeji graf lezi nad libovolnou
secnou grafu.



coshx

sinh x

Prihyb lana mezi
dvéma stozary (tzv.
fetézovka) lze popsat
pomoci funkce cosh z.

sinz licha

cosz suda

I

/ N

sinx - cosx licha

AN

N

Pojmy konvexni a
konkévni kiivka se
poprvé objevily v
roce 1571 v praci A
Geometricall Practise
named Pantometria”,
jejiz  autorem byl
anglicky matema-
tik Thomas Digges
(1546-1595).
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Priklad 6.2:
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Hyperbolické funkce

: e —e ™ .
1. Funkce sinhx = je licha a rostouci na R.
ex —|_ e_X . / v /
2. Funkce coshx = je suda a ostfe konvexni
na R.
Cuiceni 6.2: Dokazte, ze plati: cosh?’z — sinh®z = 1,
cosh? z + sinh? x = cosh 2z, 2sinh x cosh z = sinh 2z .
[cosh® z — sinh? o = S42ke ™ _ o2be ™
cosh? z — sinh? gz = €42 | Hote B Hae B oo 9y ]
Cvicent 6.3: Dokazte:

a) Soucin lichych funkeci je funkce suda.
b) Soucin liché a sudé funkce je funkce licha.

c¢) Soucin a soucet T-periodickych funkci je opét funkce
T-periodicka.
[a) f(=2)g(=2) = = f(2)(=g(2)) = f(x)g(z); b) f(-z)g9(-7) =
—f(@)g(x);¢) fle+T)+g(x+T) = f(x) + g(x), v piipadé soucinu
se muze zakladni perioda zmensit: 2sinx cosz = sin2x, pak 7' = 7. |

Cuicent 6.4: Ovérte, zda existuje funkce f: R — R:

a) suda a zaroven prostd; b) sudd a monoténni; c) suda
a lich; d) periodickd a monoténni; e) periodickd a ostie
monoténni; f) ostfe konvexni a ostfe monoténni?
[a)ne;b)y=c,ceR;c)y=0;d)y=c, ceR;e)ne;f)y=e"]

Priklad 6.3:
Tvrzeni plyne z nasledujicich nerovnosti

(tz1 + (1 — t)xg)? < t(x1)* + (1 — t)(20)* &

223 + 2t(1 — O)xywg + (1 — £)%23 < t(x1)? + (1 — ) (22)?
20(1 — t)zywg < t(@1)?(1—t) + (1 — €)(22)*(1 — (1 — 1))
20179 < (21)? + (12)* © 0 < (21 — 22)? (21 # T2).

Cuviceni 6.5: Pro t € (0,1), x1,79 € R nakreslete graf
funkce y(txy + (1 —t)ag) =tf(x1) + (1 — 1) f(x2).

[ Grafem je tisecka spojujici

Funkce y = 22 je ostie konvexni na R.

-~
=

body [z1, f(x1)] a [xe, f(x2)]. Polozime 7 = tz; + (1 — t)xy, potom
y(r) = a?liiré (f(z1) = f(22)) + f(22) = fe1)= () T+ f{@1) Ca) i (za)m y

Tr1—x2 Tr1—x2



http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/history/Mathematicians/Digges.html
http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/history/Mathematicians/Digges.html

Matematicka analyza 1 47

Definice 6.4: (Inverzni funkce)
Jestlize k zobrazeni f z R do R existuje inverzni zobrazeni
71, pak se nazyva inverzni funkce k funkci f (a naopak).

Funkce pfiradi pro-

ménné x proménnou

v . . . » y, inverzni funkce pro-
Priklad 6.4: PT1i popisu rovhomérného pohybu auta v pii- vede opainou operaci,

kladu (6.1) jsme dostali funkci s(t) = v -t + s9. Pokud proménné y pfifadi
chceme zjistit Cas t; potfebny k ujeti vzdalenosti s1, pak promeénnou .
dostaneme t; = 2=%  Inverzni funkce s~! k funkci s ma

tedy tvar t(s) = *=2.

Poznamka 6.3
a) Podle véty (2.1) inverzni funkce existuje pravé tehdy,
kdyz ptvodni funkce je prostd. K funkci f:y = a2 Y

s defini¢nim oborem D(f) = R inverzni funkce neexis-
tuje! Omezime-li se vSak na interval (0, c0), neboli pro-
vedeme restrikci funkce f, pak k danému y najdeme x
predpisem x = ,/y. Pro zakresleni do stejného kartéz-
ského systému zaménime proménné x < y a inverzni 5
funkce mé pak tvar f~l:y = /7.

b) Pro defini¢ni obor D(f) a obor hodnot inverzni funkce v
H (/) plati D(f) = H(f ") a naopak H(f) = D(f ).

c¢) Graf inverzni funkce f~1 je symetricky s grafem ptivodni
funkce f podle pfimky y = = (osy prvniho a tfetiho
kvadrantu).

Cvicent 6.6:  Dokazte: Jestlize funkce f je klesajici na
intervalu 7, pak funkce f je na I prosta a inverzni funkce
=1 je také klesajici.

[Oznacime y; = f(z1), y2 = f(x2). Potom
1 < Xy = Y1 < Yo = Y1 # Yo = funkce f je prosta. Tedy existuje
f~ta f () = x1, f7H(y2) = x2. Nechf y; <y, pokud by z; > o,
pak y1 > o (f je klesajici), to je spor s predpokladem y; < ys. Tedy
FU ) = o1 < 25 = f M) a f je Klesajic. ]

Cviceni 6.7: K funkci y = 2® — 2x — 3 najdéte inverzni
funkci na mnoziné, na které je funkce y klesajici.
ly=a2?—22—3 = (z—1)*—4 = funkce y je klesajici pro = € (—oo, 1)
a inverzni funkce m4 tvar y = 1 — /z +4 pro x € (—4,00). |



Némecky matematik
Heinrich Eduard He-
ine (1821-1881).

je zndm svymi pra-
cemi v matematické
analyze. Mimo jiné
definoval pojem
stejnomérné spojitosti
funkce.
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6.1 Limity funkci

Definice 6.5: (Heineova definice limity)
Necht f: D — R a xg je hromadny bod mnoziny D. Jestlize

pak fikame, ze funkce f méa v bodé zy limitu a a piseme

Jestlize x,, > xy, pak a se nazyva limita zprava funkce f
v bodé z(y a piseme a = lim f(z) = f(zo+).

Jestlize x, < xy, pak a se nazyva limita zleva funkce f
v bodé zy a piSeme a = lim f(x)= f(zo—).
T—To—

da e RV{x,} C D, x, # xo, v, — 0= f(x,) — a,

lim f(z) =a.

T— X0

rT—To+

Poznamka 6.4 : V uvedené definici lze uvazovat i x,, — £o00.

Pokud f(x,) — £oo, pak fikdme, Ze funkce f diverguje
k +o00.

Cuicent 6.8: Dokazte tvrzeni
lim f(x) =a & lim f(z)=a A lim f(z)=a.
r—Tg r—To+ rT—Tg—

[ Implikace " ="
je ziejméa. Pti dukazu obracené implikace rozdélime posloupnost {x,}
konvergujici k bodu zy na dvé ¢asti {x,} = {yn} U {2.}, kde y,, < xo,

zZp > T a vyuzijeme existence jednostrannych limit. |

Jda €eRVe>030>0Vz eD: 0<|z—x0| <6 = |f(x)—al|<e,

Definice 6.6 : (Cauchyova definice limity)
Necht f: D — R a z( je hromadny bod mnoziny D. Jestlize

pak rikame, ze funkce f ma v bodé zy limitu a.

Cuvicent 6.9: Dokazte, ze Heineova a Cauchyova definice
limity jsou ekvivalentni.

[ Nejdiive dokazeme implikaci ”Heine = Cauchy”.
Pro spor predpokladame, ze tvrzeni z definice (6.6) neplati, tedy
VaeR3Ie>0VI>0Tx e D: 0< |z —mxo] <ON|f(x) —a| > €.
Volime 6 =1 a VneNJz,: 0 < |z, — 2| < L A|f(z) —a| > e
Odtud vyplyva, ze z, # xo, ¥, — xo A f(x,) # a, coZ je spor s
definici (6.5).


http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/history/Mathematicians/Heine.html
http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/history/Mathematicians/Heine.html
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Obrécené ”Cauchy = Heine”.

Diitkaz povedeme piimo. Jestlize x,, # z¢, x, — xo, pak dng tak, ze
Vn > mnyg,n € Nje0O < |z, —x9| < 0 a z definice (6.5) vyplyva, ze

]

Ve>0 je |f(z,) —al <e, tedy f(x,) — a, coz jsme méli dokazat
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Definice 6.7: (spojitost v bodé)
jita v bodé xg.
jita zprava v bodé xg.

jita zleva v bodé xq.

Jestlize lim f(x) = f(xo), pak fikdme, Ze funkce f je spo-
T—xXg

Jestlize lim+ f(x) = f(xg), pak fikdme, Ze funkce f je spo-
T—XT0

Jestlize lim f(x) = f(xg), pak fikdme, ze funkce f je spo-
T—To—

Poznamka 6.5 :

1. Z cviceni (6.8) plyne, Ze funkce f je spojitd v bodé x

pravé tehdy, kdyz je v bodé x( spojita zprava i zleva.

2. Z definice okoli bodu U(zg) = {x € R: |z — x¢| <&}
vyplyva, ze Cauchyovska definice spojitosti funkce f
v bodé xy je ekvivalentni nasledujici topologické de-

finici:

VU(f(x0)) 3Us(xo) : f(Us(wo) N D(f)) C U(f(w0)) -

Véta6.1: (lokalni chovani spojité funkce)

i) (lokalni omezenost spojité funkce)

ii) (zachovani znaménka spojité funkce)

takové, ze Va € Uy(xg): sgn f(z) = sgn f(xo) .

Necht je funkce [ spojitd v bodé xy, potom existuje
okoli U(zg) takové, ze funkce f je omezend na U(xy).

Necht navic je f(zg) # 0, potom existuje okoli Ui (zg)

Dikaz:

i) Ze spojitosti funkce f v bodé xy vyplyva, ze k danému
e > 0 existuje U(zg) takové, ze Vo € U(xg): f(xg) — e <
f(z) < f(xp) + €. Funkce f je tedy omezend na U(xg).

ii) Necht f(xg) > 0 (pro f(z¢) < 0 je dikaz podobny),
potom volime e tak, aby 0 < f(zg) — e < f(x), tedy
sgn f(z) = sgn f (o) -

spojita funkce

I

/~

spojitost zprava v x

e

/7 To

\

spojitost zleva v xq

7

/7 To

Pro tzv. znaménkovou
funkei sgn(x) plati

1 >0
sgn(:zc):{ 0 z=0
-1 <0



odstranitelna nespojitost

17

/

Zo

nespojitost 1.druhu

P

\

7

Zo

?O jitost 2.druhu

Zo
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Definice 6.8 : (body nespojitosti)
Necht f: D - R a P(x9) C D. Jestlize funkce f neni spo-
jitd v bodé x¢, pak rikame, Ze bod zy je bodem nespojitosti
funkce f. Pokud navic
1. f(zo+) = f(xo—), pak zy je bodem odstranitelné
nespojitosti.

2. f(zo+) # f(xo—), pak xy je bodem neodstranitelné
nespojitosti 1.druhu.
Cislo f(xo+) — f(zo—) se nazyva skok funkce f.

3. alespon jedna z limit f(z¢+), f(xo—) neexistuje nebo je

nevlastni (tj. +00), pak xy je bodem neodstranitelné
nespojitosti 2.druhu.

Z Heineho definice limity a algebry limit posloupnosti (véta
(4.5)) vyplyvaji nasledujici vztahy.

Véta6.2: (algebra limit funkei)
Necht lim f(z) =a, lim g(x) =b, a,b€ R, pak plati:

T—X0

i) lim (f(2) £ g(x) = a £ b,

i) lim (f(z)-g(x)) =a-b,
iif) lim Z5 =2 p#£0.

Poznamka 6.6: Pokud v pfedchozi vété (6.2) je a = f(xp)
a b = g(xy), pak dostaneme ”algebru spojitych funkci”.
Neboli soucet, rozdil, soucin a podil (g(zg) # 0) spojitych
funkci je opét spojita funkce.
Priklad 6.5 :
1. Dokazte, Ze lim ©+2 =3,

r—2

Necht {x,} je libovolna posloupnost s lim x, = 2, pak

lim z,- lim x,+2
[L‘%+2 _ xp—2 " Tn—2 " — 3

podle véty (6.2) je lim = m, z,

X
Tp—2 " Tn—

Obecné pro racionalni lomenou funkci % (tj. po-
dil dvou polynomu P(z),Q(z)) plati

P(x) _ P(xo)
x—x Qx) Q(xg) ) Q($0) 7é 0.

lim
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2. Vypoditejte limitu lim /x .

z—4
Necht x,, — 4, potom IngVn > ngy: x,, > 0 azrovnosti

Ty —4 = (/Tn —V4) (/T +V/4) (tzv. ndsobeni sdruze-
nym vyrazem) vyplyva /T, — /4. Tedy lin}1 V=2,
Obecné pouzijeme rovnost (z — o) = (/z — /Zo)-

(/)4 (/)" /g -+ (/7o) ). Odtud vy-

plyva| lim /z = {/xo|, pokud maji dané vyrazy smysl

Tr—T0

(napf. pro n = 2, xg = 0 uvazujeme pouze xr — 0+).

Analogii véty o sevieni (4.7) pro posloupnosti je nasledujici véta.

Véta6.3: (véta o sevieni pro funkce)
Necht lim f(z) = a, lim g(z) = a a U (xo)Vz € U(xy):
T—X0 T—To
f(x) < h(z) < g(x), potom také lim h(x) =a.
T—2T0
Priklad 6.6
1. Z obrazku vyplyva, ze pro |v| < § plati |sinz| < |z| a B G
z véty o sevieni dostaneme lirr(l) sinx = 0|. Z rovnosti tgx
r—
cos?z + sin’z = 1 a podminky cosz > 0 (|z| < %) G
plyne |limcosz = 1]|. © A
z—0
2. 7 obrézku rovnéé vyplyva, ze |sinz| < |z| < |tgz| = <1
1 < 5= < - Z véty o sevieni dostaneme
lim Sinz sinx — 11/, ‘A OAB‘ < |Vyseé OAB’
z—0
< |AOAC
3. Necht z, — 0, potom Vk € NdngVn > ng: —% <
Ty < % Zaroven ek < e < ek a lim ef = 1. Odtud Tedy
k—o0 |sinz| |z|  |tgz]
vyplyva, ze lirr(l) e’ =1]. 9 9 D)
Tr—

Podobné e % < 1+ 1z, < eF = —+<In(l+z,) <.

Odtud plyne |limInz = 0|.

rz—1

4. Necht {x,} je takova posloupnost, ze n < x, < n + 1, Podol, ol 1
1 \n 1 \Zn n+1 odobnou tuvahu lze
potom (1 + n_+1) < (1+ a:_n) <(1+ ) - Odtud udélat pro libovolnou
opé€t pomoci véty o sevieni dostaneme posloupnost z,, — oc.

lim (14+1)" =e|.

r—00




Funkce f(z) = 0 a
_ 1 y#0
nesplnuji predpoklady
véty o limité slozené
funkce a lir% gly) =1
y—>

# lim g(/(z)) = 0.
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Cvicent 6.10:

l—cosz 1

a) Dokazte, ze plati lim ~—3*% =

z—0 2
1—cosz _ 1i1, (1—cosz)(l+cosz) l1—cos?z __
[ill% x2 i% z2(1+cos ) i{% z2(1+cosx)
2 2_ 1 1
sinz sinz _ 1
ili% z?(14cosxz) ili)r(l)( ) l+cosz = 2 ]

b) Dokazte, ze funkce sin z, e”,In x jsou spojité.
[Necht z,, — x¢, pak z,, — 29 — 0
a sin(z,) — sin(zg) = 2cos I sin L2220 — () = sin(z,) —

sin(zg), e =e™ e —1-€e™, Inz,—lnzg=mn —0.]

Véta6.4: (véta o limité slozené funkce)

Necht f: D(f) — H(f), g: D(9) — H(g) a H(f) C D(g).

Déle lim f(x) = yo (i £o0), lim g(y) = a. Je-li splnéna
Y—Yo

T—XT0
alespon jedna z néasledujicich podminek:

i) existuje P(xg) takové, ze YV € P(xg): f(x) # o,
ii) funkce g je spojita v bodé vy,
potom také slozena funkce h(z) = g(f(z)) mé limitu

lim h(z) =a.

Priklad 6.7: Dokazeme, ze plati

1| lim (1+2)" =

T——00

Polozime y = —x — 1 a vyraz v limité upravime

v —leytrly-loy ~(4y) _ oyl
I+ =) =) V=00 =

(14" (1+).

Dale plati y — oo a funkce y = —x—1 (= f(x)) spliuje
predpoklad i) véty (6.4) (y # o0).

Tedy lim (142)" = lim(1+1)'(1+3)=e-1=e.

T——00 Y—00
2.m%1+@i:e.
Poloéimey:l.Prox>O y — oo, prozr < 0
1
y — —oo. Tedy hm( +z)7 = lim(1+ 1) =¢a
xr— —|— Y—00 Y
zérovenn lim (1 + x)x = lim (1 + ) = e. 7 cviceni
r—0— Yy——00
1

(6.8) vyplyva, ze i liII(l)(l +x)" =e.
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3. [lim <1x+x) =1.

x—0

Funkce Inz je podle cviceni (6.10) spojitd v kazdém

bodé x > 0. Tedy

lir%w = lirr(l) In(1+a): =lne=1.
4. [lim &=L =1
x—0

Pouzijeme substituci y = e®* —1 a predchozi priklad.

L — lim =1.

r—0 * y—0

ln(1+y)

Cvicent 6.11: Dokazte, ze plati

s1nhx
a) lim ¥ = 1.
—0
lim sinbz sinhz __ — lim ef—e % _ lim ef—1+l—e"% __ lim ef—1 + e -1 _
[x—>0 z T—0 2% —0 2z o0 2T —2x
1 —
ztz=1]
i 1=cosha __ 1
b) Jim =5 = —3.
s 1—coshz __ 7:. (1—coshz)(l4coshzx) _ 1. l1—cosh?z
[glcll,% x? o }}1_)1% 22 (1+coshx) - alcli)% x?(14coshz) —
—sinh?z __ 1
glgli% z2(14coshz) ~— 2 ]

c) lim z* =1.
z—0+

@ =

[ lim 2" =(y = 2)= lim (i) —;Lrg.lo%—f: 1.]

z—0+ Yy—00

Definice 6.9: Funkce f se nazyva omezena ve srovnani
s funkci g (nebo g- omezena) pro x — X, jestlize

dP(xg) dc € RVz € P(xg): |f(z)] < clg(x)].

PiSeme a ¢éteme f = O(g). Je-li f = O(g) a g = O(f), pak
rikame, ze funkce f, g jsou stejného radu v bodeé z.
Rikdme, ze funkce f, ¢ jsou si asymptoticky rovny v bodé
Xy, jestlize

a piseme f ~ g.
Rikdme, Ze funkce f je malé o funkce g, jestlize

a piseme f = o(g).

Pojmy ”velké a malé o”

se pouzivajli pri hod-
noceni vypocetni slo-
zitosti programu.



Vyraz  limsup f(z)
X—X0

¢teme také jako limes
superior funkce f
v bodé xy a vyraz
lim inf f(z) ¢teme

X—X0

jako limes inferior
funkce f v bodé zy.

. 1
¢astecna limita cos —
T
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Poznamka 6.7: 7 piikladu (6.6), (6.7) a cviceni (6.10) vy-
plyva, ze v bodé xy = 0 plati: sinz ~ In(1 + ) ~e* — 1 ~
sinh z .

Cuiceni 6.12: Dokazte:

a) x ~tgx ~ arcsinx ~ arctgx .

[hm tiz — hIIl xs::r;:x — 1’ arcsinr __
z—0 z—0

actans — (y = arctgr) = hH(l) o

lin% (y = arcsinz) =

~1.]

lim-=4 =1, lim
y—>0 sy r—0

b) Necht f = O(g) a g = 1, pak 3 P(x) takové, ze funkce
f je omezena na P(xg).
[f=0(9),g=1= 3 P(xg)Vz € P(xp): |f(2)] <c.]

c) Necht existuje Jirélo% =c, ¢c #0, ¢ € R, pak
f=0(9) i g=0(f).
[lim%:céc—a<‘£éﬁg‘<c+5:>
[f(2)] < (e+e)lg(@)[ Alg(a)] < (c—e)|f(@)].]

Definice 6.10: Cislo ¢ se nazyva éasteéna limita funkce
f v bodé =z, jestlize existuje posloupnost {z,} C D(f),

T, # xo takova, ze lim f(x,) = c. Nejvétsi a nejmensi (po-
Tpn—X0

kud existuji) ¢asteéné limity funkce f v bodé xy se nazyvaji
horni limita a dolni limita funkce f aznacise limsupf(x)

X—Xpo
a liminff(x).

X—Xp

Priklad 6.8: Méjme funkci cos l

Pro posloupnost z, = ﬁ je hm0 cosi = 1, pro po-
- 1 . " 1

sloupnost 7, = SRS xliI_I)lO cos—n = —1 a pro po-
~ . 1 .

sloupnost z,, = @-pz 1€ tho cos ~Ln =0.

Libovolné hodnota c € (—1,1) je ¢aste¢nou limitou funkce

COS— v bodé zg =0 a hmsupcos— =1, hm%lfcos— = —1.
x—0 T—
Véta6.5: lim f(z)=L < limsup f(z)=liminf f(z)=

T—X0 T—xTg r—2T0

Cuvicent 6.13: Dokazte vétu (6.5).
[7=" V{x,},xn — xo,x, # o je lim f(z,) = L = také nejvétsi
Tn—%0

a nejmensi hodnota lim f(z,) = L.

In—T0
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6.2

7«<” Horni limita limsup f(z,) = L = Ve > 03dng € N

Ty —T0

Vn > ng: f(x,) < L+ e. Podobné dolni limita liminf f(z,) = L =

Tp—T0

L—¢e< f(zy). Tedy |f(x,) — L] <e= f(z,) = L. ]

Spojité funkce na mnoziné

35

Definice 6.11 :

1,

jestlize f je spojita v kazdém bodé x € I C D. Neboli

Funkce f: D — R je spojita na mnoziné

Vo eIVe>035>0VFe€D:|i—1|<d=|f(@)—fla)|<e.

Véta6.6:

Necht funkce f: (a,b) — R je spojitd na uza-

vieném intervalu (a, b) (v bodé a je spojité zprava, v bodé b

A

i

eva), potom
i) IK eRVx € (a,b): |f(z)] < K

(je omezend na (a, b)),

i) Jx1, 29 €(a,b): f(xl):¢22%>f<x)’ f(xg):xg%}éf(x)

(Weierstrassova véta o nabyvani minima a maxima),

ii) Vy € (f(a), f(b)) Tz € (a,b): f(x) =y

(existence FeSeni rovnice, nabyvani vSech mezihodnot).

Dukaz:

i)

ii)

Dtikaz povedeme sporem. Predpokladame, ze funkce f

neni omezena, tedy Vn € N3z, € (a,b): |f(x,)| > n.

Posloupnost {z,} (C (a,b)) je omezend. Podle véty

(4.41ii) muzeme z ni vybrat konvergentni posloupnost

Ty, — To. Z véty (4.2) vyplyva, ze xq € (a,b) a ze spo-

jitosti funkce f plyne nlimoo f(xy,) = f(xy), coz je spor
i

s predpokladem |f(x,,)| > np — c©.

Z bodu i) vyplyvé, Ze funkce f ma suprémum na (a,b) .
Polozime M = sup f(x) a pro spor predpokladéame,
x€(a,b)

ze Yx € (a,b) je M — f(z) > 0, tedy i funkce
g(z) = M+f(7) je kladné. Zaroven ¢ je spojita funkce
na (a,b). Podle bodu i) existuje M; € R takové, zZe
My > 5y > 0= M~ f(2) > 3 = M — 5 > f(2)
V€ (a,b). To je spor s predpokladem, Ze M je supré-
mem funkce f na (a,b).

Funkce % je spojita na
intervalu (0,1), neni
spojitda na intervalu

(-1,1).

nabyvani mezihodnoty

f@"/f///
y__
fat —

PEIEY
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iii) Necht f(a) <y < f(b). Postupnym putlenim intervalu
(a,b) vytvorime intervaly (a,,b,) (b, —a, = £2) ta-
kové, ze f(a,) <y < f(b,). (Pokud y = f(a,) nebo
y = f(b,), pak jsme bod x nasli). Z véty (4.3) vyplyva,
ze existuje bod z € (a, b) takovy, ze hm ap,=lim b,=u=.

OO n—oo
Ze spojitosti funkce f a z véty o sevieni (4.7) dostaneme

flx) = flan) <y < f(bn) = f(2) = f(2) =y.

Cvicent 6.14: Jestlize funkce f je konvexni nebo konkéavni
a (a,b), pak je spojita na (a,b).

[V intervalu (a, b) uvazujeme body z; < x5 < x3
a posloupnost {x,}, kterd konverguje k bodu z, zprava a x, < x3.

Budeme piedpokladat, ze funkce f je konvexni (pro konkévni funkce je
f(z3)—f(z1) (

(= r1), potom

dikaz podobny) a polozime g(x) = f(z) —
funkce g je opét konvexni (od konvexni funkce jsme odecetli ptimku) a
plati f(21) = g(21) > g(x,) a f(23) = g(x3) > g(22).
Z konvexity funkce g vyplyva, ze Vux,3t, — 0+,7, — 1—: g(z2)
tng(21) + (1 = tn)g(zn) A glan) < Taglze) + (1 = m0)g(xs) = g(x2)
tn(g(x1) — g(zn)) + g(xn) A g(xn) < g(22) + (1 = 70)(g(23) — g(22))
9(@2) = tn(g(21) — g(zn)) < g(@a) < g(22) + (1= 7)(9(23) — g(22)) =
hm g(xn) = g(x2) . Podobné lze dokazat, ze funkce g je spojité zleva

Tn—T

v bode xq, tedy funkce ¢g i f jsou spojité na (a,b). |

JIn A

Cvicent 6.15: Dokazte, ze spojita a prosta funkce na I je
ostfe monoténni na I .

[ Ditkaz provedeme
sporem. Necht funkce f neni ostfe monoténni na intervalu (a,b), pak
existuji body zg, 1, xo € (a,b) takové, ze f(xg) < f(z1) > f(z2)
(nebo f(xg) > f(z1) < f(x2)), (rovnost nemize nastat, protoze funkce
f je prostd). Zvolime € > 0 tak, aby f(zo) < f(x1)—¢ > f(x3). Protoze
funkce f je spojitd na uzavienych intervalech (zg,z;) a (r1,x9), tak
existuji podle véty 6.6 body & € (zo,x1), & € (w1,72) takové, Ze
f(&) = f(x1) —e = f(&), coZ je spor s piredpokladem, ze funkce f je

prosté. |

Cuiceni 6.16: Ovéite, zda inverzni funkce f~! ke spojité
funkci f je opét spojita funkce ?

[ Sporem, necht

fxn) =yn — vo = fzo) axn = fHyn) 7 f(0) = 0. Z véty (2.1)
plyne, ze f je prosta a podle predchoziho cviceni je f ostfe monoténni.

Tedy pokud x,, 4 x, pak f(x,) /~ f(xo), coz je spor. |
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Definice 6.12: Funkce f je stejnomérné spojitda na
mnoziné [ C D, jestlize plati

Ve>030>0Vr, a0 €1:|x1—29|< 6 = | f(x1)—f(22)| < €.

Poznamka 6.8: Pokud bod x1 v predchozi definici zvolime
pevné, pak dostaneme definici spojitosti funkce f v bodé z;.

Odtud je zfejmé, Ze stejnomérné spojita funkce na mnoziné funkee +
I je zaroven spojita na I. Obracena implikace vSak neplati.

Priklad 6.9:

1. Funkce f(z) = % je spojitd na intervalu (0, 1), neni
zde vsak stejnomérné spojita.
Zvolime Vn € N body =z, = % Top = % Pro je-

jich vzdalenost plati ’% — i‘ = 1 (< §). Pro rozdil

2n ) ’
funkénich hodnot vSak dostaneme |f(x1,) — f(z2,)| =
In—2n|=n(>¢).
2. Funkce f(z) =sini je spojitd na intervalu (0, 1), neni
zde vsak stejnomérné spojita.

, _ 1 — 1
Zvolime Vn € N body =z, = e L T
s v ) z 1 1 R

Pro vzdalenost téchto bodt plati ‘g Tonr T Tieanm| =

o (< 6). Pro rozdil funkénich hodnot vSak do-

p)
— T +4n?n?

staneme |f(x1,) — f(z2,)| =11 —(=1)| =2 (> ¢).

Véta6.7: (Cantorova)
Je-li funkce f spojita na uzavieném intervalu /, potom je na
intervalu I také stejnomérné spojita.

Cvicent 6.17: Dokazte Cantorovu vétu (6.7)

[ Ditkaz povedeme sporem.

Necht f: I — R neni stejnomérné spojita funkce, pak

de >0 Ve >0 Jag, 20 € I:]xy — x| <IN |f(21) — f(22)] > €.
Polozime 6 = % ,n € N, potom

de>0VneN Jxy,, vo, € I |11, —T2,| < %/\|f(x1n)—f(:x2n)| > e.
Posloupnosti {z1,},{z2,} C I jsou omezené, tedy podle véty (4.4)
existuji vybrané posloupnosti {Z1,} C {x1n}, {Z2n} C {z2n} a 79 € R
tak, ze 21, — xg, T2, — To. Zaroven [ je uzavieny interval, tedy podle

véty (4.1) je mg € I .
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Podle predpokladu je funkce f spojita funkce na intervalu I, tedy

dn Vo > ng [f(2) = f(zo)] < 5, In2Vn > ng: [f(Z2a) — f(20)] < 5.
Odtud plyne | f(Z1n) = f(Z20)| < [f(Z10) = f(20)|+ [ f (w0) = f(Z20)] <€,
coZ je spor s nerovnosti | f(Z1,) — f(Z2n)] > €. ]

funkce tgix Priklad 6.10: Dokazeme, ze funkce f(z) = 7 Je stejno-

mérné spojita na intervalu (0, 7).

Nejdfive poznamename, ze funkce stejnomérné spojita na
mnoziné M, je rovnéz stejnomérn€ spojitd i na podmnoziné

\ M, C M.
Déle lim == =1 a lim = = 0. Nyni dodefinujeme

z—0+ 187 s 18T
f(0) =1, f(§) = 0 (spojité dodefinovani v krajnich bo-
dech), potom funkce f je spojitd na uzavieném intervalu
M = (0,5), tedy podle Cantorovy véty (6.7) a avodni po-
znamky je funkce f také stejnomérné spojita na podmno-
ziné My = (0,7).

bo| 3
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7

Derivace

Priklad 7.1:  Mame auto, jehoz ujeta draha je popsana

funkci s(t) . Chceme-li spocitat jeho primérnou rychlost ©
s(t)—s(to)

v Casovém intervalu (fo,t), pak 7= —
Rozdil At =t—t, se nazyva diference argumentu, rozdil
As(tg, At) = s(t) — s(tp) se nazyva diference funkce s
v bodé t; a podil %};@0) se nazyva pomeérna diference

funkce s v bodé ¢j.

K vypoctu okamzité rychlosti vy auta v ¢ase t; potrebujeme

znét hodnotu limity vy = 1thr? %ﬁto) :
—1o

Definice 7.1: Jestlize existuje limita

. f(x) = flxo
jim JE @) _ i (= g1y,
T—T0 T — Xy

pak se nazyvad derivace funkce f v bodé xy. (Jestlize
lim %ﬂ)xo) = +00, pak hovofime o nevlastni derivaci.)
T—XT0

e @S -
Jestlize existuje x1—1>§01+ e - = f " (x0), pak se nazyva

derivace zprava.
f@)=f(zo) _ F (),

pr—— pak se nazyva

lim
T—T9—

derivace zleva funkce f v bodé z.

Jestlize existuje

Funkce f: x — f'(x), x € I senazyvé derivace funkce f
na intervalu /.

Poznamka 7.1: 1. Z cviceni (6.7) vyplyva, ze funkce ma
derivaci f'(zg) pravé tehdy, kdyz existuji obé jednostranné
derivace f’ (z¢), f'(xo) a tyto derivace se rovnaji.

Funkce f(z) = |z| m4 f,(0) = lim Z=2 =1 a f/(0)=—1.

z—0+ z-0
Tedy derivace f'(0) neexistuje.

2. Pokud f’ je spojitd funkce na intervalu (a,b) (v kraj-
nich bodech zprava, resp. zleva), pak fikdme, Ze funkce f
je spojité diferencovatelna na (a,b) a mnozinu vsSech
spojité diferencovatelnych funkci na intervalu (a,b)
zna¢ime C!((a,b)). Podobné mnoZinu vSech spojitych
funkci na (a, b) znacime C((a,b)).

V 17.stoleti se ma-
tematici pokouseli
vyresit tzv. ”Problém
tecny”- nalezeni tec¢ny
ke grafu funkce a
”Problém plochy”-
spocitat obsah plochy
pod grafem funkce.
Na tspésném vyteseni
téchto problémi se
nezavisle na  sobé
podileli Isaac Newton
(1643-1727)

a Gottfried Wilhelm
von Leibniz (1646-
1716). Dalsi rozvoj
v této oblasti vedl
k  ziskdni  velkého
mnozstvi matematic-
kych poznatkt, které
nazyvame ”kalkulus”.



http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/history/Mathematicians/Newton.html 
http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/history/Mathematicians/Newton.html 
http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/history/Mathematicians/Leibniz.html 
http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/history/Mathematicians/Leibniz.html 
http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/history/Mathematicians/Leibniz.html 
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Priklad 7.2: Vypocitame derivaci funkce f(z)=z",neN,

x € R. Dostaneme f'(xy) = lim [@=f@0) _ 13y 1= —

x—xy L0 T—T

. T—1 xn—l_,'_xn—Zx +'~-+.’L‘n71 . —
lim &=20)( P 0 ) — nrl = | (2") = na" L.
T—XTQ

Cvicent 7.1: Dokazte nasledujici tvrzeni.
a) Jestlize funkce f ma derivaci zprava i zleva v bodé x,
pak funkce f je spojita v xy.
[ Vyuzijeme ptfedpoklad, Ze funkce f mé derivaci zprava v

bodé xy a piseme lim (f(z)— f(z9)) = lim _f(l"):f(xo)(
T—zo+ r—zo+  TTT0

fi (o) - lim+(:z: — x9) = 0. Odtud plyne lim+f(x) = f(zo) a
T—x0 T—T0

funkce f je spojita zprava v bodé xy. Podobné dokazeme spojitost

T—xg) =

zleva, tedy podle poznamky (6.6) je funkce f spojita v bodé zg.]

b) Derivace sudé funkce je funkce licha a naopak.
[Necht f je sudd, tedy f(—z) = f(x). Pro derivaci

v bodé —x, pak plati f'(—z¢) = lim W =(y=—u) =
T——T0
i SEW)—f(=20) _ 13 _f@)=flxo) g
g S i e = )

Diusledkem bodu a) cviceni (7.1) je nésledujici véta.

Veéta7.1: Jestlize funkce f je derivovatelna v bodé x(, pak
funkce f je spojita v bodé z.

funkee f(z) = /| Pozndmka 7.2: Obracené tvrzeni k predchozi vété neplati.

y Funkce f(z) = \/|z| je spojitd v bodé zy = 0, ale nem4 v
tomto bodé derivaci.

Derivace zprava [’ (0) = lil’él \;E_—Oo = +00 a derivace zleva
r—0+
f7(0) = lim \/io_o = —00 jsou nevlastni.

r—0—

Definice 7.2: Necht k funkci f: U(zg) — R existuji kon-
stanta A a funkce w: U(xg) — R takové, ze Yz € U(xy):

fl@) = flmg) = A+ (x — x0) + w(@—z0) A lim 2&=2) —

x—xg T—Xo

pak fekneme, Ze funkce f je diferencovatelna v bodé xj .
Polozime h = © — x . Funkce

df (xo,h) = A - h

se nazyva diferencial funkce f v bodé xy.
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Véta7.2: Funkce f ma derivaci v bodé xj (je derivovatelna
v o) pravé tehdy, kdyz je diferencovatelnd v bodé x . Navic
plati

df(ZIJQ, h) = f/(ZE()) -h.

Diikaz: 7=" Jestlize 3 f'(xg), pak upravime rozdil

f(@) = f(wo) = ['(wo) (x —x0) + f(x) — f(z0) — [ (w0) (x — 20)
a polozime w(x — xg) = f(x) — f(xo) — f'(xo)(x — x0),
A= f'(x9) .

Tedy f(x)— f(xo) = A(x — z¢) + w(x—x0) a pro funkci w

dostaneme lim “@=%0) _ iy L@ =f (@)= (20) (x=20)
x—xo TTTO T—Tg T—xo
- L@ —fzo) g _
3}1_{?0 — = — J'(x0) =0.

7<= Jestlize f(x)— f(xg) = A (x —xg) +w(x —1x0), pak
f/(xo) — lim f(x)—f(z0) — A+ lim w(z—x0) = A.

r—2Tg T—XTo T—2p Tr—To

Poznamka 7.3

1. Profunkci f(z) =z je f(x)—f(zo) = 1(z—z0)+0 = h.
Tedy f'(x) =1 a df(xg,h) = dx(xg,h) = h, proto
se pro diferencial funkce f v bodé zy zavadi znaceni

df (zo, h) = f'(zo) dz|.

2. Diferencial funkce f urcuje hlavni (linedrni) zménu
funkce f v bodé x( a pouziva se pro vypocet pribliznych
hodnot dané funkce na okoli bodu zy pomoci vztahu
f(x) = fxo) + f'(wo)(z — 20) .

Naptiklad pro funkci f(z) = /x a body = = 4,1,
zo = 4 dostaneme /4,1 = \/Z+ﬁ-(4,1—4) =2,025.

3. Rovnice te¢ny ke grafu funkce f v bodé [z, f(z¢)]
ma tvar

y — f(z0) = f'(z0)(z — 20).
4. Pokud f'(xy) # 0, pak rovnice normaly ke grafu

funkce f v bodé [z, f(x¢)] ma tvar

1
f'(xo)

y — f(wo) = —

(x — ).

diferencial funkce f
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Priklad 7.3: Najdeme derivaci a diferencial funkce e” .

, . T _pT0 .
Plati lim &%— = lim
T—2T0 T—XT0

a de*(xg,h) =¢€"-h.

ezo (ez—mo _1) .
T—xg T—Tg o

e =|(e’) =e”

Cviceni 7.2: Najdéte derivaci a diferenciél funkce /x .

[Plati /z — /T = &=

lim Y2vY® — 1 Tedy pro derivaci plati (y/x)'(zo) =

soxg  TTEO 2\/xo

VZ0) (VT ++/Z0) z—g

diferencidl dy/x(z, ): “h, xyg>0.]

NaN *\fﬂﬁ

2W a pro

Priklad 7.4: Najdeme rovnici te¢ny ke grafu funkce cosx

v bodé xy = 3.

Plati cosx —cosxzy = cos(£5% 4 L5550 ) — cos(£5%

T+To x—xo) _
2 2 _

cos ‘TE‘TO cos x;‘”o — sin ”J;xo sin 1_25”0 —
r+2x9 T—Xy i TETO To _ s TH+Tg 1. T—Xg
COS =52 €OoS — sin —; 5L = 2 sin 5 Sin =
. _ . —2sin 70 gip =70 .
= lim % — [jm 2 2 — —sinxg.
T—Tp Tr—Xxo T—To Tr—XTo
!/ : s
Tedy |(cosz) = —sinx| apro = 5 ma rovnice tecny
i _ : v T _ v
tvar y —cos(3) = —sin(5) - (z — 5) =y = —(v — 5).

Véta7.3: (algebra derivaci)

Necht existuji derivace f'(xy),

g'(zg), pak plati:

i) (af+£bg)(xo) = af'(xo) £bg (7o),

i) (f-g) (z0) = f'(x0) g(wo) + f(20) ¢
— f(o) g'(wo)

(xo) )

i) (;” ) (o) = Lan) 9l

9*(xo)

a,beR,

,  g(zo) #0.

Dikaz: Dokézeme vztah iii) pro derivaci podilu dvou funkci.
Ostatni vztahy se dokazuji podobné.

N f(z) f(fvog
Plati (2) (z) = lim I)_—:foo =

x—xy T

lim

T—Tq 9(30)9(330) (-75_-750>

f(x) g(wo)—f(z0) g(w0)+f(w0) g(x0)— f(x0) g(x)

= lim

T—xg 9(95)9(550) (33_330)

I*(EO

f(@)—f(=q) g(z0)—f(xo) g(wgziggwo)

= lim @) 9(a0)

. Z existence derivace ¢'(zg)

a véty (7.1) vyplyva, ze funkce g je spojita v bodé xy .

Tedy lim g(z) = g(zg) a

f'(x0) g(z0)—f(%0) 9'(%0)
9* (o) '

lim
T—XT0

f(x)—f(zg)

T—I(

g(wo)— f (wo) 21 2hc0)

9() g(zo)
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Priklad 7.5:
L. (2z+ 1) Inze”) =2lnze’+ 2+ 1)(Inze”) =
=2Inze’+ (2z+1)te"+ (2z+ 1) Inze”.

/ i ! cosxcosr—sinz(—sinx 1
2. (tgx) = (dmz) = me(csing _ 1 -
cos T cos? x cos? x

(tg x)/ = cos12x :

Véta7.4: (Derivace slozené a inverzni funkce)

Necht funkce f je diferencovatelnd v bodé zg, yo = f(xo)
a funkce ¢ je diferencovatelnd v bodé y,, potom i sloZzena
funkce h(z) = g(f(x)) je diferencovatelnd v bodé xy a plati

(h(2))'(20) = g'(y0) - ['(w0)

Necht f(z9) # 0, pak pro derivaci inverzni funkce f~! v bodé
Yo = f(x) plati

_ 1 1

(f ™) (%0) =

fizo)  F(F(w)

Diikaz: Polozime y = f(z) a upravime zlomek —h(xgj(()xo) =

— 9(f(@)=9(f(z0) _ 9(W)=9(o) & y=yo _ 9W)=9(wo) , f(x)=f(z0)

IT—Zo Y—Yo T—Zo Y—Yo T—Xo

Funkce f je derivovatelnd a podle véty (7.1) i spojitd v
bodé xy. Tedy y — yo a prechodem k limité ve vyse uve-

dené rovnosti dostaneme (h(x))'(zo) = lim _h(ﬂfx):g(xo) _
T—T 0

iy 9W=9(Wo) 15 Y=¥ _ g

Tim S Tim G20 = ¢ (yo) - f(20)

(Pokud y = yo na okoli U(xzg), pak funkce f i h jsou
konstantni, jejich derivace nulové a plati 0 = ¢'(yg) - 0.)
Prvni c¢ast véty je tedy dokazana.

Vztah pro derivaci inverzni funkce nyni dostaneme, kdyz po-
lozime g = f~1, pak h(z) = fY(f(z))=2 a h'(x)=1.
Tedy 1 = (f71)(y) - f/(z). Odtud jiz plyne druhé tvrzeni
vety.
Priklad 7.6-
1. (a*) = (") = (y = zIna) = (¢Y) - (xIna) =

e . Ing = |(a*) = a® Ina.

Derivace inverzni funkce

Y




Z véty o derivaci slo-
zené funkce napriklad
dostaneme

1 = (sinh(argsinh z))’
= cosh(argsinh x) -
(argsinh x)" =
(argsinh x) =

cosh(argsinh z)
1
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/ _ 1 _ 1 — 1
2. (arctg y) (yO) T (tanmg) T —5— T cos®(zg)tsin®(zg)
cos=(zq) cosz(mo)
_ 1 _ 1 =_1
T 1+tan®(xg)  1+tan®(arctan(yg)) ~ 14+(yo)?

(arctgx)’ =

_1
1422 °

Zakladni derivace

reR

/1 + sinh?(argsinh )
1

V1422

a’) =a"Ina a>0,a#1,zreR
Inz) =1 z € (0, 00)

log, ) = —— a>0,a#1,x€(0,00)
) = az*! aeR ze(0,00)

") =na" ! neNzxzelR

sinx) = cosx reR

cosz) = —sinx reR

tg I‘)/ - (:os12 T

r#(2k+1)I ke’

cotgz) = —Smgx x#kr, kel
— re(—1,1)
arccost) = — 11—1:2 re(—1,1)
arctgz) = H% reR
arccotg r)’ = —ﬁ reR
sinhz)" = coshx reR
coshx)’ = sinhx reR
tgha) = cosilzx reR
cotghx) = —Sinlllzx x#0
argsinh x)" = \/xiﬁ reR
argcosh z)’ = 1;71 z € (1,00)
argtghz) = 1 re(—1,1)

1
1—22

(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(arcsinz) =
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(

argcotgh )’ =

r € (—o00,—1)U(1,00)
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7.1 Zakladni véty diferencialniho poctu

Definice 7.3 : Funkce f ma v bodé z; (ostré) lokalni ma-
ximum, jestlize existuje okoli U(xg) takové, Ze

Vo e P(xg): f(xg) (>) > f(x).

V pfipadé opacnych nerovnosti hovorime o (ostrém) lokalni

ostré lokalni maximum

minimu, funkce f v bodé z;. 0 / \
Spolecné hovofime o (ostrém) lokalnim extrému funkce f
v bodé x.
Véta7.5: (nutnd podminka extrému - Fermat) loﬁﬁﬁgggaﬁgm
Necht bod z je bodem lokalniho extrému funkce f a existuje
f'(x0), pak f'(x9) =0.
0

Diikaz: Necht zg je bodem lokélniho maxima funkce f (pro / w0 \

lokalni minimum je dikaz podobny), pak existuje okoli U (z)

takové, ze

Va € Ulxg), x < my: L=L) xo) > 0= f"(xp) > 0. Podobné nutna podminka

extrému

f
VaoeU(xy), x> x0: (32 f;( 0) < 0= fl(z) <0.
Z existence derivace f’(zg) pak plyne 0 < f! (xg) = f'(z0) =
[l (xp) <0, tedy f'(x9) =0.

Priklad 7.7:

1. Podminka f’(z¢) = 0 neni postacujici podminkou ex-
trému. Funkce f(z) = 2® m4 v bodé x¢ = 0 derivaci 0
(23)|o = (32?)]op = 0, pfesto v bodé g = 0 nemé ex-
trém.

2. Funkce f miize mit extrém i v bodé, ve kterém neexis-
tuje derivace. Naptiklad funkce f(x) = |z| m& v bodé
zo = 0 minimum, ale derivace (|z|)" |, podle poznamky
(7.1) neexistuje.

Definice 7.4 : Jestlize f’(z() neexistuje nebo f'(xy) = 0,
pak fikame, Ze bod xg je kritickym bodem funkce f (nebo
bod podeziely z extrému) . Pokud f'(xy) = 0, pak bod x( je
navic stacionarnim bodem funkce f .
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Véta7.6: (o stfedni hodnoté - Rolle)

Necht funkce f je spojitd na uzavieném intervalu (a,b),
diferencovatelnd na otevieném intervalu (a,b) a v krajnich
bodech plati f(a) = f(b) = 0, potom existuje bod & € (a,b)
takovy, ze

f'(§) =0.

Dikaz: Podle véty (6.6) nabyva spojitd funkce na uzavie-
ném intervalu svého minima i maxima. Necht z,, je bo-
dem minima a x); je bodem maxima funkce f, potom
flam) < fla) = f(b) < flam).

Pokud je funkce f konstantni, pak je tvrzeni véty ziejmé.

Pokud funkce f neni konstantni, pak nastane alespon jedna
z moznosti: f(z,) < f(a), pak poloZzime ¢ = =z, nebo
f(b) < f(zar), pak polozime & = x);. Bod £ je tedy bodem
lokélniho extrému funkce f a podle véty (7.5) je f'(§) =0.

Véta7.7: (o stfedni hodnoté)
(Lagrangeova) Necht funkce f je spojitd na (a,b) a dife-
rencovatelné na (a,b), potom existuje bod £ € (a,b) takovy,
ze
/ f(b) — f(a)

f1(€) = — .
(Zobecnénd) Necht také funkce g je spojitd na (a,b), di-
ferencovatelna na (a,b) a Va € (a,b) je ¢'(z) # 0, potom
existuje bod n € (a, b) takovy, ze

f'm) _ f(0) — f(a)
gm  gb)—gla)

Dikaz: Zavedeme funkce hy(z), he(x) predpisem
hi(z) = (f(b) — f(a))i=s — (F(b) — f(x)
h(x) = (f(b) = f(a)) 4545 — (F(b) — f(x)).

Funkce hy , hs spliuji predpoklady Rolleovy véty (7.6). Ted
existuji body &,n€ (a,b) takové, ze hi(§)=0, hy(n)=0.
fla

Neboli 0 = (f(b) — f(a))7=; + F'(€) = f'(€) = H5=1

a 0= (f(b) — f(a)) s + 1) = L = LSy,

Y
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Pozndamka 7.4

1. Lagrangeova véta o stfedni hodnoteé tika, ze ke grafu di-
ferencovatelné funkce f existuje tecna se stejnou smeér-
nici, jakou méa sec¢na grafu funkce f prochazejici body

la, f(a)], [, ()]

2. Véta (7.7) ztistava v platnosti i pro funkce f s nevlastni
derivaci v nékterém bodé xj intervalu (a, b), napf¥. pro
funkci f(x) = /x na intervalu (—1,1), kde f’(0) =

#ﬁ )= 00.
Disledek 7.1:  (véty (7.7)). Funkce f je na intervalu (a,b)
konstantni pravé tehdy, kdyz Vz € (a,b): f'(z) =0.
Diikaz:
7 =7 Pokud f(z) =c, c € R, pak ziejmé f'(z) =0.
7 < 7 Necht x1,zy jsou libovolné dva body z intervalu
(a,b), pak podle véty (7.7) 3¢ € (21, x2) takové, ze f(x1) —
f(xe) = f/(&)(x1—x9) . Podle predpokladu je f'(£) = 0, tedy
flz) = f

(21 (x2) a funkce f je konstantni.

Cuicent 7.3: Pomoci véty (7.7) dokazte néasledujici tvrzeni.

Necht funkce f je spojitda na (a,b), diferencovatelnd na
(a,b) a existuje lim+ f'(z), potom existuje f)(a) a plati
r—a

lim (@) = f(@).
| Z véty (7.6) plyne Vz € (a,b)3&, € (a,x): f'(&) = W
Dale f/(a) = lim {2209 — 1im f(¢,) = lim f'(x).]

z—a+ - r—a+

Pokud v zobecnéné vété o stfedni hodnoté (7.7) polozime
f(a) = g(a) = 0 a uvazujeme b — a, pak dostaneme nasledujici
pravidlo.

Véta7.8: (I'Hospitalovo pravidlo)

Necht funkce f, g spliuji predpoklady véty (7.7). Navic pred-

pokladame, ze lim f(z) = lim g(z) =0 (nebo +00) a exis-
T—Xg

T—xTo

tuje limita (i nevlastni) lim £ :gi; . Pak
T—XT0

lim Lx) = lim f(z) :
=z g(x) 2w g'(2)

Tvrzeni véty plati i pro x — x££, r — 0.
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Priklad 7.8:

1
1. 7Z existence limity lin% (a’rc(il)r}xy — liII(l) Vo 2 =1 vy-

plyva lim #=2£ =1,
z—0 z

/
2. Pozor z neexistence limity lim L) nevyplyva, ze
oz 9'()
lim £&) neexistuje.
o 9(T)
.. . x?sin 1)/ . 2xsint—cosi . . .
Limita lim % “‘,) = lim ——=——= neexistuje, presto
70 (sinw) 70 cosx

. x%sind . P .1
i_@ sinx _Clcl_)nésinxxsnlg =0.

s . . Vs 2z s . 99 09

3. L’Hospitalovo pravidlo pouzivame na limity typu ”§
nebo 77
Limitu lirg rInz, kterd je typu 70 - c0” , mlzeme
rz—0+
prevést na typ 8, tj. xlnx = -+ mnebo =, tj.
Inz
rlnz = 22 Potom
T
@ 1 — % n4im sice nepomiiZe, ale
(L)/ —ln_2x% —In?z p !
Inz
(Inz)’ : :
=24 =—r — 0. Tedy lim zlnz =0.

D 0

7.2 Vyssi derivace a Taylorova formule

Definice 7.5: Necht funkce f je diferencovatelna na U(xy).
Jestlize existuje

o 1) = f'(z0)

T—X0 r — X

= (o),

pak ¢islo f”(xy) se nazyvd druha derivace funkce f
v bodé z .

Tedy f"(z9) = (f')(xg) a analogicky pro n-tou derivaci
funkce f v bodé z( plati

£ (@o) = (£ VY (o) -

Rikame, 7e funkce f je n-krat diferencovatelna v bodé .

Funkce f: 2 — f((x), 2 € I se nazfva n-ta derivace
Z definice prvniho di- funkce f na intervalu I .
ferencidlu df = f'(x¢)h . (n) " L R .
plyne df' = f"(xo)h, Funkce d" f(xg, h) = f"™(xg)-h" se nazyva n-ty diferencial

tedy d*f = f"(z0)h?. funkce f v bodé x .
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Priklad 7.9: Spocitame druhou derivaci a druhy diferen-
cial funkce f(x) = 2° v bodé zp = 1.

Plati (23)" = (322)' = 6z .
Tedy (23)'(1) =6 a d?(23)(1,h) = 6R>.

Formalné mizeme druhy diferencial pocitat jako prvni di-
ferencial z prvniho diferencialu funkce f .

Pro f(z) = 23 dostaneme d*(z?®) = d(dz?) = d(3z* - h)
= (d(32?)) - h = (6zh)h = 61 - h?.

Nyni budeme predpokladat, ze funkce f je dvakrat diferen-
covatelnd na intervalu I a (a,b) C I.

Oznac¢ime-li Ri(x) = f(b) — f(x), pak funkce R;(z) udéava
chybu, které se dopustime, kdyz hodnotu funkce f(b) nahra-
dime hodnotou f(z). Z Lagrangeovy véty (7.6) vyplyva, zZe
3¢ € (a,b) takové, ze Ri(a) = f(b) — f(a) = f'(§) - (b—a).
Odtud plyne f(b) = f(a) + f'(§) - (b—a).

V dikazu Lagrangeovy véty jsme zavedli funkci hq(z)
(f(b)—f(a))=E—(f(b)—f(x)), jejiz hodnoty udavaji vzdalenost
bodu [z, f(z)] od bodu [z, f(b) + W(m —b)], ktery lezi na
sené spojujici body [a, f(a)] a [b, f(b)].

Nyni uvazujeme funkci Ro(x) = f(b)—f(z)— f'(z)(b—2x), kterd
udava chybu pfi nahrazeni funkce f te¢nou ke grafu funkce f
vbodé z: y= f(x)+ f'(x)(b—x).

Funkci Ry (x) popiseme pomoci druhé derivace funkce f . Proto
analogicky k funkci h; zavedeme funkci

ha(x) = ((0)~f (a)—f"(a) (b—a)) =z — ( (b) ~f (x) ' (x) (b—=)).
tedy

Funkce hy(x) spliuje predpoklady Rolleovy véty (7.5),
3¢ € (a,b): hh(§) =0 =

0= f(b)—fla)=f(a)(b—a) il + f1(©) = () (b—E) = F'(£).
Odtud vyplyva Ra(a) = f(b)— f(a)— f'(a)(b—a) = L5 (b—a)?

f”2(g) (b _ a)2 _

f@) = fa) + f(a)(b—a) +

Uvedeny postup zobecnuje nasledujici véta.

f)
}Rl(l’)
f(x)
f(a)
a T b
f(b)

f(a;y/mwf'(x)(b ~a)

Ra(x)




Rozvoj funkce v ne-
konecnou fadu nasel
anglicky matema-
tik  Brook  Taylor
(1685-1731).

jiz. v roce 1712. Jeho
prace jsou zakladem
pro diferencéni pocet.
Psal také o linearni
perspektivé, magne-
tismu, lomu svétla
a o mechanickych
problémech.
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Maclaurin (1698-1746).
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Véta7.9: (Taylorova véta)

Necht funkce f mé (n + 1) derivaci na intervalu (a,b), bod
zo € (a,b). Potom YV € (a,b) existuje & lezici mezi body x
a x takové, ze plati nasledujici Taylorova formule

f(x) = f(xo) + f'(wo)(x — 20) + %(az —x9)2 + -

4 S (o) noy =)

(@ = )" + Ty

n+1
n! :

(x — )

Polynom
T(zo, ) = f(20) + f'(x0)(z — zo) + L8 (z — zp)?+

() (4

n

se nazyva Taylorav polynom n-tého fadu funkce f(x)
v bodé xy. Vyraz

i W

Rn+1<$07aj) - (TL-|— 1)|

se nazyva zbytek nebo chyba Taylorova polynomu.

Pozndmka 7.5:
1. Zkréacené piseme f(z) = T,,(xo, z) + Ryi1(xo, x) .

2. Pomoci diferencialu piseme

f(wo+h) — f(xo) = df (zg, h) + TLEM) o .
+—d(n)f(x°’h) + Ry11(xo, h) .

n!

3. Pro 2y =0 hovorime o Maclaurinové formuli.

Priklad 7.10: Najdeme Maclaurinovu formuli pro funkci
sin x . Plati

sin z =sin 0+ cos 0(z—0) + =322 (z—0)? +- - -+ %(w—O)”

(1)
—Suzn:)(!g) (—0)""! = Taylortiv polynom Ty, 1 funkce sin
v bodé 0 ma tvar 13,11 = x — g_? + - (_1)n+1(2w:j:11)!

sin®2)(¢) onto

a pro zbytek polynomu plati Rg,.2(0,z) = I


http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/history/Mathematicians/Taylor.html
http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/history/Mathematicians/Taylor.html
http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/history/Mathematicians/Maclaurin.html
http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/history/Mathematicians/Maclaurin.html
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Poznamka 7.6: (Tayloriv rozvoj funkce)
Funkce f(z) = sinz ma spojité derivace vSech fadu (pi- Také plati
Seme f € C*°(R)). Tyto derivace jsou navic omezené, tj. % _onil

JK > 0¥n € N Vo € R:|f"(@)] < K. Odtud plyne SinthnZ:;(QnH)!
|Ronia(0,2)] < ZEL 2 & lim Rypi0(0,2) = 0.

(2n+2)! o o
T n
Funkci sinx tedy muzeme vyjadrit ve tvaru Taylorovy cosh z = Z 2n)!
. ) O (_q)n n=0 ’
rfady sinz = ) % 2l o (_q)ngon
n=0 . o arctg x:Z _
S (_1)n 2n 1 ’I’L n=0 n
Podobné cosxz = ) @ & Z =" (pro r =1
=0 ’ n=0
~
dostaneme e =Y i).
n=0

Priklad 7.11: Pomoci Taylorovy formule lze aproximovat
hodnoty funkci s pfedem zvolenou presnosti.

S presnosti na tii desetinnd mista spoc¢itame hodnotu In1,1.

Najdeme Taylortv rozvoj funkce Inz v bodé xy = 1. Pro
n-tou derivaci plati In™(z) = (=1)""'(n — 1)! 2" . Tedy

lnlenl—l—l(x—l)—%(x—l)z—i—---—l—#(x—l)”—l—

—1)" —n—1 n
( 31—51 (z — 1),
Odhadneme chybu R, .1(z,1) = %(:p — 1)™! pro
r=1ace(1;11).

n 071 n+1
Dostaneme |R,,1(1,1;1)| = | +1 €n+1(1,1—1) 1) < (n4)—1 .

Pro n =2 je |Ry1(1,1;1)] < %3% < 0,001.
Tedy In1,1=0,1-1(0,1)?= 0,095.

7.3 Prubéh funkce

Definice 7.6 : Rekneme, %e funkce f roste (klesa) v bodé
zg , kdyz existuje okoli U(xg) = (z¢g — 0,20 + 9) takové, ze

Vo e (zg—0,20): f(x) < f(xo) (f(x)> flzg)) A
Vo e (zg,x0+90): f(x) > f(zo) (f(z) < f(z0)).

V pripadé neostrych nerovnosti rikame, ze funkce f v bodé

f roste v xg

zo neklesa (neroste). 0] 2g—8 To x40
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Cvicent 7.4: Dokazte, ze funkce f roste na intervalu I
prave tehdy, kdyz funkce f roste v kazdém bodé intervalu I .
[?”=" Podle definice (6.2) funkce f roste na I <
Vo, 29 21 < 22 = f(x1) < f(rg) = Vo €(xg—0,20): f(x) < fxo)
AV x € (xg,x0+9): f(xg) < f(x) = f roste v zq.
7<" Pro spor predpokladame, ze Ja; < by € I A f(a1) > f(b1).
Oznacime T = ‘“;bl . Jestlize f(z) > f(a1), pak polozime ay = T, by
b, jinak as = a;,by = T atd. Pro posloupnosti a, ,b, plati b, — a, —

0+, f(an) > f(bn) a protoze jsou omezené a moténni, tak podle véty
(4.4) 3ec€ I:a, — c—,b, — c+. Podle predpokladu funkce f roste
v bodé ¢, tedy IngVn > ng: flan) < f(c) < f(by) coZ je spor s
vlastnosti f(a,) > f(b,).]

Véta7.10: Jestlize f'(zg) > 0 (f'(z9) < 0), pak funkce f
v bodé xj roste (klesa).

Diikaz: Necht f'(zg) > 0.
Z definice derivace plyne f’(xy) = lim J@) /@) o e >

T—Tg Tr—XTo

f'(wo) > 0 35>ovg;ep(f):0<|x—x0\<5:»’M—f'<xo) <e

r—2Xo

= (volbou &) 0 < f'(mg) — & < L@ — g 2> 2 je

f(z) > f(xg), pro x < z¢ je f(z) < f(xy) = funkce f
roste v bodé z.

Priklad 7.12: Funkce f(z) = x* méa derivaci f'(z) = 2z,
tedy f'(z) < O prox < 0a f(x) > 0prox > 0. 7Z
véty (7.10) vyplyva, Ze funkce f(z) = 2 klesd na inter-
valu (—o0,0) a roste na intervalu (0, 00) .

Véta7.11: (postacujici podminky existence lokalniho ex-
trému)

i) Necht f € C(U(zy)), U(xp) = (xo— 6,29+ 9) a zaroven
funkce f roste (klesd) na (xg — d,x¢), klesd (roste) na
(ro,xo + 9), pak bod z( je bodem lokdlniho maxima

f(z) = |z| (minima) funkce f.

ii) Necht funkce f je diferencovatelnd na P(x() a spojita v
bodé xy . Necht Vx € (xg—0,2z9): f'(x) >0 (f'(x) <0)

5 - a Vo€ (xg,xz0+9): fi(x) <0 (f'(z) >0) , pak bod

fre-t<o b =10 ® xg je bodem lokalniho maxima (minima) funkce f.
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Priklad 7.13: Funkce f(x) = V2?2 je sud4, spojitd, klesa-
jici na intervalu (—oo0,0) a rostouci na (0,00). Derivace
fl(x) = 33% je zaporna na (—oo,0) a kladna na (0,00).
V bodé x¢ = 0 nabyva funkce f(z) = V2 svého minima,
i kdyz derivace v tomto bodé neexistuje.

Cviceni 7.5:

1. Najdéte nejrychlejsi cestu ke zranénému v lese, kdyz po
silnici bézime rychlosti 5km/h, v lese 4km/h. Vzdale-
nost zranéného od silnice je 3km (tj. od paty P kolmice
spusténé z mista zranéni na silnici) a vzdélenost mista
vybéhu V' a bodu P je 15km.

[ Nejdiive bézime po silnici a ve vzdéalenosti = km
od bodu P odbo¢ime do lesa. Cas t potiebny k dobéhnuti ke zra-
nénému je dan funkei t(z) = =% + @, kde = € (0,15) . Pro
derivaci této funkce plati t'(z) = = + 1775 - Vyfesime nerovnost
T 7 < 06 51 <4Va? 9 & 2507 <1607 +16-9 & = <4.
Tedy funkce t(x) klesa pro x € (0,4) a roste pro x € (4,15).

V bodé x = 4 nabyva svého minima. |

2. Z karténu ve tvaru obdélnika vyrobte krabici (bez vika)
tak, aby méla maximalni objem.

[V kazdém rohu obdélnika o rozmérech a x b vyfizneme

¢tverec o strané x. Objem takto vzniklé krabice je popsan funkeci
f(z) = (a—2z)(b — 2x)x, kde x € (0, min{a, b}).
Spocitame derivaci funkce f. Plati f/(x) = (abx — 2(a + b)z? —
42%) = 1222 — 4(a + b)x + ab = 12(z — La+ b — Va> — ab + b?))
(x — %(a + b+ Va2 —ab + b?)) = funkce f nabyvd maxima pro
z=3%a+b—Va>—ab+1?). ]

3. Navrhnéte plechovku o objemu 1 litr tak, aby méla co
nejmensi povrch.

[ Necht r

je polomér kruhové podstavy valce a v je jeho vyska. Potom pro

objem V valce plati V = 7r?v a pro povrch S = 2mr? + 27rv. Z

1

p 3 a jejl

1
mr2

predpokladu, ze objem plechovky je 1 litr dostaneme v =
povrch vyjadiime jako funkci proménné r. S(r) = 27r(r +

Pro derivaci plati S'(r) = 47r — % . Minimum funkce f je v bod8
r= \3/% Odtud v = \3/% a v = 2r. Optimalni jsou plechovky,

které maji priamér podstavy shodny s vyskou. |




ostfe konvexni v x

f

y=f(xo)+ f'(z0)(x—10)
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1
Zo

inflexni bod g

Definice 7.7: Necht f: U(xzy) — R a existuje f'(xg).
Rekneme, ze funkce f je (ost¥e) konvexni v bodé z, jestlize
3 P(z) takové, Ze

Va € P(xo): f(x)(>) = f(@o) + f'(z0)(x — x0) .-

Rekneme, ze funkce f je (ostie) konkavni v bodé z, jestlize
3 P(z) takové, zZe

Va € P(xo): f(2)(<) < f(wo) + f'(wo)(x — o)

Diferencovatelna funkce f je (ostie) konvexni (konkavni)
na intervalu I C D(f), jestlize f je (ostfe) konvexni (kon-
kévni) v kazdém bodé x € I.

Bod zy se nazyva inflexni bod funkce f, jestlize existuje
okoli P(zg) = (xg— 0,29+ 0) takové, Ze

Vo e (xg—09,x0): f(z) < (>)f(xo) + f(x0)(z — x0)

Va e (zo,20 +90): f(z) 2 () f(w0) + f(20) (2 — 20) .

Pozndmka 7.7: Graf ostfe konvexni (konkavni) funkce f lezi
v prstencovém okoli bodu P(z) nad (pod) te¢nou v bodé x .
V inflexnim bodé prechézi graf funkce f z jedné strany tecny
na druhou.

Pokud funkce f nema derivaci v bodé z(, pak v tomto bodé
nedefinujeme konvexitu (konkavitu) funkce f.

Priklad 7.14: Zjistime, pro kterd z je funkce f(x) = z?
ostTe konvexni.

Plati f'(x¢) = 2x¢ a ovéfujeme nerovnost f(z) > f(xo) +
f(xo)(x — xp) -

Tedy 22 > z} + 2xo(x — m) & 2% > 2220 — 2% &
2 — 2xx0+ 23 > 0 & (22 — 30)? > 0. Tato nerovnost plati
pro kazdé x # xg.

2

Funkce f(x) = 2% je tedy ostie konvexni na R . (Porovnejte
s prikladem (6.3)).

Cviceni 7.6: Necht funkce f je konvexni na intervalu [
(podle definice (6.3)) a diferencovatelna na I, pak f je kon-
vexni v kazdém bodé intervalu I (podle definice (7.7)).
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[ Z konvexity podle definice (6.3) plyne
Vay,xe € I YVt € (0,1): f(twy + (1 — t)as) < tf(x1) + (1 —1t)f(z2) &
flar+ 1 =) (x2 —21)) < flz1) + (L= ) (f(22) — f(21)) =

lim LG e iS00 (4, 1) < f(a5) = f(21) & /(@) (wa—21) <

f(zg) — f(x1) = funkce f je konvexni i podle definice (7.7).]

Véta7.12: Necht funkce f je dvakrat diferencovatelnd na

intervalu I .

i) Jestlize f"(z9) > 0 (f"(x0) < 0), xy € I, pak funkce f
je ostfe konvexni (ostfe konkavni) v bodé xj .

ii) Funkce f je konvexni (konkavni) na I pravé tehdy, kdyz
Veel: f'(x) >0 (f'(z)<0).

iii) Jestlize xy € I je inflexni bod funkce f, pak f”(zq) = 0.

Diikaz: i) Necht f"(xzg) > 0, pak podle véty (7.10) derivace
f" v bodé xq roste.

Volime = > zy (pro z < zy je dikaz podobny) a chceme
dokazat, ze f(x) — f(zo) > f'(zo)(x — x0).

Z véty o stfedni hodnoté (7.7) vyplyva, ze 3¢ € (xp,x):
f(x) = f(xo) = f'(§)(x — zp). Tedy dokazujeme nerovnost
F(&)(x —x0) > f'(zo)(x — 20) & [(§) > f'(20), coZ plyne z

ristu derivace f’ v bodé xy .

ii) K dikazu pouzijeme Taylorovu vétu (7.9). Z ni vyplyva,
ze Yag € I FP(xg) Ve P(xg)IE € (a0, z) (popt. (z,x9)) :
J() = (o) + ['(wo) (& —0) + 55 (2 —20)° . Z predpokladu
f"(§) = 0 na I dostaneme f(z) > f(zo) + f'(x0)(z — o),
tedy funkce f je konvexni v libovolném bodé xy € I .

Obracené necht funkce f je konvexni v bodé xy € I, tj.
f(x) > f(xo) + f(xo)(x —x9) = (pro = > xy a z véty (7.7))
3EE (wp, 7)1 f(€) = L) > pr(a0) = 0 < f(€)— ' (wo)
a limitnim prechodem pro £ — zy+ dostaneme nerovnost
0< fO—f"(xo) " (z0) = f" () -

§—xo
iii) Posledni tvrzeni dokdZeme sporem.
Necht f”(xg) # 0, pak podle bodu i) je funkce f v bodé x
ostfe konvexni nebo konkavni, tedy
3 P(ao) Vo € Plag): f(x) > (<)F(xo) + f'(@o)(x — a0), co7
je spor s predpokladem, ze xy je inflexni bod funkce f.

K bodu iii) neplati
obracena  implikace.
Napi. funkce f(z)=1*
mé f”(0) =122%y =0,
ale bod g = 0 neni in-
flexnim bodem, je bo-
dem ostrého minima

funkce f(z) = z*.

7 existence druhé de-
rivace funkce f v bo-
dé zy plyne rovnost

Y (o) = f"(20)
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Priklad 7.15:
i) Pokud je funkce f ostfe konvexni v bodé x(, pak nemusi
f"(xg) > 0.

ii) Pokud f”(xy) = 0, pak v bodé zy nemusi byt inflexni
bod.

Pro funkci f(z) = 2% je f”(x)]o = 30 2%|y = 0, pFesto je tato
funkce v bodé 0 ostfe konvexni a nemé zde inflexni bod.

Definice 7.8:  Jestlize alespon jedna z limit hm+ f(x),
T—2T0

lim f(x) je nevlastni (£o00), pak fikdme, ze pfimka x = x
T—To—

je asymptotou ve vlastnim bodé ke grafu funkce f.

Jestlize existuji limity lim @ =k, lim (f(z)—kz) = q, pak
T— 00 r—00

fikdme, ze pfimka y = kx+q je asymptotou v nevlastnim

bodé ke grafu funkce f. (Podobné definujeme asymptotu pro

T — —00.)

Priklad 7.16: Vysetfime prubéh funkce f(x) = =1

T

Funkce f ma definicni obor D(f) = R\ {0}, je spojita na
D(f) a je licha. Staci tedy, kdyz ji budeme vySetfovat pro
z € (0,00).

Protoze ve funkci f se vyskytuje absolutni hodnota, roz-
délime tlohu na dva ptipady.

a) Proz € (0,1) je f(z) = ==+ — —z + 1. Potom

T

fl(x) = =1 — % < 0 = funkce f klesd na (0,1). Dale
f"(z) = % > 0= funkce f je ostie konvexni na (0,1).

b) Pro z € (1,00) je f(z) = % = 2 — 1. Potom
fl(x) = 1+ % > 0 = funkce f roste na (1,00). Déle
f"(z) = =% < 0 = funkce [ je ostfe konkdvni na (1, 0).
Tedy v bodé xr = 1 ma funkce f ostré lokalni minimum.
Pozor v bodé x = 1 nema funkce f inflexni bod, i kdyz zde
prechézi z konvexity do konkévity. Podle cviceni (7.3) je
f(1) = lim -1 - L=-2a fi(1)= 1ir{1+1+5 =2.
V bodé x = 1 neni tedy funkce f diferencovatelna.

Dale liI(I)li 221 +00, tedy primka z = 0 je asymptotou
Xr—

funkce f ve vlastnim bodé zy = 0. V nevlastnich bodech
plati
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x2—1

lim —=— =1, lim — 2 = lim
r—too T x—=00 Z—00

Ptimka y = x je asymptotou dané funkce v 4oc.

x2—1 x2—1—x2 =0

T

Cviceni 7.7: Necht funkce f je dvakrat diferencovatelné
na okoli U(zg) a derivace f’ ma v bodé z( ostry extrém,
pak bod z( je bodem inflexe funkce f .

[Polozime g(x) = £(x) — (o) — f'(z0)(x — 20),
pak g(zo) =0, ¢'(z) = f'(x) — f'(x0) a g(xp) = 0. Nechf ma funkce
f v bodé xy maximum (pro minimum je dikaz obdobny), pak existuje
okoli Us(xg) C U(xyg) takové, ze Vo € Us(zo): f'(x) — f'(x0) < 0, tedy
g (x) < 0 a funkce g kleséd na Us(xg). Odtud plyne f(z) > f(xg) —
f'(xo)(x — o) pro x € (kg — d,x0) a f(x) < f(zo) — f'(x0)(z — x0) pro
x € (xo, 29+ 9). Tedy z je inflexni bod fukce f.]

Véta7.13: Nechf funkce f € C(U(xg)) (spojité diferen-
covatelnd az do fadu n na okoli U(zy)) a plati

fllag) == f"D(m) =0 A f"(zo) #0.

i) Jestlize n je sudé a f((xg) > 0 (f™(z) < 0), potom
je funkce f v bodé x( ostfe konvexni (konkavni).

ii) Jestlize n je liché, potom zy je inflexni bod funkce f .
Necht navic f'(x¢) = 0, pak

i) Jestlize n je sudé a f()(zg) > 0 (f(zy) < 0), potom v
bodé xy je ostré lokalni minimum (maximum) funkce f .

i) Jestlize n je liché a f™(z9) > 0 (f™(x0) < 0), potom
bod z je bodem rtstu (poklesu) funkce f.

Dikaz: i) Pouzijeme Taylortv rozvoj funkce f v bodé z
Flx) = Flao) + f'(@o) (@ — o) + -+ + L€ (3 — )" . Podle
predpokladt tedy plati  f(z) — f(xo) + f'(xo)(x — 2¢) =
%(m — x9)". Ze spojitosti n-té derivace funkce f a
predpokladu (™ (x) > 0 plyne, Ze existuje okoli U(zg) ta-
kové, ze Yo € U(xg): f™(z) > 0. Pro n sudé je tedy
f(z) — f(xo) + fl(xo)(x — x9) > 0 a funkce f je ostfe

konvexni.

Podobné 1ze dokézat i ostatni tvrzeni véty.

f(z) =2+ 2*

f//(o) — f//l(o) — 07
f@0)=24>0
0 je konvexni bod

flz)=—2*+05
Y

\

A

f'(0) = f"(0) =0,
F"(0) = —6 <0

0 je bod poklesu
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Priklady na  pri-
béh funkce lze
nalézt na  adrese
http://trial. kma.zcu.cz/
Tdb/main.php?T0=2&
T1=0&T2=0&T3=0&
TOb=2&C=./8/
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Priklad 7.17:  UvaZujeme funkci f(z) = z*, potom

x
f'(0) = 423y = 0, f"(0) = 1222|y = 0, f”(0) = 24xz|p = 0
a fW(0) = 24. Funkce f(z) = 2* je tedy v bod& zy = 0
ryze konvexni a nabyva zde svého minima.

Cvicent 7.8: Priklad funkce se vSemi derivacemi rovnymi

nule v bodé€ extrému f(x) = et z70
0 x=0
[f(0) = wlirgli% =y=1)= lim % =0, fl(o)= 27-3¢32

y—oo €Y

= f"(0) = lim 2220 — (y = 1) — Jim 2, — 0 atd.]

y—=too €Y


http://trial.kma.zcu.cz/Tdb/main.php?T0=2&T1=0&T2=0&T3=0&T0b=2&C=./8/
http://trial.kma.zcu.cz/Tdb/main.php?T0=2&T1=0&T2=0&T3=0&T0b=2&C=./8/
http://trial.kma.zcu.cz/Tdb/main.php?T0=2&T1=0&T2=0&T3=0&T0b=2&C=./8/
http://trial.kma.zcu.cz/Tdb/main.php?T0=2&T1=0&T2=0&T3=0&T0b=2&C=./8/
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8 Integraly

8.1 Neurcité integraly

Uz vime, Ze derivace s'(t) funkce s(t) popisujici ujetou vzdéle-
nost auta v zavislosti na ¢ase ¢t udava jeho rychlost v(t). V této
kapitole budeme fesit opac¢ny problém. K dané rychlosti budeme
hledat ujetou vzdalenost.

Definice 8.1: Funkce F se nazyva primitivni funkce
k funkci f na mnoziné M , jestlize Vo € M : F'(z) = f(z).

Necht GG, F jsou primitivni funkce k funkci f na intervalu
(a,b), pak Yz € (a,b): (G— F)'(z) = f(z) — f(x) = 0. Z dt-
sledku (7.1) véty (7.7) vyplyva, ze existuje konstanta C' € R
takova, ze G(z) — F(z) =C, tedy G(z) = F(x) + C.

Definice 8.2: Mnozina vSech primitivnich funkci k funkci
f se nazyva neurcity integral funkce f a znadi se

/f(x)d:z::F(x)+C, C eR.

Konstanta C' se nazyva integrac¢ni konstanta.
Priklad 8.1:
1. Funkce s(t) popisujici drahu auta je primitivni funkci
k funkci v(t) popisujici rychlost auta.

2. Funkce 2% 4+ 2, 2% — 23 jsou primitivni k funkci

322 na R a pro neurdity integral k funkci 3z? plati
[32?de =2*+C, CeR.

Uloha najit primitivni funkci je obracena k tloze nalézt de-
rivaci dané funkce. Z linearity operace derivovani (véta (7.3) 1))
plyne i linearita neurcitého integralu.

Véta8.1: Necht funkce f, g maji primitivni funkce na in-
tervalu I, o, B € R, potom plati

Jla 5@ 28 9@ do=a [ ) a5 [ o) do.

Priklad 8.2: f36$—2 sinz dr = 3fe”“°da:—2fsina:dx =
3e' +2cosx +C'.

Ze znalosti derivaci zakladnich funkci 1ze odvodit nasledujici
primitivni funkce.

Zmnak integralu

|

/ f(z) dz
|
Integrand

Integralni proménna
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Zakladni primitivni funkce

[etdr=e"+C

reR

faxdxzﬁ—kC

Ina

a>0,a#1,zeR

Ja"dr =22+ C neNzeR
[Ldz=In|z|+C re R\ {0}

xa+1

Jatde =7 +C a#—1, 2 € (0,00)
[sinzdr = —cosx+C r€R
[cosxzdr =sinx +C reR

fcosl%cdx - tg:U—i—C

v#2k+1)5,keZ

fsinl%dx:—cotg:c—l—C x#kn kel
fﬁdx:arcsinx—i—C:—arccosx—l—C x e (—1,1)
[ 5 de = arctgx + C' = —arccotgz + C reR

[ coshxdx = sinhz + C reR

[ sinhadx = coshz + C reR
fCOSind:c:tghx—FC reR
fsmlll%dx:—cotghx—i-c x#0
fﬁdx:argsinhx+0:ln|x+m|+C reR

1l xé_ldxzargcosh|a:|+C=ln|x+\/ﬁ\+C |z] € (1, 00)
[ 55 do = argtghaz + C re(—1,1)

i ﬁ dr = argcotghx + C

x € (—oo,—1) U (1, 00)
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Cvicent 8.1:
(Darbouxovska vlastnost integrovatelnych funkei)

Dokazte nasledujici tvrzeni. Necht k funkci f existuje pri-
mitivni funkce F' na intervalu I a (r1,x2) C I. Necht
f(x1) <0, f(xg) > 0, potom Fzg € (x1,29): f(x9) =0.

[ Funkce F' je derivovatelnd na I a (z1,25) C I, tedy podle véty (7.1)
je funkce F' spojitd na uzavieném intervalu (zq,xs). Z predpokladi
F'(z1) = f(x1) <0, F'(23) = f(x2) > 0 vyplyva, Ze funkce F' neni na
intervalu (zq,z2) monoténni, tudiz existuje bod z¢ € (z1,x2) takovy,
ze funkce F' nabyva extrému v bodé xy € (x1,x2). Z nutné podminky
extrému (Fermatova véta (7.5)) plyne F'(zo) = f(z9) =0.]

Obecné pro yo € (f(x1), f(x2)) (popt. yo € (f(x2), f(x1)))

lze pomoci substituce g(x) = f(z) — yo snadno dokézat,
ze dxg € (r1,22): f(xg) = yo. Odtud vyplyva nésledujici
tvrzeni.

Jestlize k funkci f existuje primitivni funkce, pak funkce f
nabyva vSech mezihodnot mezi hodnotami (f(x1), f(z2)).

Z véty (6.6iii)) uz vime, ze také kazda spojitd funkce na-
byva vsech mezihodnot. Integrovatelna funkce vsak nemusi byt
spojita !

Napft. funkce F(x) = { g sm—, z# 0 je primitivni funkce
2rsint — cos L
k funkci f(z) = { Ox S S i 70 0 kterd neni spojita

v bodé zy = 0.
Ze vztahu pro derivaci soucinu dvou funkci (véta (7.3) ii))
plyne nasledujici véta.

Véta8.2: (integrace per partes)
Necht funkce u, v jsou derivovatelné na intervalu I a existuje
primitivni funkce k souéinu u - v’ na I, pak na I plati

Diikaz: 7 véty (7.3ii) dostaneme (u-v) =u-v+u-v =
w v = (u-v) —u-v apodle pfedpokladu existuje pri-
mitivni funkce k pravé strané uvedené rovnosti. Tedy exis-
tuje i integral [u/(z) - v(x)dx a plati [u/(x) - v(z)dx =

u(z) - v(z) — [uz) v'(x)de.

Francouzsky matema-
tik Jean Gaston Dar-
boux (1842-1917).

)

se ve své praci véno-
val predevsim diferen-
cidlni geometrii a ana-
Iyze.



http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/history/Mathematicians/Darboux.html
http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/history/Mathematicians/Darboux.html
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Priklad 8.3:
1) Vypoctéte integral [z coszdx.

w =cosx v==x
uw=sinxr v =1
rsinx +cosxz +C'.

fxcosxd:c = [

] = xsinx—fsinxdw =

Podobné pocitame integraly funkci " coskx, z"sinkx,
z"e*  k.neN.

2) Vypoctéte integréal [log, zdx .

=1 v=log,x
log,  dz = o" | = zlog, 12— [~ du =
[log, xdx [u:x o = L ] vlog, 2— [ == dx

rlog, v — -+ C.

na

Podobné pocitame integraly funkci arcsinax, arccosax,
arctgar, a € R ap.

3) Vypoctéte integral fmdx

Obecné oznacime [, = fmdx, n € N a pomoci
metody " per partes” dostaneme

W=1 v=-—
_ (I4a2)n _ T .
In = f (1+Z‘ )" dz = [ u=1r v = —(1;;12§§+1 ] (T2

r(—n2x L2 .
[ iy do = e+ 20 [ e de = iyt
2n (f (1+1xQ) (1‘*‘3C )yt dSC) (1+a22)n +$2)" +2n (In - ]n+1) .

Odtud vyplyva 1,1 = %(ﬁ + (2n — 1)In> :

1+x2

Nyni vypocitame [ sz sdr = (n=1)

5((1—|—x2)1 +2-1) [ o2 dx) — %(H% + arctanx) +C.

Véta8.3: (integrace substituci)

Necht f: D(f) — H(f), g: D(g) — H(g) a H(f) C D(g).
Jestlize funkce f je derivovatelnd na D(f) a existuje primi-
tivni funkce G k funkci g na D(g), potom na D(f) plati

/g(f(zr)) - fi(z) dz = /g(y) dy = G(f(z))+C, CeR.
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Dikaz: Funkce G(f(z)) spliuje predpoklady véty (7.4)
o derivaci slozené funkce. Odtud vyplyva (G(f(z)) =
g(f(z))- f'(z) afunkce G(f(x)) je primitivni funkei k funkei

g9(f(x)) - f'(x) na D(f).
Priklad 8.4: Vétu 8.3 je vhodné pouzit v prikladech, kdy
se v integralu vyskytuje funkce f a jeji diferencial f’dx,
pak provedeme substituci za funkci f.
Jceotgrdr = [LLdr = (
In|y|+C =In|sinz|+ C.

Yy =sinx ) [ lgp —
dy = cosx dx J y
Obracené je nékdy vyhodné proménnou x nahradit funkci
x(t). V tomto ptipadé vSsak musime mit zaruc¢enou existenci
inverzni funkce x~1(t).
[ d:(:—( r = cost t e (0,m) >_

Vi—a2 ™7\ dx = —sintdt t=arccosz /
(pro t e (0,m) ) B

dt — sint dt . -
J - [sint] je sint > 0

f vl—lcos?t(_ sin t)
[—1dt=—t+C = —arccosz + C'.

Integraly typu [ R(x)dx

Nejdrive budeme integrovat zakladni racionalni funkce typu

1. kde A, xr1 € R.
3 gy — “:x—‘l)__ Ly = — _
fm‘*dx_(du:da: =-3[+du=—-3Injz—4|+C.
2.]@@:, kde A, z; € R, k€ N\ {1}.
9 _fu=1—-x\ 1 _ ou? _
Jatpde = (5 "0 ) =2 b (—du) = 225 =
1
3. [AEB gy kde A, B,p,q € R a jmenovatel

z2+pr+q
zlomku méa komplexni koreny.

2
f $2f2x+2 dx = f x2m+2x+2 dr = ( du = (21‘ - 2)d3§' N

v=x+1
rdu—[ o do= (5 T ) =mful+C— [ 5y dv =

In |22 +2x+2|—arctg(x+1)+0.

Typickymi integraly,
které lze spocitat po-
moci véty o substituci
jsou

1
/tgxdx /ﬂdas

arcsin x
V1— m2
argsinh x

T a
V1422 P

Racionalni lomené
funkce maji tvar

R(x) = —=

kde P(z), Q(x) jsou
polynomy.



Rozklad na parcialni
zlomky je inverzni
operace k  operaci
hledani spole¢ného
jmenovatele.

V pripadé, kdy stupen
P(z) > stupei Q(z),
nejdiive vydélime po-
lynom P(z) polyno-
mem ()(z), a pak pfe-
jdeme k parcialnim
zlomk{m.
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Az+B
4. f—( e dz ,

kde A, B, p, ¢ e R, k € N\ {1} a jme-
novatel zlomku méa komplexni kofeny.

_ .2
f(Gx?’ de =3 f”ldx—<u_x +4>:

a2 +4)? (%+4)2 du = 2z dx

L du—3f 1 gr— (V=3 _
3f“2du Sf +1)2dx <2dv:dx)

16((2)>2
34+ 03 [ b dv = wmmmmu&n$ 3 —

%(%( 21 T arctg U)) +C = x2+4 136(x2+4 +arctg 3) +C.

Rozklad na parcialni zlomky

Z algebry vime, ze polynom () lze rozlozit na soucin poly-
nomil nejvyse druhého stupné. Tedy

Qz) = 1[I (v =) (2 +pjo+q;)7, kirj €N, pjq; €R.

Eg, kde P(z), Q(x) jsou

polynomy a stupen P(x) < stupen @Q(z) rozloZime na soucet
zakladnich racionalnich funkei:

Racionélni lomenou funkci R(x) =

Q|

n m
Bl a’}—i—Cl BQ.SC-FCQ.
— 1 J J
R(x) = Zl (:v s )2+ +(m ;)i +Z Fipate, @ rparg )P
1=
B, x+C\.
PRI Sl
(22 +p;z+q;)"I

a jednotlivé zlomky integrujeme zvIast.

Priklad:

2242 2z+2 A B Cz+D
f x4—2$3+;;c2—2m+1 dl”:f m dx = 1 + z-1)2 + x2_—&|:1 dz
_ Alz—1)(2®+1)+B(224+1)+(Cz+D)(z—1)? _ — _
=/ @122 11) dv = [ F+tm i de =

—Injz -1 -2z —1)'+ iIn|z? + 1| — arctgz + C'.

Konstanty A, B, C, D vypocitame z rovnosti
20 +2=A(x — 1)(2* + 1) + B(z* + 1) +

Prox=1je 4=B2= B=2.

Proz =i je 2i+2=(Ci+D)(i—1)% = 2i+2=2C—2D =
C=1.D=—1.

Prox=0je 2=A(-1)+2—-1=A=—

(Cz + D)(z —1)2.
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Integraly typu [ R(sinz,cosz)dx Resime piechodem k ra-
cionalnim lomenym funkcim pomoci nasledujicich substituci.

1. Pokud R(—sinz,cos )
Pokud R(sinz, —cos )

= —R(sinx, cosx), pak t = cosz .
= —R(sinz,cosx), pak t =sinx.

>:f—t2dt:—§+

t =coszx
dt = —sinx dx

[sinzcos’ xdr = (
3
C=-—weiC

t=sinx € (—1,1)
R : R U
f cos T dv = ( dt — cos 1 dr ) - f COS I COS T

f 1—sin’z - f 1—2 — argtght+ C = argtgh (SiIlZC) + C.
2. Pokud R(—sinz, — cosx)

= R(sinx,cosx), pakt=tgz,

T # (Qk;rl)ﬂ, k € 7 a plati
x = arctgt, dg::%7 Sinzl“:lj%, cosQ::r;:Hth,
_ 1t2 _ 1t2 . 1 o
fsm .’IZ‘+1 dilf —_ fl+;+ dt ftgrril:rtg dt fmdt pm—
u=v2t 1 du 1
<du:\/§dt)_7§ ug—H—ﬁarctg(\/ﬁtgx)—i—C.

V neékterych specidlnich pripadech je vhodné pouzit za-
kladni vztahy pro goniometrické funkce.

[=dx = f—sm LHeOS &y = [ -+ sinlzxcotg%cdx =

sin™ x sin® x sin” x

u = cotgx B _— oot
(du:—smlzxdg;)_ cotg 2— [u* du=—cotg 1—5=+C.

Metoda snizovani stupné.
[cos? vdy = [ 122 y =

_<u:2x
-\ du=2dx

1 [[1 + cos2z]dx
) :%(er%fcosudu) =%x+%sin2:1:+0.

3. V obecném pripadé pouzivame univerzalni substituci

t=tgy, x#2k+1)m, ke€Z. Potom
_ _ 24t : _ 2t _ 1=
r = 2arctgt, dr = ey SINT = {75, COST = 1op3
2dt
1 _ 1+¢2 _ dt _ dt _
2+sinx dr = 2+—1ii2 dx = f t24t+1 f (t+3)2+2

du=dt /) 7wt Y 3(Zwrr) \dv===du/

4fv2+1— arctgv+C—\[arctg(}tngr\}g)JrC.

Zakladni vztahy pro

goniometrické funkce

cos’z +sin?z =1

cos 2z = cos? z—sin’ x
2 14-cos 2z

COS™xr =
Sin2 T = 1—cgs 2x

Sin2x = 2sinx cosx .

t=tgr = t?= sin’ @

cos? ¢
=t2cos?r=1—cos’z
=cos?z(t*+1)=1=

2, 1
COS" T = 1737 -



Zde vyuzivame souc-
tové vzorce

sin(a+ ) =
sin v cos 3+ cos asin 3

cos(a £+ (3) =
cos acos B Fsin acsin 3
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Integraly typu [ R(sinmz,cosnx)dx Pro m,n € Z plati:
[ cosma cosnz dx = 3§ [[cos(m + n)z + cos(m — n)z] dz,
[ sinma cosnz dv = 3 [[sin(m + n)z + sin(m — n)z] dz
[sinmasinnz dr = § [[— cos(m + n)z + cos(m — n)z] dx .
[lcos 2z cos 3z] dz = L [[cos 5z + cos(—x)] dv =
%(% sinbz + sinx) + C'.

Integraly typu [ R(v1— 22)dz Pocitdme pomoci substituci
xr =sint nebo xr = cost.

fﬂdazz( x =sint tE(TWE)):
¢) =

dr = costdt t = arc
pro t € (& ,2)>

[V/1—sin’tcostdt = [|cost|costdt =
je cost >0

[ cos’tdt = (Vlz metoda snizovani stupné 1t+ sin2t+C =

sarcsinz +  sin2(arcsinz) + C'.

Integraly typu [ R(v1+ 2?)dx, [ R(Va? —1)dx Pocitdme

pomoci substituci x = sinh¢ nebo x = cosht a vzorcti

cosh®’t — sinh®¢t = 1, cosh?t + sinh?t = cosh2t, sinh2t =

2sinh ¢ cosht, 2cosh®t = cosh 2t + 1, 2sinh?¢ = cosh 2t — 1.

f%dx:( xr = sinht teR )
Va?+l dr = coshtdt t= argsinhzx

L coshtdt= [ m coshtdt = [ 1dt = argsinhz+C'.

f V sinh? t+1

8.2 Urcité integraly

Priklad 8.5: Pro jednoduchost si nyni predstavime, ze
rychlost naseho auta je konstantni v(t) = c¢,c € R. Ujeta
draha auta s(t) v ¢ase t od pocatku méteni v Case t( je pak
dana vztahem s(t) — s(tg) = ¢ - (t — to) . Hodnota rozdilu
s(t) —s(ty) se zaroven rovna " plose pod grafem funkce” v(t)
na intervalu (tg,t) .

Pfipomenme, Ze funkce s(t) je primitivni k funkci v(¢). Poz-
déji ukdzeme, ze i v obecnéjsim pripadé lze primitivni funkci
vyuzit k vypoctu plochy pod grafem funkce.
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Definice 8.3: Necht k funkci f: (a,b) — R existuje primi-
tivni funkce F': (a,0) — R (v krajnich bodech uvazujeme
jednostranné derivace). Pak rozdil F(b) — F(a) nazyvame
Newtonovym urcitym integralem funkce f na intervalu
(a,b) a pisSeme

b
F(b)—F(a):/f(x) dx .

Uvedeny vztah se nazyva Newtonova-Leibnizova formule
b
a také piseme F(b) — F(a) = [F(z)2 = [ f.

Cislo a se nazyva dolni mez, ¢islo b se nazjva horni mez
Newtonova integralu.

Mnozinu vSech funkci, které maji Newtondv integral na in-
tervalu (a,b) znacime N ({a, b)) .

Véta8.4: (vlastnosti Newtonova integralu)

1) Newtonuv integral nezavisi na volbé primitivni funkce.

2) Necht f € N({a,b)), c € {(a,b), pak plati
b a a
ff(x)dx:—bff(x)dx, ff(at)da::O,

[ f@)de = [ f@)do+ [ f@)ds.

3) Necht f,g € N({a,b)), a, 3 € R, pak plati
b

[af(z)+ Bg(x)de = afbf(x)dx+ﬁfg(x)dx.

a

(Tedy mnozina N ({a,b)) je linedrni prostor.)

Priklad 8.6

2
[2xde =[22+ Cl} = [2*]} =4.
0

™

m 0
[[3cosx — 2sinz]dr =3 [coszdr + 2 [sinzdr =
0 0 m

3[sinz|f +2[—cosz]2 =3(0-0)—2(1—(-1)) = —4.

Nasledujici dvé véty vyplyvaji z vét (8.2) a (8.3).

/()
F(b) — F(a)
a b



Produkce plynu

Ze zkusSenosti vime,
ze novy vrt produkuje
asi f(t) = 0.2¢e00%
miliont kubickych
metri plynu za t mé-
sici. Pokud chceme
odhadnout  celkovou
produkci P(t) vrtu za
jeden rok, pak musime
spocitat integral

12

P(t) :/o.2te°-°2t dt .

0

Pomoci metody per
partes dostaneme

12
0.2t 002 g =
0

_ 12
10(_ [te 0.021‘,]0 +

12
[eo0tar) =12
0
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VétaB8.5: (per partes v Newtonové integralu)

Necht funkce wu,v jsou derivovatelné na intervalu (a,b)
(v krajnich bodech zprava, popt. zleva) a u-v" € N({a,b)),
potom také v’ -v € N({(a,b)) a plati

Priklad 8.7: Vypoctéte integral f e’sinx dx .

Metodu per partes pouzijeme dvakrat.

1 / :

. u=e" v=sinx .11
[e"sinxdr = . = [e"sinx], —
J u=-¢e" v =cosx

Lo u=e" v=cosx ool
[ e cosxdr = . : = [e"sinx], —
0 u=e" v =—sinx

.1
le* cosz]y — [e"sinxzdr. Odtud vyplyva

0
1

[esinzdr = 3[e"(sinz — cosx)](l) = £(sinl —cos1) + 5.
0
VétaB8.6: (substituce v Newtonové integralu)

Necht /: D(f) — H(f), g D(g) — H(g) a H(f) C D(g).
Jestlize funkce f je derivovatelnd na D(f) a existuje primitivni

funkce G k funkci g na D(g), potom pro (a,b) C D(f) plati

a

f(b)
/ o(f(@)) - f(@)do = / o(y) dy = G(f (b)) — G(f(a))
f(a)

Priklad 8.8:

x =Inx e
D 17dx:(?jly:ldac) fydy—[%] =3

J
1 Inl
2) fo dm—( r =sint —lzsinaéa:—%>
J Vi-a? ~ \dx = costdt 0=sinb=5b=0
0 T
cost pro te (_570) ) _
‘]; \/1 sin®t costdi = £ | cost| di = ( je cost >0 a
2 2
0 0
|/ ldt =[t]_; = 3.
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Definice 8.4: (nevlastni integral vlivem meze)
Necht funkce f € N ({(a,b)) pro kazdé b > a. Necht existuje
b

limita blim [ f(z)dz, pak se nazyva nevlastni Newtonuv

integral vlivem meze a piseme

blirglo/bf(a:) dx = 7f(5z:) dx

Znacime f € N ({a,o0)) a fikdme, Ze nevlastni integral kon-
verguje; v opacném pripadé diverguje.
b b

Analogicky [ f(z)dx = lim [ f(z)dz a definujeme

oo

_fﬂﬂm=ffmmﬁfﬂ@m,cek

Priklad 8.9:

1) f:c d:z:—hmfm dr = lim [

b—oo 1 b—oo &

T (ba+1 1)] —

{ oo «a > —1 diverguje

1 .
-7 @ < —1 konverguje.

2)  [ldr= blim In|z|]} = [Inz] = 0o diverguje.
1 e

Definice 8.5: (nevlastni integral vlivem funkce)

Necht Vi € (a,b)je funkce f € N({(a,t)) a f & N({a,b)).
t
Necht existuje limita Ttlirgl [ f(z)dx, pak se nazjvi ne-

vlastni Newtonuv integral vlivem funkce a piSeme

Egjf@ﬂwjfwww

Znacime f € N({a,b)) a fikdme, Ze nevlastni integral kon-
verguje, v opacném pripadé diverguje.
b b

Analogicky [ f(z)dx :tlirriff(:v) dx
a ATt

oo
Integral [ sinz dx

—0o0
neexistuje, nékdy je
proto vhodné praco-
vat s hlavni hodno-
tou nevlastniho inte-
gralu, ktera je defino-
vana vztahem

v.p. jo f(z) de =
lim ff

C—00

(v.p. je z francouz-
ského waleur princi-

pale).

Podobné pro nevlastni
integral vlivem funkce
definujme hlavni hod-
notu vztahem

v.p.fcfx dr =
hm(ff ) dx +

5~>0+

ffa: dx).

b+6
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Priklad 8.10:

1 1
« . E « S E 1 _ po+1)] —
1) Ofx da:—tl_l)%ltfx dx_tl_l,%i[_aﬂ(l t*tH)]

1

{ oo a < —1 diverguje
—— «a > —1 konverguje.

a+1
1
2) Of%da: = tlir(% [In|z|]} = [Inz], = oo diverguje.

Poznamka 8.1:  Jestlize existuje ¢islo ¢ € (a,b) takové, Ze

feN({a, ), f e N(c,b)) a zarovenn f & N({a,b)), pak

polozime
b c b
/f(rc)dwz/f(:c)dx+/f(x)dx.

Priklad 8.11:

_ 1
Necht f(x) = {(1) §§§0,11’>0) , potom ;/;f(a:) dr =

0 1
j;Od:U%—LOfldx:[O](ilnL[:v]é:l.

(0 z€(~1,0) o
Funkce F(z) = { v ze(0.1) neni primitivni funkce
k funkci f na intervalu (—1,1), protoze F'(0) neexistuje,

1
presto plati F(1) — F(-=1)=1-0= [ f(z)dx.
“1

Zobecnéna primitivni funkce

Uvedeny ptiklad vede k nasledujici definici.

/\ Definice 8.6 : (zobecnénd primitivni funkce)

F(x) Necht f: (a,b) = R a F': {(a,b) — R takové, ze
\/ 1) Funkce F je spojita na (a,b) .
2) Plati F'(z) = f(z) na (a,b) s vyjimkou spocetné mnoha
bodt intervalu (a,b),
potom funkce F' se nazyva zobecnéna primitivni funkce
f(z) k funkci f a ¢islo F'(b) — F'(a) se nazyva zobecnény New-
tonav integral funkce f na intervalu (a,b) .
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8.3 Zakladni véty integralniho poctu

Véta8.7: (srovnavaci kritérium)
Jeslize Vt € (a,b) jsou f,g € N({(a,t)) a Vz € (a,b) plati
0 < f(z) < g(z). Potom (i pro b = c0) plati

b b
1. Konverguje-li [ g(x)dz, pak konverguje i [ f(z)dx

b
2. Diverguje-li [ f(z)dx, pak diverguje i [ g(z)dx

Dikaz:
1. Necht F, G jsou primitivni funkce k funkcim f, ¢ na in- Yy
tervalu (a,t). Potom F'(z) = f(x) > 0 a funkce F je podle
véty (7.10) neklesajici na (a,t) .

Podobné (G(z) — G(a) — F(z) + F(a))
a funkce H(z) = G(z) —G(a) — F(z)+ F
(a,t) . Zaroven H(a) =0, tedy G(z) — G

_ g(@) - f@) > 0 Bl R

(a) je neklesajici na
(a) = F(x) = F(a).
Pokud konverguje f g(x) dx , pak existuje hm G(t). Z Hei-

neho definice 11m1ty a véty (4.41) Vyplyva ze funkce G je

omezena, tedy i funkce F' je omezenad na (a,b). Zaroven

funkce F' je neklesajici a opét podle véty (4.41i) existuje
b

tlirg1 F(t) aintegral [ f(x)dx konverguje.

2. Druhé tvrzeni véty je ekvivalentni prvnimu, jedna se
o obmeénu implikace.

Priklad 8.12: Ukazeme, Ze integral [ m dx diverguje.
1

Plati odhad {md:cz g do =[] = oc.

h v hd b hd / . . 1
Poznamenejme, ze primitivni funkci k funkci TrrvE lze

nalézt pomoci substituce % = z.

Uvahy v diikazu predchozi véty vedou k nasledujicim jedno-
duchym tvrzenim.
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Véta8.8:
i) Jestlize f € N(a,b), f(x) > 0,Vz € (a,b) a existuje
b
[ f(z)dz, potom

/f(x)d:z:ZO.

a

ii) Jestlize navic f#0 (k f(z) > 0), potom

/bf(:zz)dx>0.

iii) Jestlize f,g € N({(a,b)), f(x) > g(z),Vx € (a,b) po-

tom b
/f dx>/ (x)dx .
Dikaz:

i) Necht F' je primitivni funkce k funkci f na intervalu
(a,b) . Protoze F'(x) = f(x) > 0, tak funkce F' je podle véty
(7.10) neklesajici na (a,b) , tedy tlirbn F(t) — tlim+ F(t)>0.
ii) Kdyby tlirgl F(t) — lim F(t) =0, pak funkce F je kon-
stantni a F'(x) = f(z ) = O coz je spor s predpokladem

f # 0. Odtud plyne 0 < ff(:z:) dx

iii) Z bodu i) této véty a predpokladu f(x)—g(x) > 0 plyne
b

(@) - g(@) e > 0 [ f(x)do — [ g(z)de > 0.

Cuiceni 8.2:
Dokazte nésledujici tvrzeni. Necht f,|f| € N(a,b), pak

b b
[ f(x)dz| < [|f(z)|dz.

) < | (x)| a bodu ii) predchozi véty plyne

[Z nerovnosti —|f(x)| < f(z
b b
dr < [|f |dx:»|ff Yda| < [ 1f(x)] dz.]

@) de < [ @)
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Véta8.9: (integralni kritérium pro fady)
Necht funkce f € N((1,b)),Vb > 1, je nerostouci a kladna
a (1,00). Polozime a,, = f(n) pro n € N, potom

o0

Zan konverguje <& / f(x)dx konverguje.
n=1
Dikaz:  Protoze funkce f je nerostouci, tak Vn € N

Vee(nn+1)je app1=f(n+1) < f(z) < f(n)=ay.
Z vety (8.81ii) pak vyplyva

—1 n+1 —1 n+1 N—-1n+1
Z fan+1d:c< Z ff Yde < > [ apdr = sy —ax
n=1 n
N

= agtaz+--+ay < [ f(x)dr < ar+as+--+an_1 = Sy_1 .
"="  Protoze funkée f je kladna, tak jeji primitivni
funkce F je rostouci na (1,00). Pokud fada i a, konver-
guje, pak posloupnost ¢astecnych soucti sy nlz éosloupnost
ff(a:) dx = F(n) — F(1) jsou omezené a podle véty (4.4ii)

funkce I’ konverguje.

7«<" Protoze funkce f je kladna, tak sy —a; <

f(x)dx <

o0 (0.9]

[ f(z)dx. Jestlize integrdl [ f(x)dx konverguje, pak po-

1 1

sloupnost ¢astecnych souc¢tt sy (fady s kladnymi ¢leny) je
o0

omezené a podle véty (5.2) fada ) a, konverguje.
n=1

Priklad 8.13: Rozhodneme o chovani fady Z

nlnn :

Uvazujeme funkci f(z) = Iﬁm

ziejmé splnuje pfedpoklady integralniho kritéria (8.11) a spo-

na intervalu ( ,oo), ktera

¢itdme integral f ——d.
o0
1 y=Inz
dr = dy = |In 0 .
!zlnx ( dy — %dl‘ 111/; Yy = [ |yH1n2

Podle integralniho kritéria (8.9) fada )

n=

~ ln diverguje.

1234567
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Véta8.10: (o stiedni hodnoté v integralnim tvaru)
Jeslize f € N({a,b)), pak existuje £ € (a,b) takové, Ze

/fumxzﬂ@-w—@.

Diikaz: Necht F' je primitivni funkce k funkci f na intervalu
(a,b), pak F je derivovatelnd na (a,b) (v krajnich bodech
jednostranné) a podle cviceni (7.1) a véty (7.1) spojitd na
(a,b) . Splnuje tedy predpoklady Lagrangeovy véty o stfedni

o hodnoté (7.7). Odtud vyplyva, Ze existuje bod & € (a,b)

takovy, ze F'(€) = FOEW — r(e). (b —a) = f‘ flz)dz.

8.4 Integralni soucet, Riemanntv integral

Definice 8.7 : (integralni soucet)

f) T Necht funkce f je omezend na intervalu (a,b). Mnozinu
‘ bodia D = {xg,x1,..., 0, ; a =29 < 1 < ... < x, = b}
} nazveme délenim intervalu (a,b) .

i i Cislo .
|

o=s0 o1 72 23 gep B S(D) = Z sup  f(x) (@ — xi-1)

i=1 TE(T;—1,T5)
Y se nazyva horni soucet funkce f prislusny déleni D.

Cislo
s(D)=Y_inf f(z)(z; —2i1)

|
SQD? | 1 x€<$i,1,$i>
I \ =
11

se nazyva dolni soucet funkce f prislusny déleni D.

Necht 7; € (x;-1,2;),i=1,2,...n, potom ¢islo

F@) oK n
AN I(D) = 3 f(r) (i ~ i)
‘_ | } R i—1
oy |
1 lqw 1? ] se nazyva integralni soucet funkce f pfislusny déleni D.
I S

a=xp T1 T2 T3 1.4:[)

Definice 8.8: (zjemnéni déleni) Oznacime D mmnoZinu
vSech déleni intervalu (a,b) . Necht D1, D € D a D C Dy,
pak déleni D; se nazyva zjemnéni déleni D .
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Cviceni 8.3:
S(Dy) < S(D).

Necht D, je zjemnéni déleni D, potom

[Necht 2,1 =yo <11 < ... <yr =1,

zi—1,x € D, y; € Dy,j = 0,1,...k. Potom na intervalu (z;_1, ;)
k

k
plati: > sup  f(y)(y; —yi-1) < sup f(y) Do (y; — yi—1) =
J=1y&(yj—1,¥5)

ye(zi—1,ai) j=1
sup  f(z)(x; — x;—1). Odtud jiz plyne vySe uvedené tvrzeni. |
TE(Ti—1,24)

Poznamka 8.2

1. Necht f € N({a,b)), potom podle véty o stiedni hod-
noté (8.10) existuji body &; € (x;_1,z;),i=1,2,...n,

@-444444444
8

Némecky matematik
Georg Friedrich Ber-
nhard Riemann (1826-

1866).

{0

b n
takové, ze [ f(z)dx = Zlf(fz)(a:Z —Ti1).

2. Z omezenosti funkce f vyplyva, ze 3K >0V x € {(a,b):
|f(x)] < K a z predchozi definice (8.7) dostaneme
—K(b—a) < s(D) < (D) < S(D) < K(b—a).

Mnoziny ¢isel {s(D) ; D € D}, {S(D); D € D} jsou podle
predchozi poznamky omezené a podle véty o existenci supréma
(3.1) mé smysl nasledujici definice.

byl imatrikulovan ja-
ko student filologie a
teologie. Navstévoval
vsak  také  mate-
matické prednasky
Cislo a studium ukoncil
disertacni  praci o
teorii funkci. Integral
f: f(x) dx chépal jako

Definice 8.9: (Riemanniv integral)
Necht funkce f je omezena na intervalu (a,b) .

inf S(D) = /f(a:) dx

DeD
limitu integralniho
sz P . . souctu
se nazyva horni integral funkce f na intervalu (a,b).
islo Ny N (20—
c b i S
sup s(D) = x)dr
sup s(D) = [ f(@) e 2= s

a

se nazyva dolni integral funkce f na intervalu (a, b).

Jestlize fbf(x) dr = fbf(x) dr = (R)fbf(x) dx , pak se tato

Pojmy horni a dolni
integral zavedl fran-
a couzsky  matematik
hodnota nazyvd Riemannav uréity integral funkce f na Gastone  Darbouxe.
intervalu <CL, b>. Jeho definice urdi-
tého integralu (viz
8.9) je ekvivalentni
Riemannové definici.

Mnozinu vSech Riemannovsky integrovatelnych funkei na in-
tervalu (a,b) znacime R({a,b)) .



http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/history/Mathematicians/Riemann.html
http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/history/Mathematicians/Riemann.html
http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/history/Mathematicians/Riemann.html
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Priklad 8.14: (Dirichletova funkce)
Johann Peter Gustav 1 xeQn{0,1)
Lejeune Dirichlet Necht f(z) = { ’ , potom pro kazdé
(1805-1859). 0 e {R\Q}N(01)
déleni D intervalu (0, 1) plati s(D) =0, S(D) = 1. Odtud
vyplyva, Ze Dirichletova funkce nema Riemanniiv integral.
Véta8.11: Necht funkce f je omezend na intervalu

kromé jiného zkou-
mal podminky kon-
vergence trigonomet-
rickych ftad. Polozil
zaklady dnes velice

Uvedena rovnost plati také pro dolni integral i Riemanniv
integral.

{(a,b), c € (a,b), potom plati

/bf(:v)dxif(x)dxntfbf(x)daj

vyuzivanych Fouriero-
vych tad.

Diukaz: Oznacime postupné Dq, Do, D vSechna déleni inter-
vali (a,c), (c,b), (a,b), potom {D;UDy} C D a plati

b
= inf S(D) < inf D) =
Jf@)de = fnf S >—De{%1w2}5< )

(1) 5
inf S(D)+ inf S(D ff dac—l—ff(x) dx

DeD, DeD,

Z druhé vlastnosti infima vyplyva, ze ke kazdému ¢ > 0
existuje déleni D’ € D takové, Ze

2) s(D)< [flx)dz+e.

Polozime D! = D'U{c} a D, = DyUDj, kde D] € Dy, D} €
D, . Déleni D!, je zjemnéni déleni D', tedy podle cviceni (8.3)
plati

(3) S(D1) +S5(Dy) = S5(Dp) < S(D').
Z prvni vlastnosti infima a vztahi (2), (3) plyne

7@ dw+ff (D’)+S(Dz)<SD’<ff )do+e.

Spolecné se vztahem (1) tak dostaneme

fbf(x)dxﬁfcf(x)dx+ff(a:)dx<fbf(x)dx+6.

Odtud jiz vyplyva tvrzeni véty.


http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/history/Mathematicians/Dirichlet.html
http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/history/Mathematicians/Dirichlet.html
http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/history/Mathematicians/Dirichlet.html
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Véta8.12:
i) Necht funkce f je omezend na intervalu (a,b), potom
funkce F(x) = [f(t)dt, F(x) ff t)dt jsou spojité

na intervalu (a,b) .

ii) Jestlize funkce f je navic spojitd, pak F' = F (= F)
a funkce F' je primitivni funkce k funkci f na (a,b).

Ditkaz: i) Necht o, x € (a b). Z véty (8.11) vyplyva, ze

plati F(x) f f(t)
Zaroven funkce f je omezena, tedy dK > 0Vt € (a,b):

\f()|§K,tedy—K(;U—a:0 <ff dtSK(ﬂT—CIfo).

Odtud plyne lim ff t)dt = 0 = F(x) — F(xg) a funkce

Tr—X0

F je spojita v bode xg -

ii) Ze spojitosti funkce f vyplyva, Ze
Ve>036>0,0<|t—xo| <d=|f(t) — f(xg)] <e.
Pro z spliujici |z — :Uo| < ¢ odhadneme

ff t) dt—f(xo)(x—20)

Tr—Xo

F(x)—F (o) —f(xo)‘

/, ; = o . F(CU)—F(CL‘O) - v
0) = — Y = .
Odtud vyplyva F'(zg) = lim ——— f(zg) . Podobné

T—xXo 0
lze dokdzat F'(xg) = f(x0).
Zéroven plati F'(a) = F(a) = 0. Tedy funkce F,F jsou
primitivni k funkci f na (a,b) a rovnaji se.

V predchozi vété jsme vlastné dokazali nasledujici zakladni
tvrzeni.

Véta8.13: (Fundamentalni véta matematické analyzy)
Plati C((a,b)) C N({a,b)) A C({a,b)) C R({a,b)).

Neboli kazda spojita funkce je Newtonovsky i Riemanovsky
integrovatelna.




Priklady na integraly

lze nalézt na adrese

http://trial. kma.zcu.cz/
Tdb/main.php?T0=2&
T1=0&T2=0&T3=0&

TOb=2&C=. /7/
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Definice 8.10: Necht funkce f € R(I) a a,x € I. Potom
primitivni funkci F' k funkci f definovanou vztahem

F(z) - F(a) = / £(t) dt

nazyvame integralem s proménnou (horni) mezi.

Priklad 8.15: Funkce %nt je pro t # 0 spojita a podle
predchozi véty (8.13) je Newtonovsky integrovatelna napf.

na intervalu (a,x), a > 0. M4 tedy smysl definovat inte-
x

gral s proménnou mezi tvaru F(z) — F(a) = [ 52 dt.
a

Poznamenejme, zZe tento integral se neda vyjadrit jako line-

arni kombinace konecného poctu ”zéakladnich funkci” (z",

sinx, e’ ...).


http://trial.kma.zcu.cz/Tdb/main.php?T0=2&T1=0&T2=0&T3=0&T0b=2&C=./7/
http://trial.kma.zcu.cz/Tdb/main.php?T0=2&T1=0&T2=0&T3=0&T0b=2&C=./7/
http://trial.kma.zcu.cz/Tdb/main.php?T0=2&T1=0&T2=0&T3=0&T0b=2&C=./7/
http://trial.kma.zcu.cz/Tdb/main.php?T0=2&T1=0&T2=0&T3=0&T0b=2&C=./7/
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8.5 Aplikace v geometrii a fyzice
Pri zavedeni Riemannova integralu jsme sc¢itali ”nekone¢né mnoho
nekonec¢né malych ploch - tzv. elementi” a dostali jsme vlastné
obsah plochy ”pod grafem funkce f”. Tento postup lze pouzit i
pii vypoctu objemu téles, délek kiivek, vykonané prace ap.
Dale budeme predpokladat, ze funkce popi. jejich derivace
vystupujici v nasledujicich vztazich jsou spojité a funkce f je
na intervalu (a,b) nezdporna. Podle véty (8.13) pak uvedené
integraly existuji.
Popis Vztah Obrazek
Plocha pod grafem . Y
funkce f(z)
Plocha S je ohrani¢ena S = /f(x) dx
grafem funkce f, pfimkami a
r=a,r=>ba osouz. Element plochy dS = f(z)dx
a dz b x
Objem rotacniho . y f(-’r)
télesa )
Objem V télesa vaniklého V=m / f(z)dx N
rotaci plochy pod grafem a z
funkce f kolem osy x. Element objemu dV = 7 f?(z) dx \
dx
Délka kiivky y f(@)
Délka s krivky urcené
-3 dy

b
grafem funkce f. S = / vV1+ (f,(x))2 dz
Element délky ds = +/(dz)? + (df)? =

o4 —— —

V(dz)? + f'(@)(dx)? = /1 + f'(x)? do

S O A

8

Povrch rota¢niho )

télesa

Velikost S plochy vmikle | © = 27 / @)1+ (f(2))?dx
rotaci grafu funkce f a

kolem osy . Element povrchu

dS =2nf(x)ds =2nf(x)\/1+ f'(x)? dx
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Staticky moment
kiivky

Statické momenty M,,
M, kiivky dané grafem
funkce f vzhledem k osam
x, y. Hmotnost kiivky je

reprezentovana jeji délkou.

A@:/ﬂ@¢uwﬂwﬂm

M, = /a:\/l + (f"(x))?dx

Staticky moment M télesa
o hmotnosti m vzhledem
k ose otéaceni o, ktera je
télesa, je dan vztahem
M=m-d.

Moment setrvac-
nosti kiivky
Momenty setrvacnosti I,
I, kiivky dané grafem
funkce f vzhledem k osam
x, y. Hmotnost kfivky je

reprezentovana jeji délkou.

b
u:/ﬁm¢u«mmww

= [V (@) s

Moment setrvacnosti [
télesa o hmotnosti m
vzhledem k ose otaceni o,
ktera je ve vzdélenosti d

Vv

vztahem I = m - d>.
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funkce, 57
diferencial, 58

n-ty, 66
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omezena ve srovnani, 51
ostfe monotonni, 43
periodicka, 43
primitivni, 77
rostouci, 43
rostouci v bodé, 69
spojita v bodé, 47
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spojita v bodé zleva, 47
spojitd v bodé zprava, 47
stejnomérné spojita, 55
suda, 43

zobecnéna primitivni, 88

graf funkce, 42
Gregory, 22
Godel, 8

Heine, 46
horni soucet, 92
hranice mnoziny, 19
hromadny bod mnoziny, 20
hypotéza

kontinua, 16

implikace, 6
infimum, 17
integrace
per partes, 79
substituci, 80
integral
aplikace, 97
dolni, 93
horni, 93
neurcity, 77
nevlastni vlivem funkce, 87
nevlastni vlivem meze, 87
s proménnou horni mezi, 96
urcity Newtontv, 85
urc¢ity Riemanniv, 93
integralni kritérium, 91
integralni soucet, 92
inverzni zobrazeni, 13

kartézsky soucin, 12

konjunkce, 6

kritérium
Cauchyovo (odmocninové), 35
Cauchyovo limitni, 36
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d’Alembertovo (podilové), 35
d’Alembertovo limitni, 36
Leibnizovo, 40

limitni srovnavaci, 34
Raabeovo, 38

Raabeovo limitni, 39
srovnavaci, 34

I’Hospitalovo pravidlo, 65
Leibniz, 42, 57
limes inferior, 30
limes superior, 30
limita
dolni, 30, 52
horni, 30, 52
castecna, 52
limita funkce
Cauchyova, 46
Heineova, 46
limita posloupnosti, 22
logické spojky, 6
lokalni maximum, 63
lokalni minimum, 63

Maclaurin, 68
Maclaurinova formule, 68
malé o, 51
matematicka indukce, 9
maximum, 17
minimum, 17
mnozina, 11
diskrétni, 20
konecna, 16
neomezena, 17
nespocetna, 16
omezena, 17
oteviena, 19
prazdna, 11
shora omezena, 17

spojité diferencovatelnych funkci, 57
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spojitych funkci, 57 Riemann, 93
spocetna, 16 rovnost Cisel, 15
uzavtrena, 19

zdola omezenéa, 17 sdruZeny vyraz, 49
suprémum, 17

mnoziny
doplnék, 11 Taylor, 68
prinik, 11 tecna ke grafu, 59
rozdil, 11 trojuhelnikova nerovnost, 19
sjednoceni, 11
mohutnost mnoZiny, 16 usporadana dvojice, 12
usporadani ¢isel, 15
normala ke grafu, 59 uzavér mnoziny, 19
obmeéna implikace, 7 velké O, 51
obor hodnot, 12 véta
okoli bodu, 19 Bolzanova-Cauchyova, 27

Bolzanova-Weierstrassova, 24
Cantorova, 55
Fermatova, 63

parcialni zlomky, 82
podmnozina, 11
polynom
Taylortv, 68
pomérnéa diference, 57
posloupnost, 21
aritmeticka, 21
cauchyovska, 27
divergentni, 22

Lagrangeova, 64

o existenci supréma, 18

o limité slozené funkce, 50
o sevreni, 29

o stfedni hodnoté, 64
Rolleova, 64
Fibonacciova, 21 Vyrgla{tyléiorova, 08
fundamentalni, 27 ’
geometricka, 21
harmonicka, 21

klesajici, 21

negace vyroku, 6
slozeny, 6
vyrokova formule, 7

konvergentni, 22 zbytek tady, 32
monotonni, 21 zobrazeni, 12
omezena, 21 na mnozinu, 13
rekurentni, 21 prosté, 13
rostouci, 21 vzajemné jednoznacné, 13
vybrana, 24 »
prvek mnoziny, 11 Cisla
cela, 14

Pythagoras, 15
komplexni, 14

relace, 12 prirozena, 14
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racionalni, 14

realna, 14
¢islo

iracionalni, 14
¢islo e, 25

rada, 32
absolutné konvergentni, 41
alternujici, 40
divergentni, 32
geometricka, 32
harmonicka, 33
konvergentni, 32
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