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�vod

Jedn�m z charakteristick
ch rys� matematiky je pr�ce s abstraktn�mi objekty jako
jsou ��sla� funkce� relace� plochy� struktury� prostory a mnoho dal��ch� Podobn�
i �teoretick�� informatika m� sv� abstraktn� objekty jazyky� automaty� funkce�
procedury� programy� t��dy slo�itosti a jin��

Matematick� logika d�v� zkoum�n� takov
ch objekt� nov
 rozm�r t�m� �e
studuje jazyk informatiky nebo matematiky� zp�soby� jak
mi jsou abstraktn� ob�
jekty de�nov�ny� jak se s nimi pracuje a z�konitosti� kter
mi se matematik nebo
informatik ��d�� kdy� uva�uje o abstraktn�ch objektech�

Matematick� logika je pom�rn� mlad� disciplina� kter� vznikala v ��� stolet�
v prac�ch G� Boolea� B� Bolzana� G� Frege a dal��ch� Prod�lala bou�liv
 v
voj
v prvn� polovin� dvac�t�ho stolet�� kter
 byl spojen se jm�ny� z nich� uve�me
alespo� D� Hilberta� A� Churche� G� Peana� B� Russela� A� Tarsk�ho� A� Turinga
a kter
 pokra�uje dodnes�

Bylo by nespr�vn� se domn�vat� �e teprve vznikem matematick� logiky dostala
matematika pevn
 ��d a logickou v
stavbu� Pojem d�kazu� kter
 rozhoduj�c�m
zp�sobem ovlivnil v
stavbu matematiky� pat�� ji� starov�k� matematice� Zname�
nal vznik matematiky jako deduktivn� v�dy� P�ipome�me jen zn�m� Eukleidovy
knihy� kde je geometrie budov�na na z�klad� n�kolika postul�t�� ze kter
ch jsou
postupn� odvozov�na v�echna dal�� tvrzen�� v�ty Eukleidovy geometrie� Ka�d�
v�ta mus� m�t d�kaz� kter
 vych�z� z v
slovn� uveden
ch p�edpoklad� a mus�
uk�zat� �e tvrzen� v�ty je odvozeno pouze rozumovou �logickou� �vahou� Ten�
kdo dokazuje �ml�ky� p�edpokl�d�� �e rozum� tomu� co je to �neform�ln�� d�kaz
a �e bude schopen p�esv�d�it o spr�vnosti ka�d�ho kroku sv�ho odvozen�� �lohu
rozhod��ho ve sporn
ch p��padech od starov�ku a� do konce ��� stolet� hr�la kla�
sick� logika� jej�� kone�nou podobu zachytil Aristoteles� Matematick� logika se
uj�m� sv� role a� v dob�� kdy vrchol� snaha po p�esn�m vyj�d�en� z�klad� mate�
matiky vyjasn�n�m pojmu ��sla� funkce� mno�iny a dal��ch pojm�� kter� se dostaly
do pop�ed� z�jmu ji� rozvinut� matematick� anal
zy� algebry a geometrie� Tyto
probl�my ji� klasick� logika nebyla schopna adekv�tn� �e�it�

�
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Nov
 a ne�ekan
 impuls k rozvoji matematick� logiky daly paradoxy teorie
mno�in na p�elomu stolet�� Ot�zku paradox�� z nich� jmenujme alespo� paradox
Russell�v� ji� nebylo mo�n� �e�it prost�edky klasick� logiky� Prvn� �e�en� po�
dal Russell s�m v r�mci takzvan� teorie typ�� Dnes nejroz���en�j��m �e�en�m je
axiomatick� v
stavba teorie mno�in na z�klad� predik�tov� logiky prvn�ho ��du�
Matematick� logika pro�la od po��tku stolet� rychl
m v
vojem� rozvinula mnoho
��inn
ch metod� kter� p�isp�ly k vyjasn�n� z�klad� matematiky a na�ly uplat�
n�n� v r�zn
ch oborech matematiky� Dokladem origin�ln�ho p��nosu matematick�
logiky je pak i skute�nost� �e na�la uplatn�n� i v modern�ch oborech informatiky
a v n�kter
ch oborech techniky� kter� je�t� neexistovaly v dob� jej�ho vzniku�

C�lem tohoto textu je sezn�mit �ten��e se syntax� a s�mantikou predik�tov�
logiky� se z�klady jej�ch form�ln�ch metod a tak� s omezen�mi� kter� pou�it� for�
m�ln�ch metod nutn� s sebou nese� Dal�� d�le�it� ��sti matematick� logiky jako
jsou teorie rekurse� zab
vaj�c� se studiem metod efektivn� vy��slitelnosti� teorie
model�� kter� se v�nuje studiu form�ln�ch teori� pomoc� t��d jej�ch model�� teorie
d�kaz�� kombinatorik� logika a lambda kalkul� neklasick� logiky a dal�� discipliny
matematick� logiky jsou mimo zam
�len
 r�mec tohoto textu� K dal��mu studiu
matematick� logiky doporu�ujeme monogra�e � � � a p��ru�ky � � � �

��� Jazyk logiky

Matematick� logika si zaslou�� sv�j p��vlastek ze dvou d�vod�� jednak proto�
�e zkoum� jazyk matematiky a dal��ch obor� nap��klad informatiky a zp�sob�
jak
m se v t�chto oborech pracuje� jednak proto� �e k tomuto zkoum�n� pou��v�
matematiky� Za�neme neform�ln� anal
zou jazyk� matematiky a informatiky�
abych uk�zali jejich podstatn� sou��sti� kter� mus� logika zachytit� aby mohla k
t�mto obor�m n�co platn�ho ��ci�

��� Neform�ln� jazyk matematiky Matematik pracuje s mno�stv�m r�z�
n
ch objekt�� a� to jsou ��sla� body� �se�ky� p��mky a dal�� geometrick� �tvary�
zobrazen� nebo dal�� slo�it�j�� matematick� struktury� Informatik pracuje nap���
klad s jazyky v r�zn
ch abeced�ch� kter� jsou vlastn� mno�inami slov� s abs�
traktn�mi automaty a stroji� kter� mohou takov� jazyky akceptovat� transformo�
vat nebo jinak zpracov�vat� Pracuje tak� s t��dami slo�itosti� kter� si m��eme
p�edstavit jako mno�iny jazyk� a s dal��mi pojmy�

N�kter� objekty maj� sv� vlastn� jm�no� nap��klad nula� imagin�rn� jednotka�
pr�zdn� slovo� identick� zobrazen�� z�et�zen� slov� kter� ozna�uje jeden zcela ur�
�it
 objekt� K ozna�en� t�chto speci�ln�ch objekt� se pou��vaj� ust�len� symboly�
nap��klad 	� i� �� id� �� kter
m ��k�me konstanty�

Pou��vaj� se v�ak i obecn� jm�na� kter� ur�uj� povahu objektu� nap��klad
��slo� bod� �tverec� ale nijak neur�uj� o kter� ��slo� bod nebo �tverec se jedn��
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Takov� obecn� jm�na se pou��vaj� i v b��n�m jazyce� kter
m mluv�me� K ozna�
�en� takov
ch obecn
ch jmen se pou��vaj� symboly� kter
m ��k�me prom�nn��
Jde zpravidla o prom�nn� z konce abecedy x� y� z� � � � �asto s r�zn
mi indexy� P�i
pr�ci s objekty matematik� informatik nebo technik pou��vaj� operace� nap��klad
pracujeme�li s ��sly pou��v�me operace sou�tu� sou�inu nebo rozd�lu� pracujeme�li
se slovy pou��v�me z�et�zen�� Tyto operace maj� sv� zvl��tn� ozna�en� nap��klad
 � �� � nebo �� Operace nap��klad z�et�zen� je vlastn� zobrazen�� kter� dv�ma
objekt�m �slov�m� p�i�azuje dal�� objekt� slovo� kter� je jejich z�et�zen�m� V
tomto p��pad� je operace z�et�zen� funkc� na mno�in� uspo��dan
ch dvojic� slov�
Jazyk logiky bude tedy obsahovat symboly pro operace� kter
m budeme ��kat
funk�n� symboly� Ka�d�mu funk�n�mu symbolu je p�i�azeno p�irozen� ��slo� kter�
vyjad�uje takzvanou �etnost symbolu� to znamen� po�et argument�� na kter� je
symbol aplikov�n� Je�li �etnost symbolu rovna p�irozen�mu ��slu n� ��k�me tak��
�e symbol je n��rn�� Pro �etnosti n� n � � se po��v� v�it
ch n�zv�� symboly s
�etnost� jedna se naz
vaj� un�rn�� symboly s �etnost� dva se naz
vaj� bin�rn� a
s �etnost� t�i se naz
vaj� tern�rn�� Tak funkce S n�sledn�ka p�irozen�ho ��sla�
S�n� ! n � je un�rn�� a sou�et a sou�in jsou funkce bin�rn�� V obecn�m p��pad�
se setk�v�me s n��rn�mi funk��mi symboly� kter� ozna�uj� funkce n prom�nn
ch�
Je p�irozen� ch�pat konstanty� kter� ozna�uj� ur�it
 objekt nez�visle na jin
ch
objektech jako 	��rn� funkce� tedy funk�n� symboly� kter� nevy�aduj� ��dn
 ar�
gument�

Matematik vyjad�uje tak� vztahy mezi objekty� nap��klad ���slo x je rovno
dvojn�sobku ��sla y� nebo ���slo y je men	� ne
 jedna�� Pro tyto vztahy se pou��v�
ust�len�ho ozna�en� ! a �� potom v
razy

x ! � � y y � � ���

jsou symbolick
m vyj�d�en�m vztah� mezi ��sly x a y� kter� jsme uvedli v �vo�
zovk�ch�

Pov�imn�me si� �e ka�d
 z v
raz� ��� zastupuje holou v�tu �esk�ho jazyka� V
dan�m p��pad� �lo o vztah mezi dv�ma ��sly x a y respektive y a �� Jsou mo�n�
i slo�it�j�� vztahy nap��klad ���slo x le
� mezi ��sly y a z�� kter
 ur�uje vztah
mezi t�emi ��sly� Jazyk logiky bude obsahovat symboly� kter� vyjad�uj� vztahy
mezi objekty� Budeme jim ��kat predik�tov� symboly� Ke ka�d�mu predik�tov�mu
symbolu je d�no p�irozen� ��slo� �etnost symbolu� kter� ud�v� po�et jeho ar�
gument�� Tedy symboly ! a � jsou bin�rn�� vyjad�uj� vztah mezi dv�ma ��sly�
Obecn� se m��eme setkat s n��rn�mi predik�tov
mi symbolu pro n � �� Obdobou
	��rn�ch funk�n�ch symbol� by mohly b
t "logick� konstanty" ozna�uj�c� pravdu
a nepravdu� ale nebudeme jich zde pou��vat� Pov�imn�me si je�t�� �e predik�tov�
symboly ! a � odpov�daj� sloves�m �esk�ho jazyka� maj� tedy schopnost tvo�it
form�ln� obdobu hol
ch v�t �esk�ho jazyka�

Jazyk logiky bude obsahovat tak� symboly pro logick� spojky� kter� jsou ob�
dobou spojek v �esk�m jazyce a dovoluj� spojovat jednodu��� v
razy ve slo�it�j���
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Je to obdoba vytv��en� souv�t� ze dvou v�t� K logick
m spojk�m �ad�me symboly
# pro konjunkci� � pro disjunkci� � pro implikaci� � pro ekvivalenci a symbol
	 pro negaci�

U�ijeme�li v
razy ���� m��eme roli logick
ch spojek ilustrovat n�sleduj�c�m
p��kladem

	x ! � � y �teme �neplat� x ! � � y�
x ! � � y # x � � �teme �x ! � � y a x � ��
x ! � � y � x � � �teme �x ! � � y nebo x � �� ���
x ! � � y � x � � �teme �x ! � � y implikuje x � ��

nebo �je�li x ! � � y potom x � ��
x ! � � y � x � � �teme �x ! � � y pr�v� kdy
 x � ��

nebo �x ! � � y je ekvivalentn� x � ��

Matematika pou��v� tak� formulace �pro ka
d� x plati � � �� nebo �existuje x
takov�� 
e � � ��� V t�chto p��padech mluv�me o kvantikaci prom�nn�ch� Jazyk
logiky bude proto obsahovat i symboly 
 a �� kter
m ��k�me obecn� �univerz�ln�
nebo velk
� kvantik�tor a existen�n� �nebo mal
� kvantik�tor�

V jazyce logiky se uplatn� i pomocn� symboly� kter� u��v�me ke zlep�en� �itel�
nosti v
raz�� Pomocn� symboly jsou zpravidla r�zn� druhy z�vorek � � � � $ � % �
f � g atd�

Je�li x prom�nn�� potom v
razy

�
x��x � �� �teme �pro ka
d� x plat� x � ��
���

��x��x ! � � y� �teme �existuje x takov�� 
e x ! � � y�

��� Symbolick	 jazyk Ukazuje se� �e v�echny d�le�it� obraty jazyka mate�
matiky lze zachytit vhodnou volbou odpov�daj�c�ch symbol� v um�l�m� symbo�
lick�m jazyce� Matematick� tvrzen� jsou potom vyj�d�ena ur�it
mi v
razy tohoto
symbolick�ho jazyka� Symbolick� jazyky se tak� naz
vaj� form�ln�� Pro pot�eby
r�zn
ch matematick
ch teori� lze sestrojit r�zn� form�ln� jazyky�

P�edchoz� anal
zu shrnuje n�sleduj�c� de�nice�

��� Jazyk �� �du obsahuje tyto symboly

� prom�nn� x� y� z� x�� x�� � � � � y�� y�� � � � kter
ch je neomezen� mnoho&
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� funk�n� symboly f� g� h� � � � ke ka�d�mu symbolu je d�no p�irozen�
��slo n � 	� kter� vyjad�uje jeho �etnost&

� predik�tov� symboly p� q� r� � � � ke ka�d�mu symbolu je d�no p�irozen�
��slo n � 	� kter� ud�v� jeho �etnost� Jazyk m��e �ale nemus�� obsahovat
bin�rn� predik�tov
 symbol ! k ozna�en� rovnosti� Je�li v jazyku obsa�en�
mluv�me o jazyku s rovnost�&

� logick� spojky 	� #� �� �� � vyjad�uj�c� negaci� konjunkci� dis�
junkci� implikaci a ekvivalenci&

� kvantik�tory 
� � univerz�ln� a existen�n�&

� pomocn� symboly � � � � $ � %� f � g� � � �

��
 Speci�ln� a logick� symboly N�kter� symboly jsou spole�n� v�em for�
m�ln�m jazyk�m� proto�e odpov�daj� logick
m konstrukc�m� budeme proto naz
�
vat logick� symboly� Jsou to symboly pro prom�nn�� logick� spojky� kvanti�k�tory�
pomocn� symboly a symbol rovnosti !� je�li v jazyku obsa�en� Zb
vaj�c� symboly�
tedy symboly pro funkce a predik�ty� ozna�uj� speci�ln� operace a vztahy v t��
kter� matematick� disciplin�� Budeme je naz
vat speci�ln� symboly� Je z�ejm��
�e jazyk je ur�en jednozna�n� v
�tem sv
ch speci�ln�ch symbol� �a t�m jde�li
o jazyk s rovnost� nebo bez rovnosti�� Nap��klad jazyk teorie mno�in je jazyk ��
��du s rovnost�� kter
 m� jedin
 speci�ln� symbol � � bin�rn� predik�tov
 symbol
vyjad�uj�c� n�le�en� prvku do mno�iny �t��dy��

��� Termy a formule Ze symbol� jazyka se podle jist
ch pravidel tvo�� dva
typy v
raz��

� termy� kter� popisuj� objekty� kter� vzniknou po proveden� v termu nazna�
�en
ch operac��

� formule� kter� vyjad�uj� r�zn� matematick� tvrzen��

Nap��klad v
raz

f�g�x� y�� h�x�� x�

kde x� y jsou prom�nn� a f� g� h jsou po �ad� tern�rn�� bin�rn� a un�rn�
funk�n� symboly� je term� V
razy ��� jsou �atomick�� formule�

��� Jazyky vy���ch �d� Jazyky� kter� jsme popsali� se naz
vaj� jazyky
�� ��du� proto�e maj� jen jeden typ prom�nn
ch� kter
m ��k�me prom�nn� pro
individua nap��klad ��sla� prvky grupy� mno�iny a podobn�� Jazyk neobsahuje
dal�� typy prom�nn
ch nap��klad pro p�irozen� ��sla� mno�iny ��sel� funkce� relace
a dal�� typy objekt�� Kvanti�kovat m��eme tedy jen prom�nn� pro individua�
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T�m se jazyky �� ��du li�� od jazyk� vy���ch ��d�� kde nap��klad jazyk takzvan�
slab� logiky �� ��du m� krom� prom�nn
ch pro individua dal�� typ prom�nn
ch
pro p�irozen� ��sla �nebo obecn�ji pro kone�n� mno�iny individu��� kter� tak�
dovoluje kvanti�kovat� Jazyky �� ��du obsahuj� prom�nn� pro mno�iny individu��
prom�nn� pro funkce a relace a dovoluj� kvanti�kovat krom� individu� i mno�iny
individu� a funkce a relace na universu individu�� Logika� kter� pracuje jen s
jazyky prvn�ho ��du� se naz
v� logika prvn�ho ��du�

��� V	razov� s�la jazyk� prvn�ho �du Je �ada d�vod�� pro kter� lze
logiku prvn�ho ��du pova�ovat za z�kladn� jazyk matematiky� Ve srovn�n� s lo�
gikami vy���ch ��d� m� jednodu��� jazyk� kter
 se neodkazuje k pojmu mno�iny�
Proto�e jazyk teorie mno�in je prvn�ho ��du� m��e logika prvn�ho ��du slou�it
jako z�kladn� teorie i pro teorii mno�in� Vzhledem k tomu� �e jazyk teorie mno�in
dovoluje konstruovat v�echny matematick� objekty uvnit� teorie mno�in� logika
prvn�ho ��du m��e prost�ednictv�m teorie mno�in poslou�it jako logick
 z�klad
pro matematiku�

��� P�klad Mo�nosti a omezen� logiky prvn�ho ��du budeme ilustrovat na
n�kolika p��kladech z algebry a teorie mno�in�

a� K popisu uspo��dan
ch mno�in vysta��me s jedin
m speci�ln�m symbo�
lem � � bin�rn�m predik�tov
m symbolem pro relaci uspo��d�n�� Pracujeme s
jazykem �� ��du s rovnost�� kter
 obsahuje jedin
 speci�ln� symbol � � '�ste�n�
uspo��d�n� je charakterizov�no dv�ma formulemi

	�x � x�
�x � y # y � z� � x � z

Prvn� z nich stanov�� �e uspo��d�n� nen� re(exivn� a druh� vyjad�uje tranzitivnost
uspo��d�n��

b� Ke studiu t�les je mo�no pou��t jazyk s rovnost�� kter
 obsahuje speci�ln�
symboly 	� ��  a � � Prvn� dva z nich jsou konstanty ozna�uj�c� nulu a jednotku�
druh� dva jsou bin�rn� funk�n� symboly� kter� ozna�uj� operace s��t�n� a n�soben�
v t�lese� V tomto jazyce lze vyj�d�it obvykl� axiomy t�lesa� to ponech�me �ten��i
jako cvi�en�� Pomoc� term� m��eme tak� vyj�d�it takzvan� p�irozen� n�sobky� Je�
li x prom�nn�� budeme termy

x� �x  x�� �x �x  x��� � � � � �x �x �x  � � � �x x� � � ����
� �z �

n vskyt x

ozna�ovat zkratkami � � x� � � x� � � x� � � � � n �x a budeme jim ��kat p�irozen�
n�sobky x� Uv�domme si� �e p�irozen� ��sla nemus� b
t podmno�inou zkouman�ho
t�lesa a p�irozen
 n�sobek imituje sou�in jako opakovan� p�i��t�n�� V
raz p � x�
kde p je n�jak� p�irozen� ��slo m��e zastupovat term zna�n� d�lky� Pokud pro
n�jak� nenulov� p�irozen� ��slo p v ur�it�m t�lese plat� formule
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p � � ! 	 ���

��k�me� �e t�leso m� kone�nou charakteristiku� Nejmen�� nenulov� ��slo p� pro
kter� plat� ���� je charakteristika t�lesa� Pokud pro ��dn� nenulov� p neplat� ����
��k�me� �e t�leso m� charakteristiku nula� P�id�me�li k axiom�m t�lesa formule

p � � ! 	 ���p

pro v�echna nenulov� p�irozen� ��sla p� dost�v�me axiomy t�lesa charakteristiky
nula� Je p�irozen� polo�it si ot�zku� zda lze t�lesa charakteristiky nula axiomati�
zovat tak� kone�n
m po�tem axiom� v logice prvn�ho ��du� Negativn� odpov��
vypl
v� z n�sleduj�c�ho tvrzen��

��� V�ta Ka�d� kone�n� mno�ina formul� jazyka prvn�ho ��du� kter� jsou
spln�ny ve v�ech t�lesech charakteristiky nula� je spln�na i ve v�ech t�lesech dosti
velk� kone�n� charakteristiky�

Kone�n� mno�ina formul� jazyka prvn�ho ��du tedy nem��e rozli�it mezi t��
lesy charakteristiky nula a t�lesy n�kter
ch kone�n
ch charakteristik� Tato v�ta
je d�sledkem takzvan� v�ty o kompaktnosti logiky prvn�ho ��du� se kterou se
sezn�m�me pozd�ji� T�lesa charakteristiky nula bychom mohli charakterizovat je�
dinou formul�� kdybychom p�ekro�ili r�mec jazyk� prvn�ho ��du� zavedli nov

typ prom�nn
ch pro p�irozen� ��sla a dovolili jej kvanti�kovat� T�m by vznikl
jazyk takzvan� slab� logiky druh�ho ��du� kter
 algebra b��n� pou��v�� Je�li p
prom�nn� pro p�irozen� ��sla� potom nekone�nou mno�inu formul� �� ��du ���p
lze nahradit jedinou formul�

�
p��p ! 	 � p � � ! 	�

slab� logiky druh�ho ��du� Vyjad�ovac� prost�edky slab� logiky druh�ho ��du
jsou siln�j�� ne� vyjad�ovac� prost�edky logiky prvn�ho ��du� Z toho� co jsme
�ekli o d�kazu v�ty ��� pak plyne� �e v�ta o kompaktnosti �pro logiku prvn�ho
��du� ji� nem��e platit pro slabou logiku druh�ho ��du� Z�staneme�li u jazyka a
logiky �� ��du� poznamenejme� �e n�kter� vlastnosti t�les� nap��klad to� �e t�leso
je Archimedovsk�� nelze v tomto jazyce vyj�d�it ani nekone�n
m po�tem formul��
Zaj�mav
m negativn�m d�sledkem takzvan� L)venheimovy a Skolemovy v�ty pro
logiku prvn�ho ��du je i n�sleduj�c� tvrzen�

���� V�ta *�dn� mno�ina formul� jazyka prvn�ho ��du teorie t�les neur�uje
t�leso re�ln
ch ��sel jednozna�n� �a� na izomor�smus��

D�le�itou charakteristikou t�lesa re�ln
ch ��sel je toti� v�ta o supremu� kter�
mluv� o mno�in� re�ln
ch ��sel a re�ln�m ��slu � jej�m supremu� Tato v�ta m��e
b
t vyj�d�ena formul� jazyka druh�ho ��du� kter
 m� k dispozici i prom�nn�
pro mno�iny individu�� zde tedy re�ln
ch ��sel� Octli bychom se tedy v logice
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druh�ho ��du� Uveden� v
sledky se stoupaj�c� gradac� ukazuj� na omezen� dan�
jazykem prvn�ho ��du� M��e tedy logika prvn�ho ��du vyhov�t v�em po�adav�
k�m tak� aby byla spolehliv
m v
chodiskem ke studiu matematiky� informatiky
a dal��ch obor�+ D��ve ne� odpov�me� p�ipome�me ji� uveden� p��klady� K po�
pisu t�les charakteristiky nula chyb�la jazyku prvn�ho ��du mo�nost pracovat
vedle prom�nn
ch pro individua �prvky t�lesa� je�t� s prom�nn
mi pro p�irozen�
��sla� Tuto mo�nost nab�zela slab� logika druh�ho ��du� V p��pad� Archimedov�
sk
ch t�les a v�ty o supremu �lo o to� �e vedle promenn
ch pro individua nebyla
mo�nost pracovat s prom�nn
mi pro mno�iny individu�� Tuto mo�nost nab�z� a�
logika druh�ho ��du� V obou p��padech je z�ejm�� �e siln�j�� logika v sob� zahr�
nuje n�jak
 fragment teorie mno�in� To nemus�me pova�ovat za adekv�tn� �e�en��

Tyto obt��e odpadnou� budujeme�li matematiku v teorii mno�in� tedy v teorii
s jazykem prvn�ho ��du� Takov� �e�en� je elegantn�j��� m�sto� abychom p�im��
ch�vali pot�ebn
 fragment teorie mno�in k logice� kterou chceme ponechat co
nejpr�zra�n�j��� vstoup�me s celou matematikou do teorie mno�in� kter� je p�ij��
m�na jako nejobecne�� r�mec pro v
stavbu matematiky a je sama teori� prvn�ho
��du� S teori� mno�in m��e logika prvn�ho ��du bez obt��� pracovat� Vrac�me se
k na�� po��te�n� t�zi� �e logika prvn�ho ��du m��e b
t adekv�tn�m n�strojem
ke studiu matematiky a informatiky� Tato t�ze je pln� opr�vn�n�� pokud bu�
dujeme matematiku a informatiku uvnit� teorie mno�in� Tento fakt ukazuje na
speci�ckou �lohu teorie mno�in jak ve vztahu k matematice tak k �teoretick��
informatice� P�edchoz� �vaha nazna�uje mo�nost� redukce n�kter
ch logick
ch
syst�m� vy���ho ��du do logiky prvn�ho ��du prost�ednictv�m teorie mno�in�

��� Form�ln� syst�m logiky prvn�ho 	�du

Popsali jsme jazyk prvn�ho ��du a nazna�ili jsme jak� jsou jeho vyjad�ovac� mo��
nosti� Ze symbol� jazyka tvo��me podle p�esn
ch syntaktick
ch pravidel dv� d��
le�it� t��dy slov termy a formule� Zat�m se spokoj�me s konstatov�n�m� �e termy
jsou v
razy� kter� ozna�uj� ur�it� individua� kter� jsou v
sledkem v termu nazna�
�en
ch operac�� a formule jsou v
razy� kter� symbolicky zachycuj� matematick�
tvrzen�� N�kter� formule vyb�r�me jako z�kladn� tvrzen� � axiomy� abychom z
nich odvozovali dal�� d�sledky� Axiomy a z nich odvozen� d�sledky naz
v�me
souhrnn� v�ty� Ka�d� v�ta mus� m�t d�kaz� kter
 je odvozen z axiom� pouze
rozumovou �logickou� �vahou� Takov� vymezen� klade dv� p�irozen� ot�zky

� Lze pojem d�kazu de�novat+

� Jak� jsou logick� pravidla� kter
mi se odvozov�n� ��d�+
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Odpov�� na prvn� ot�zku je snadn�j��� proto�e jsme ji� zavedli pojem jazyka
prvn�ho ��du� kter
 je jazykem symbolick
m a formule vyjad�uj�c� matematick�
tvrzen� jsou slova � kone�n� posloupnosti symbol� tohoto jazyka� P�irozen
 jazyk�
kter
m budeme mluvit o d�kazech� pop��pad� o zkouman� axiomatice �teorii�� je
odli�en a z�st�v� v roli takzvan�ho metajazyka� Metajazyk je tedy jazyk� kter
m
se mluv� o symbolick�m jazyku� jeho konstrukc�ch� d�kazech a zkouman� teorii�
T�mto rozli�en�m se vyhneme nebezpe�� s�mantick
ch paradox�� kter� mohou
vzniknout pou��v��li se p�irozen
 jazyk v obou rovin�ch� jako jazyk teorie a sou�
�asn� jako jazyk� kter
m o teorii mluv�me �paradox lh��e a dal����

Zvolen
 p��stup tak� zd�raz�uje �nitn� hledisko� p�edm�tem studia jsou termy
a formule� tedy kone�n� posloupnosti symbol�� kter� m�me alespo� v principu
pln� pod kontrolou� D�kazy � jak uvid�me pozd�ji � jsou posloupnosti formul�
sestaven� podle p�esn
ch syntaktick
ch pravidel, ka�d� formule d�kazu je bu�
axiom nebo je odvozena z n�kter
ch formul�� kter� ji p�edch�zej�� podle n�kter�ho
odvozovac�ho pravidla� Nyn� ji� m�me pohromad� v�echny sou��sti form�ln�ho
syst�mu logiky� kter� lze identi�kovat ve v�ech logik�ch� nejenom v predik�tov�
logice prvn�ho ��du� kter� je v�nov�na tato kniha�

��� Form�ln� syst�m logiky sest�v� ze t�� slo�ek� kter
mi jsou

� jazyk z jeho� symbol� vytv���me kone�n� posloupnosti� slova zejm�na termy
a formule�

� axiomy� tedy jist� formule� kter� p�ij�m�me jako z�kladn� tvrzen� a

� odvozovac� pravidla Jsou to syntaktick� pravidla� kter
mi se z kone�n�ho
po�tu formul� mechanicky odvod� dal�� formule� jejich d�sledek�

��� D�kaz ve form�ln�m syst�mu je kone�n� posloupnost formul�� jej��
ka�d
 �len je bu� axiom nebo formule� kter� je odvozena z n�kter
ch p�edchoz�ch
formul� pomoc� n�kter�ho odvozovac�ho pravidla� -�k�me� �e n�jak� formule A
je v�tou form�ln�ho syst�mu nebo �e formule A je dokazateln�� jestli�e existuje
d�kaz� jeho� posledn�m �lenem je formule A�

Uveden� de�nice vcelku ide�ln�m zp�sobem formalizuje intuitivn� pojem d��
kazu� Odvozov�n� vych�z� z axiom� a postupuje podle p�esn
ch syntaktick
ch
pravidel� kter� jsou mechanicky kontrolovateln� v ka�d�m kroku� To je odpove�
na na�i prvn� ot�zku�

Na rozd�l od prvn� ot�zky p�edstavuje druh� mnohem hlub�� probl�m a m�
i �lozo�ck
 rozm�r� V intuitivn�m pojet� d�kazu se jednotliv� kroky odvozuj� z
p�edchoz�ch krok� �a axiom�� jen rozumovou �logickou� �vahou� Ta je ve form�l�
n�m d�kazu zastoupena volbou odvozovac�ch pravidel a axiom� logiky� Stoj�me
tedy p�ed ot�zkou� jak� axiomy logiky a jak� odvozovac� pravidla m�me zvolit� Je�
jich volbou ovliv�ujeme t��du formul�� kter� lze ve vytv��en�m form�ln�m syst�mu
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dok�zat� Predik�tov� logika �e�� tuto ot�zku pragmaticky odkazem na s�mantiku�
Axiomy logiky vyb�r� z univerz�ln� platn�ch formul�� to znamen� z formul�� kter�
jsou pravdiv� p�i ka�d� interpretaci symbol� jazyka� Logika tedy nepreferuje n��
kter� interpretace p�ed jin
mi� Odvozovac� pravidla jsou volena tak� aby byla
korektn�� to znamen�� aby z pravdiv
ch formul� odvozovala formuli� kter� bude
op�t pravdiv��

Je z�ejm�� �e mno�ina v�ech univerz�ln� platn
ch formul� je maximum toho�
co by m�l k n� konstruovan
 form�ln� syst�m dok�zat� Korektnost odvozovac�ch
pravidel a volba axiom� z mno�iny univerz�ln� platn
ch formul� zaru�uje� �e
mno�ina v�t form�ln�ho syst�mu bude podmno�inou mno�iny v�ech univerz�ln�
platn
ch formul�� Pokud se n�m poda�� zvolit axiomy a odvozovac� pravidla tak� �e
mno�ina v�t je toto�n� s mno�inou v�ech univerz�ln� platn
ch formul� ��k�me� �e
takov
 form�ln� syst�m je �pln
� �plnost je d�le�itou charakteristikou form�ln�ho
syst�mu� proto�e zaru�uje� �e pojem dokazatelnosti se kryje s pojmem univerz�ln�
platnosti� kter� se tak� ��k� logick� platnost� Nen� to ov�em v�c samoz�ejm��

Nyn� m��eme p�istoupit k v
kladu predik�tov� logiky prvn�ho ��du� Je ��eln�
rozd�lit v
klad do n�kolika etap� kter� odpov�daj� ucelen
m ��stem logiky a maj�
i sv� v�it� n�zvy� V prvn� etap� se budeme zab
vat form�ln�m syst�mem� kter

popisuje vlastnosti logick
ch spojek a kter
 se naz
v� v�rokov� logika� V dal��
etap� p�id�me axiomy a odvozovac� pravidla pro kvanti�k�tory� t�m vznikne pre�
dik�tov� logika bez rovnosti� Nakonec p�id�me axiomy pro predik�t rovnosti� kter

po��t�me k logick
m symbol�m a tak vznikne nejobsa�n�j�� form�ln� syst�m pre�
dik�tov� logika s rovnost��

V ka�d� etap� se nejprve sezn�m�me se s�mantikou dan�ho jazyka a budeme
p�esn� de�novat pojmy pravdivosti formule a korektnosti odvozovac�ch pravidel�
na kter� jsme se zat�m odvol�vali bez bli���ho vysv�tlen�� Pro ka�d
 form�ln�
syst�m dok��eme tak� v�tu o �plnosti�
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V�rokov� logika

V
rokov� logika zevrubn� zkoum� syntax a s�mantiku formul�� kter� vzniknou po�
moc� logick
ch spojek� P�itom odhl��� od dal��ch symbol� jazyka prvn�ho ��du�
zejm�na od predik�tov
ch symbol� a kvanti�k�tor�� T�m v
rokov� logika p�i�
pom�n� rozbor souv�t� p�irozen�ho jazyka� p�i kter�m se nepou�t�me do rozboru
jednotliv
ch v�t souv�t�� Ty ch�peme jako ned�liteln
 celek� jako z�kladn� kompo�
nenty souv�t�� Zavedeme proto jazyk v
rokov� logiky jako jednodu��� verzi jazyka
prvn�ho ��du� kter� odpov�d� t�to situaci� Formule� kter� ve v
rokov� logice nelze
analyzovat� proto�e nejsou sestrojeny jen pomoc� logick
ch spojek budou v jazyce
zastoupeny mno�inou takzvan
ch prvotn�ch formul�� kter� jsou z�kladn�mi kom�
ponentami v�ech formul� v
rokov� logiky� Ka�d� formule v
rokov� logiky vznikne
z kone�n�ho po�tu prvotn�ch formul� za pou�it� logick
ch spojek�

��� V
rokov� formule

V t�to kapitole de�nujeme jazyk a formule v
rokov� logiky� probereme s�man�
tiku v
rokov� logiky� zavedeme form�ln� syst�m v
rokov� logiky� jej� axiomy a
odvozovac� pravidlo modus ponens a dok��eme n�kter� jednoduch� v�ty v
ro�
kov� logiky� Z hlub��ch v
sledk� dok��eme v�tu o kompaktnosti� v�ty o �plnosti
v
rokov� logiky a v�ty o standardn�ch tvarech formul� v
rokov� logiky�

��� Prvotn� formule Nech� P je nepr�zdn� mno�ina� jej�� prvky mohou
b
t slova n�jak�ho form�ln�ho jazyka nebo jen p�smena p� q� r� p�� p�� p�� � � �
Prvky mno�iny P budeme naz
vat prvotn� formule�

��� Jazyk v	rokov� logiky Jazyk LP v�rokov� logiky nad mno
inou P
obsahuje prvky mno�iny P a d�le symboly pro logick� spojky 	 �negace�� #
�konjunkce�� � �disjunkce�� � �implikace� a � �ekvivalence�� Jazyk LP

je�t� obsahuje pomocn� symboly �z�vorky�� -�k�me� �e P je mno
ina prvotn�ch
formul� jazyka LP �

��
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��� V	rokov� formule jazyka LP de�nujeme pomoc� n�sleduj�c�ch syntak�
tick
ch pravidel�

�i� Ka�d� prvotn� formule p � P je v
rokov� formule�

�ii� Jsou�li v
razy A� B v
rokov� formule� potom v
razy

	A� �A#B�� �A � B�� �A � B�� �A � B�

jsou v
rokov� formule�

�iii� Ka�d� v
rokov� formule vznikne kone�n
m po�tem u�it� pravidel �i� a �ii��

De�nice ��� popisuje zp�sob jak
m se slo�it�j�� v
rokov� formule konstruuj� z
formul� ji� sestrojen
ch� Jde o induktivn� de�nici op�raj�c� se o konstruktivn� pra�
vidla �i�� �ii� a uzav�rac� klauzuli �iii�� kter� zaru�uje� �e ka�d� v
rokov� formule
je kone�n� slovo�

��
 P�klad Je�li P ! fp� q� r� sg mno�ina prvotn�ch formul�� potom
v
razy

p� q� r jsou v
rokov� formule podle �i�

�p � q� a �p # q� jsou v
rokov� formule podle �ii�

a nakonec

��p � q� � �p # q�� je v
rokov� formule podle �ii�

V�echny formule� kter� jsme p�i konstrukci posledn� z nich sestrojili� tedy
v�etn� j� sam�� naz
v�me podformulemi formule ��p � q� � �p # q��� M��eme
��ci� �e podformule n�jak� formule je ka�d� jej� podslovo� kter� je samo formul��
-�k�me� �e n�jak� podformule je vlastn�� je�li krat�� ne� dan� formule�

Podobn� bychom se p�esv�d�ili �e v
raz

�p � �q � �r � s���

je v
rokov� formule� jej�� vlastn� podformule jsou

p� q� r� s

�r � s� a �q � �r � s��

Snadno se nahl�dne� �e v
razy

ppr� �� p� a ���

nejsou v
rokov� formule�

��� �mluva Pomocn� symboly� kter� pou��v�me p�i z�pisu formul� slou��
p�edev��m k lep�� �itelnosti t�chto v
raz�� De�nice ��� stanov� psan� z�vorek
jednozna�ne� P�i psan� z�vorek si m��eme dovolit ur�itou volnost pokud to nebude
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na �jmu srozumitelnosti� Je nap��klad obvykl� vynech�vat krajn� p�rov� z�vorky�
kter� jsou de�nic� formule p�edeps�ny� ale ve skute�nosti nic neodd�luj�� P��eme
nap��klad

�p # q� � r m�sto ��p # q� � r�
�p # q� � r m�sto ��p # q� � r�

V n�kter
ch p��padech se tak� p�ij�m� konvence dopl�ov�n� chyb�j�c�ch z�vo�
rek p�i kumulaci doprava� Pak p��eme

p� � p� � � � � � pn m�sto �p� � �p� � � � � �pn�� � pn� � � ���

Podobn� �mluvy lze zav�d�t podle pot�eby�

��� S�mantika v
rokov� logiky

S�mantika v
rokov� logiky zkoum� pravdivost v
rokov
ch formul�� Podle de��
nice ��� jsou v
rokov� formule konstruov�ny nad mno�inou prvotn�ch formul��
P�itom prvotn� formule jsou ty podformule v
rokov
ch formul�� kter� ve v
ro�
kov� logice neanalyzujeme� jejich pravdivost �i nepravdivost tedy mus� b
t d�na
zvn�j�ku zobrazen�m� kter� naz
v�me pravdivostn� ohodnocen�� Pravdivost ostat�
n�ch formul� pak m��e b
t odvozena z pravdivosti z�kladn�ch podformul� a ze
s�mantiky pou�it
ch logick
ch spojek�

��� S�mantika v	rokov	ch formul� Nech� P je mno�ina prvotn�ch formul�
jazyka LP v
rokov� logiky� Mno
ina pravdivostn�ch hodnot je dvouprvkov� a
sest�v� z hodnot � �true� a 	 �false��

�i� Pravdivostn� ohodnocen� �valuace� prvotn�ch formul� je zobrazen� v , �
f	� �g� kter� ka�d� prvotn� formuli p � P p�i�ad� hodnotu 	 nebo ��

�ii� Pravdivostn� ohodnocen� v lze jednozna�n� roz���it na v�echny formule ja�
zyka LP � Indukc� podle slo�itosti formule A de�nujeme roz���en� v zobrazen� v
p�edpisem

v�A� ! v�A� je�li A prvotn� formule

v�	A� ! 	 je�li v�A� ! �
! � je�li v�A� ! 	

v�A#B� ! � je�li v�A� ! v�B� ! �
! 	 jinak
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v�A � B� ! 	 je�li v�A� ! v�B� ! 	
! � jinak

v�A � B� ! 	 je�li v�A� ! � a v�B� ! 	
! � jinak

v�A � B� ! � je�li v�A� ! v�B�
! 	 jinak

-�k�me� �e v�A� je pravdivostn� hodnota formule A p�i ohodnocen� v�
Formule A je pravdiv� p�i ohodnocen� v � je�li v�A� ! � jinak je nepravdiv��

��� Tautologie a splniteln� formule �i� -�k�me� �e formule A je tauto�
logie� je�li pravdiv� p�i ka�d�m ohodnocen� prvotn�ch formul��

�ii� Formule je splniteln�� je�li pravdiv� p�i n�jak�m ohodnocen� prvotn�ch
formul�� Ohodnocen� v � takov� �e v�A� ! � naz
v�me modelem formule A�

�iii� Mno
ina formul� T je splniteln�� jestli�e existuje pravdivostn� ohodno�
cen� v � takov� �e ka�d� formule A z mno�iny T je pravdiv� p�i ohodnocen�
v� Takov� ohodnocen� v naz
v�me modelem mno
iny formul� T �

�iv� -�k�me� �e formule A je tautologick�m d�sledkem mno
iny formul� T
a p��eme T j! A � je�li formule A pravdiv� p�i ka�d�m ohodnocen�� kter� je
modelem mno�iny T � Je�li T pr�zdn� mno�ina� p��eme kr�tce j! A� V tomto
p��pad� je A pravdiv� p�i ka�d�m ohodnocen�� to znamen�� �e A je tautologie�

��� De�nice ��� d�v� mo�nost rozhodnout o ka�d� formuli zda je �i nen�
tautologi�� Nap��klad formule

A � 	A �z�kon vylou�en�ho t�et�ho�

	�A#	A� �vylou�en� kontradikce�

	�A#B� � �	A � 	B�
�de Morganova pravidla�

	�A � B� � �	A#	B�

		A � A �z�kon dvojit� negace�

��� Snadno se zjist�� �e pro libovoln� ohodnocen� v prvotn�ch formul� a
libovoln� formule A� B� je�li v�A� ! v�A � B� ! � potom tak� v�B� !
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� � Jak uvid�me p�i studiu form�ln�ho syst�mu v
rokov� logiky� tato vlastnost
implikace zaru�uje korektnost odvozovac�ho pravidla modus ponens�

Odtud tak� plyne� �e pro libovolnou mno�inu formul� T � z T j! A a
T j! A � B plyne T j! B�

���� V�ta o kompaktnosti v	rokov� logiky Mno�ina formul� T je
splniteln�� pr�v� kdy� je splniteln� libovoln� kone�n� podmno�ina T� � T �

D�kaz� a� Je�li T splniteln�� pak existuje ohodnocen� v� kter� je modelem
mno�iny T � Tot�� ohodnocen� je pak tak� modelem ka�d� kone�n� podmno�iny
T� mno�iny T �

b� d�kaz obr�cen� implikace je mo�n� prov�st matematickou indukc�� pokud
se omez�me na p��pad� kdy je mno�ina prvotn�ch formul� a tedy tak� mno�ina
v�ech formul� v
rokov� logiky nejv
�e spo�etn�� Provedeme d�kaz� kter
 pou��v�
v�tu o kompaktnosti sou�inu kompaktn�ch topologick
ch prostor�� Ten nep�ed�
pokl�d� ��dn� omezen� mohutnosti mno�iny prvotn�ch formul�� V�ta o kompakt�
nosti sou�inu topologick
ch prostor�� kter� d�v� i jm�no dokazovan� v�t� v�ak
sama p�edstavuje ur�itou formu axiomu v
b�ru� Poznamenejme� �e s nespo�et�
nou mno�inou prvotn�ch formul� bychom mnoho nedok�zali� kdybychom nebyli
schopni jej� prvky dob�e uspo��dat�

Dvouprvkov� mno�ina f 	� � g pravdivostn�ch hodnot je sama kompaktn�m
prostorem s diskretn� topologi�� Je�li P mno�ina v�ech prvotn�ch formul�� po�
tom kart�zsk
 sou�in

Q
p�Pf 	� � g P exempl��� kompaktn�ho prostoru f 	� � g

je podle v�ty o kompaktnosti topologick�ho sou�inu tak� kompaktn� topologick

prostor� P�itom z de�nice kart�zsk�ho sou�inu souboru mno�in vypl
v�� �e prvky
tohoto sou�inu jsou pr�v� zobrazen� v , P � f 	� � g� tedy pr�v� v�echna ohod�
nocen� prvotn�ch formul��

Pro libovolnou formuli A m��eme de�novat podmno�inu UA topologick�ho
sou�inu p�edpisem

UA ! f vj v , P � f 	� � g� v�A� ! �g

Proto�e pravdivostn� hodnota v�A� z�vis� jen na hodnot�ch v�p� pro
kone�n� mnoho prvotn�ch podformul� formule A� je UA otev�en� mno�ina�
Jej�m dopl�kem je mno�ina U�A� kter� je ze stejn�ho d�vodu tak� otev�en��
Mno�ina UA je tedy tak� uzav�en��

Podle p�edpokladu je ka�d� kone�n� podmno�ina T� mno�iny T splniteln��
Je�li T� ! fA�� A�� � � � � Ang � T � pak existuje ohodnocen�

v � UA�
� UA�

� � � � � UAn

To znamen�� �e mno�iny UA� A � T tvo�� centrovan
 syst�m obojetn
ch
mno�in v kompaktn�m prostoru

Q
p�Pf 	� � g� Z kompaktnosti potom plyne� �e
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tak�

T
fUA jA � T g ! 	

a to znamen�� �e mno�ina T je tak� splniteln��

���� D�sledek Je�li A formule a T je mno�ina formul�� potom T j! A
plat�� pr�v� kdy� existuje kone�n� podmno�ina T � mno�iny T takov�� �e
T � j! A�

D�kaz� Snadno se nahl�dne� �e pro libovolnou mno�inu formul� S plat�
S j! A � pr�v� kdy� mno�ina S � ! S � f	Ag nen� splniteln�� Tvrzen� potom
plyne z v�ty o kompaktnosti�

��� Form�ln� syst�m v
rokov� logiky

Jazyk v
rokov� logiky je de�nov�n a spolu s n�m je zaveden i pojem formule�

���� Volba axiom� Axiomy v
rokov� logiky budeme vyb�rat z logicky plat�
n
ch formul�� P�irozen
mi kandid�ty na logicky platn� formule jsou tautologie�
V
rokov� formule jsou sestrojeny z prvotn�ch formul� jen pomoc� logick
ch spo�
jek� kter� maj� jednozna�n� ur�enou interpretaci� To znamen�� �e logick� platnost
formule m��e b
t zaru�ena jen t�m� �e takov� formule je pravdiv� p�i ka�d�m
ohodnocen� prvotn�ch formul�� Tak jsou de�nov�ny pr�v� tautologie� kter� jsou
pravdiv� bez ohledu na pravdivost �i nepravdivost sv
ch prvotn�ch podformul�&
pravdivost tautologie je d�na pouze jej�m syntaktick
m tvarem� Proto budeme
axiomy v
rokov� logiky vyb�rat z mno�iny v�ech tautologi��

���� Redukce jazyka Chceme�li �sporn� zvolit mno�inu axiom�� je v
hodn�
redukovat po�et logick
ch spojek na n�kolik z�kladn�ch a ostatn� spojky ch�pat
jako odvozen�� Uk��eme� �e je mo�n� zvolit negaci a implikaci za z�kladn� logick�
spojky a ostatn� spojky� konjunkci� disjunkci a ekvivalenci ch�pat jako spojky
odvozen�� Formule �A#B�� �A � B�� �A � B� budeme de�novat jako zkratky
za formule vytvo�en� jen ze z�kladn�ch spojek� negace a implikace�

�A # B� je zkratka za formuli 	�A � 	B�

�A � B� je zkratka za formuli �	A � B� ���

�A � B� je zkratka za formuli ��A � B� # �B � A��
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Snadno se p�esv�d��me� �e pro libovoln� ohodnocen� v prvotn�ch formul� se
sob� rovnaj� pravdivostn� hodnoty lev
ch i prav
ch stran v ���� Tak nap��klad
v�A # B� ! v�	�A � 	B��� odkud plyne� �e

�A # B� � 	�A � 	B�

je tautologie� Podobn� je tomu i se zb
vaj�c�mi dv�mi zkratkami z ���� S�manticky
jsou zkratky ekvivalentn� s vyj�d�en�m pomoc� z�kladn�ch spojek�

���
 Volba odvozovac�ch pravidel Odvozovac� pravidla v
rokov� logiky
vol�me tak� aby byla korektn�� to znamen�� aby z formul� pravdiv
ch p�i n�jak�m
ohodnocen� odvozovala formuli� kter� je pravdiv� p�i tomt�� ohodnocen�� Inspi�
raci najdeme v odstavci ���� kter
 ukazuje� �e odvozovac� pravidlo modus ponens
je korektn��

���� Form�ln� syst�m v	rokov� logiky obsahuje

� Jazyk LP v
rokov� logiky nad mno�inou prvotn�ch formul� P �

� Axiomy Pro libovoln� formule A� B� C jazyka LP je ka�d� formule tvaru

A � �B � A� �A��

axiomem v
rokov� logiky� D�le je axiomem v
rokov� logiky ka�d� formule

�A � �B � C�� � $�A � B� � �A � C�% �A��

a ka�d� formule

�	B � 	A� � �A � B� �A��

� Odvozovac� pravidlo �modus ponens� Z formul� A a A � B odvo�
formuli B� M�sto modus ponens p��eme kr�tce MP�

Formule �A�� � �A�� d�vaj� n�vod jak z dan
ch formul� A� B� C sestrojit
nov
 axiom v
rokov� logiky� Nejde tedy o jeden axiom� ale ka�d� z formul� �A�� �
�A�� zastupuje nekone�n� mnoho speci�ln�ch p��pad�� -�k�me proto� �e v
rokov�
logika je axiomatizov�na t�emi schematy axiom� �A��� �A�� a �A���

���� Pojem d�kazu �i� -�k�me� �e kone�n� posloupnost formul�

A�� A�� � � � � An
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je d�kazem formule A � jestli�e An je formule A a pro libovoln� i� � � i � n
je formule Ai bu� axiom nebo je odvozena z p�edchoz�ch formul� Aj� � � j � i
pravidlem modus ponens�
�ii� Existuje�li d�kaz formule A� ��k�me� �e A je dokazateln� ve v
rokov�

logice nebo �e A je v�tou v
rokov� logiky� a p��eme � A�

���� Jednoduch� v�ty v	rokov� logiky Odvod�me n�kolik jednoduch
ch
v�t v
rokov� logiky� kter� pozd�ji pou�ijeme k d�kazu v�ty o �plnosti v
rokov�
logiky�

A � A �v��

D�kaz� Sestroj�me posloupnost formul�� kter� bude d�kazem formule �v���

� A� ��A� A�� A� ��a�

� �A� ��A� A�� A��� $�A� �A� A��� �A� A�% ��b�

� �A� �A� A��� �A� A�% ��c�

� �A� �A� A�� ��d�

� A� A ��e�

Snadno se nahl�dne� �e ��a� je p��padem axiomu �A��� ��b� je p��padem axi�
omu �A�� a �e ��c� je odvozena z ��a� a ��b� podle pravidla modus ponens� D�le
��d� je op�t p��padem axiomu �A�� a nakonec ��e� je odvozena z ��c� a ��d�
pravidlem modus ponens�

Posloupnost formul� napravo od � v ��a� � ��e� tedy tvo�� form�ln� d�kaz
v�ty �v��� Tato jednoduch� formule m� d�kaz� kter
 obsahuje � krok�� M��eme
o�ek�vat� �e d�kazy dal��ch formul� budou nar�stat do d�lky� Bude proto u�ite�n�
m�t tvrzen�� kter
 by dovolovalo p�ech�zet od d�kazu jedn� formule k d�kazu
jin� formule� ani� bychom pot�ebovali cel
 form�ln� d�kaz konstruovat� Takov�
tvrzen� bude hovo�it o d�kazech ve v
rokov� logice� nebude to tedy formule ani
v�ta v
rokov� logiky� Z hlediska jazyka� ve kter�m bude takov� tvrzen� vysloveno
se jedn� o metav�tu �v�tu o d�kazech v�t v
rokov� logiky�� Z pragmatick
ch
d�vod� a p�i zneu�it� jazyka budeme toto tvrzen� naz
vat tak� v�tou� v�tou o
dedukci� D��ve ne� ji vyslov�me� zavedeme obecn�j�� pojem form�ln�ho d�kazu�

���� D�kaz z pedpoklad� Nech� T je mno�ina formul�� nech� A
je formule� -�k�me� �e posloupnost formul� A�� A�� � � � � An je d�kaz formule A z
�mno�iny p�edpoklad�� T � jestli�e An je formule A a ka�d� formule Ai� � � i � n
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je bu� axiom v
rokov� logiky� nebo formule z T � nebo je odvozena z p�edchoz�ch
formul� A�� A�� � � � � Ai�� pravidlem modus ponens� Jestli�e existuje d�kaz formule
A z p�edpoklad� T � ��k�me �e formule A je dokazateln� z T a p��eme T � A�

���� V�ta o dedukci Nech� T je mno�ina formul� a nech� A�B jsou
formule� potom

T � A� B pr�v� kdy� T � fAg � B

Tedy implikace A� B je dokazateln� z p�edpoklad� T pr�v� kdy� samotn�
formule B je dokazateln� z mno�iny p�edpoklad� T roz���en� o formuli A� To
odpov�d� zp�sobu� jak
m se implikace neform�ln� dokazuj�� P�esn
� ale kompli�
kovan
� mno�inov
 z�pis p�edpoklad� na prav� stran� tvrzen� v�ty o dedukci se
zpravidla zjednodu�uje do tvaru T�A � B�

Demonstrace�� a� Je�li T � A� B� pak existuje posloupnost formul�

A�� A�� � � � � An��� A � B

kter� je d�kazem formule A � B z p�edpoklad� T � Snadno se nahl�dne� �e
posloupnost

A� A�� � � � � An��� A � B� B

je d�kazem formule B z p�edpoklad� T� A�

b� Nech� A� A�� � � � � An� je d�kaz formule B z p�edpoklad� T� A� Indukc�
pro i� � � i � n dok��eme T � A� Ai� T�m pro i ! n spln�me �kol�

P�edpokl�dejme� �e pro j � i jsme ji� d�kazy formul� A � Aj sestrojili
�pro i ! � jde o pr�zdn
 p�edpoklad�� Pro formuli Ai podle de�nice d�kazu z
p�edpoklad� mohou nastat t�i p��pady�

b�� Ai je axiom v
rokov� logiky nebo formule z mno�iny T � Potom sama
formule Ai jako posloupnost o jedin�m �lenu je sv
m d�kazem z p�edpoklad�
T � D�le formule

Ai � �A � Ai�

je p��padem axiomu �A��� je dokazateln� ve v
rokov� logice a t�m sp��e z p�ed�
poklad� T � Potom posloupnost formul�

Ai� Ai � �A � Ai�� A � Ai

je d�kazem A � Ai z p�edpoklad� T �u�ij modus ponens na prvn� dv�
formule��

�Abychom slovo d�kaz nepou��vali ve dvoj�m smyslu jak pro form�ln� d�kazy ve v�rokov�
logice tak pro d�kazy �meta	v
t o d�kazech v�rokov� logiky� ozna��me neform�ln� d�kaz v
ty
o dedukci slovem demonstrace
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b�� Formule Ai je formule A� potom podle �v�� je formule A � Ai v�tou
v
rokov� logiky a tedy je tak� dokazateln� z p�edpoklad� T �

b�� Formule Ai je odvozena pravidlem modus ponens z formul� Aj� Ak pro
n�jak� j� k � i� Bez �jmy na obecnosti m��eme p�edpokl�dat� �e Aj je tvaru
Ak � Ai� Ji� d��ve jsme uk�zali� �e

T � A � �Ak � Ai�� �z �
Aj

T � A � Ak

a z axiomu �A�� plyne

T � �A � �Ak � Ai�� � ��A � Ak� � �A � Ai�� ���

U�ijeme�li dvakr�t pravidlo modus ponens dostaneme

T � A � Ai ���

D�kaz formule ��� vznikne t�m� �e spoj�me d�kazy formul� A � Aj a A � Ak

do posloupnosti a na jej� konec p�id�me formule ���� �A � Ak� � �A � Ai� a
���� T�mto postupem nakonec sestroj�me d�kaz formule A� An z p�edpoklad�
T a t�m dokon��me d�kaz lev� strany tvrzen� v�ty o dedukci� Postup� kter
 jsme
zvolili k d�kazu druh� implikace ve V�t� o dedukci se naz
v� demostrace indukc�
podle d�lky d�kazu a je zalo�en na tom� �e sestroj�me d�kaz n�jak� formule C
t�m� �e p�etvo��me ji� sestrojen
 d�kaz nejak� jin� formule C ��

���� P�klad Ve slo�en� implikaci A � �B � C� nez�le�� na po�ad�
p�edpoklad� A� B� Plyne to z v�ty o dedukci� P�esn�ji� pro libovolnou mno�inu
formul� T a formule A� B� C plat�

T � A � �B � C� pr�v� kdy� T� A� B � C

pr�v� kdy� T � B � �A � C�

Stejn
m zp�sobem se dok��e

T � �A � �B � C�� � �B � �A � C��

a v�ta o skl�d�n� implikac�

� �A � B� � $�B � C� � �A � C�%

���� Dal�� v�ty v	rokov� logiky Pomoc� v�ty o dedukci odvozujeme dal��
jednoduch� v�ty v
rokov� logiky� Nesestrojujeme ji� form�ln� d�kazy podle de��
nice ����� ale ukazujeme� �e form�ln� d�kazy v�t existuj�� Budeme proto mluvit
o demonstrac�ch m�sto o �form�ln�ch� d�kazech�

� 	A � �A � B� �v��

Demonstrace�
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� 	A� �	B � 	A� p��pad axiomu �A�� �a�

	A � 	B � 	A VD �v�ta o dedukci� �b�

� �	B � 	A�� �A� B� �A�� �c�

	A � A� B �b�� �c� MP �d�

� 	A� �A� B� VD �e�

� 		A� A �v��

Demonstrace�

� 		A� �	A� 			A� �v�� �a�

		A � 	A� 			A VD �b�

� �	A� 			A�� �		A� A� �A�� �c�

		A � 		A� A �b�� �c� MP �d�

		A � A VD �e�

� 		A� A VD �f�

���� Lemma

� A� 		A �v��

� �A� B�� �	B � 	A� �v��

� A� �	B � 	�A� B�� �v��

� �	A� A�� A �v��

Demonstrace� �v��

� 			A� 	A �v�� �a�

� A� 		A �A��� �a� MP �b�
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�v��

� 		A�A� B � A �v�� MP �a�

� 		A�A� B � B �a� MP �b�

� 		A�A� B � 		B �v��� �b� MP �c�

� A� B � 		A� 		B �c� VD �d�

� A� B � 	B � 	A �A��� �d� MP �e�

� �A� B�� �	B � 	A� �e� VD �f�

�v��

A�A� B � B MP �a�

A � �A� B�� B �a� VD �b�

A � 	B � 	�A� B� �v��� �A�� MP �c�

� A� �	B � 	�A� B�� �c� VD �d�

�v��

� 	A� �	A� 	�	A� A�� �v�� �a�

	A � 	�	A� A� �a� � x VD �b�

� 	A� 	�	A� A� �b� VD �c�

� �	A� A�� A �A��� �c� MP �d�

K d�kazu v�ty o �plnosti v
rokov� logiky budeme krom� v�t �v�� � �v��
pot�ebovat je�t� dv� v�ty� kter� maj� charakter pomocn
ch odvozovac�ch pravidel�
Proto�e jde o tvrzen� o d�kazech ve v
rokov� logice� maj� stejn
 charakter jako
v�ta od dedukci � jsou to metav�ty�
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���� Lemma o neutr�ln� formuli Je�li T mno�ina formul�� A� B jsou
formule a je�li T�A � B a T� 	A � B � potom tak� T � B �

M�me�li dva d�kazy formule B � jeden z p�edpoklad� T� A a druh
 z p�edpo�
klad� T� 	A � potom existuje d�kaz formule B jen z p�edpoklad� T � -�k�me�
�e formule A se k d�kazu formule B chov� neutr�ln��

Demonstrace� U�it�m v�ty o dedukci z druh�ho p�edpokladu dost�v�me

T � 	A� B

T � 	B � 		A �v�� MP

T�	B � 		A VD

T�	B � A �v�� MP

Z prvn�ho p�edpokladu a v�ty o dedukci dost�v�me

T � A� B

Tedy u�it�m pravidla modus ponens na dv� p�edchoz� formule

T�	B � B

T�� 	B � B VD

� �	A� A�� A �v��

T � B MP

N�sleduj�c� lemma spojuje dokazatelnost ve v
rokov� logice s pravdivost� for�
mul�� D��ve ne� ho vyslov�me� zavedeme nov� ozna�en��

Nech� v je ohodnocen� prvotn�ch formul�� nech� B je formule� potom Bv je
formule B � jestli�e v�B� ! � a Bv je formule 	B � jestli�e v�B� ! 	 �

���� Lemma Nech� v je ohodnocen� prvotn�ch formul�� nech� A je formule�
P�edpokl�dejme� �e v�echny prvotn� podformule formule A jsou mezi formulemi
P�� P�� � � � � Pn Potom

P v
� � P

v
� � � � � � P

v
n � Av ���
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Demonstrace� indukc� podle slo�itosti formule A� a� Je�li A prvotn� formule�
pak je to n�kter� z formul� Pi� � � i � n a nen� co dokazovat�

b� Je�li A tvaru 	B a je�li ��� pro B ji� dok�z�no� mohou nastat dva
p��pady,
b�� Je�li v�B� ! 	 � potom Bv je 	B � to je formule Av a tvrzen� ���

plyne z induk�n�ho p�edpokladu�
b�� Je�li v�B� ! � � potom Bv je B a z induk�n�ho p�edpokladu dost�v�me

P v
� � P

v
� � � � � � P

v
n � B

U�ijeme �v��

� B � 		B

Podle pravidla modus ponens odvod�me

P v
� � P

v
� � � � � � P

v
n � 		B

Nyn� zb
v� si uv�domit� �e 		B je formule Av a ��� je dok�z�no�

c� Nakonec� je�li A tvaru C � D � kde pro formule C� D ji� bylo tvrzen�
��� dok�z�no� rozli�ujeme �ty�i p��pady,

c�� je�li v�C� ! v�D� ! � � potom tak� v�A� ! � � Z axiomu �A�� a v�ty o
dedukci dost�v�me D � C � D � P�itom Dv je D a podle induk�n�ho p�ed�
pokladu je dokazateln� z p�edpoklad� ���� Pravidlem modus ponens odvod�me
formuli C � D a to je pr�v� formule Av� T�m je v tomto p��pad� ��� dok�z�no�

c�� je�li v�C� ! � a v�D� ! 	 � potom v�A� ! 	 U�ijeme�li �v�� a v�tu o
dedukci dost�v�me

C� 	D � 	�C � D�

Nyn� si uv�domme� �e v p�edpokladech jsou pr�v� formule Cv� Dv a z nich
je odvozena formule Av � Tvrzen� op�t plyne z induk�n�ho p�edpokladu�

c���� Oba p��pady maj� spole�nou hodnotu v�C� ! 	 � U�ijeme�li �v�� a v�tu
o dedukci� dost�v�me

	C � C � D

Tvrzen� op�t plyne z induk�n�ho p�edpokladu� proto�e Cv je formule 	C a
Av je C � D�

��� Vty o �plnosti

Nyn� ji� m��eme dok�zat takzvanou slabou formu v�ty o �plnosti v
rokov� logiky�
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���
 V�ta �Post� Pro libovolnou formuli A v
rokov� logiky plat�

� A pr�v� kdy� j! A

Ve v
rokov� logice jsou dokazateln� pr�v� tautologie�

Demonstrace� a� Nejprve dok��eme� �e v�echny v�ty v
rokov� logiky jsou tau�
tologie� Provedeme to indukc� podle d�lky d�kazu� Uk��eme� �e v�echny axiomy
v
rokov� logiky jsou tautologie a z ��� plyne� �e pravidlo modus ponens je ko�
rektn�� tedy �e ze dvou tautologi� odvozuje op�t tautologii� P�i ov��ov�n�� �e
n�jak� formule je tautologie m��eme pou��t obvyklou metodu� kter� ov��uje� �e
dan� formule je pravdiv� pro ka�d� ohodnocen� v�ech jej�ch prvotn�ch podformul��
V �ad� p��pad� je rychlej�� metoda nep��m�� kter� analyzuje nejhor�� mo�n
 p���
pad� Pou�ijeme ji k ov��en�� �e druh
 axiom v
rokov� logiky je tautologie�

Analyzujeme podm�nky� za kter
ch by existovalo ohodnocen� v � takov�� �e
by formule

�A � �B � C�� � $�A � B� � �A � C�% �A��

byla nepravdiv� p�i ohodnocen� v� V takov�m p��pad� by bylo

v��A � B� � �A � C�� ! 	

odkud nutn� v��A � B�� ! � a v��A � C�� ! 	 � Z posledn� rovnosti
dost�v�me v�A� ! � a v�C� ! 	 � K tomu z p�edposledn� rovnosti je�t� plyne
v�B� ! � � Odtud v�A � �B � C�� ! 	 a p�i tomto ohodnocen� mus� b
t
axiom �A�� pravdiv� formule� Uk�zali jsme� �e neexistuje ohodnocen�� p�i kter�m
by axiom �A�� nebyl pravdiv
� Stejn
 postup lze pou��t i pro zb
vaj�c� dva typy
axiom�� Tak se uk��e� �e v�echny v�ty v
rokov� logiky jsou tautologie�

b� Nyn� uk��eme� �e v�echny tautologie jsou v�tami v
rokov� logiky� Nech�
A je tautologie a nech� P�� P�� � � � � Pn jsou v�echny prvotn� podformule formule
A � Zvolme pravdivostn� ohodnocen� v takov�� �e

v�P�� ! v�P�� ! � � � ! v�Pn� ! �

Podle lemmatu ���� plat�

P�� P�� � � � � Pn � A

proto�e A je tautologie a je tedy pravdiv� p�i ohodnocen� v stejn� jako prvotn�
formule Pi� � � i � n � Nyn� pozm��me ohodnocen� v na w tak� �e w�Pn� ! 	
zat�mco ohodnocen� ostatn�ch prvotn�ch formul� p�i v a w je stejn�� Potom podle
lemmatu ���� dost�v�me

P�� P�� � � � � Pn��� Pn � A

P�� P�� � � � � Pn��� 	Pn � A

a podle lemmatu o neutr�ln� formuli dost�v�me
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P�� P�� � � � � Pn��� � A
Opakujeme�li tento postup je�t� �n����kr�t� dok��eme �e formule A je v�ta
v
rokov� logiky� T�m je v�ta o �plnosti dok�z�na�

���� Bezespornost v	rokov� logiky D�sledkem v�ty o �plnosti je fakt�
�e form�ln� syst�m v
rokov� logiky je bezesporn
� Nejd��ve zavedeme samotn

pojem bezespornosti�

-�k�me� �e form�ln� syst�m je sporn�� je�li ka�d� jeho formule dokazateln��
V opa�n�m p��pad� ��k�me� �e form�ln� syst�m je bezesporn��

Pojem bezespornosti lze zobecnit i na mno�iny formul�� Je�li T mno�ina
formul� n�jak�ho form�ln�ho syst�mu� ��k�me� �e T je sporn�� je�li ka�d� formule
�dan�ho form�ln�ho syst�mu� dokazateln� z mno�iny T � Jinak ��k�me� �e T je
bezesporn��

Je z�ejm�� �e form�ln� syst�m je sporn
� pr�v� kdy� je sporn� pr�zdn� mno�
�ina formul�� Bezesporn� form�ln� syst�my a bezesporn� mno�iny formul� se tak�
naz
vaj� konzistentn�� sporn� se naz
vaj� inkonzistentn��

V�ta o �plnosti ���� ztoto�nila v�ty v
rokov� logiky a tautologie� Snadno se
p�esv�d��me� �e pro libovolnou formuli A formule 	�A� A� � �	A#A� nejsou
tautologie� Podle v�ty o �plnosti ��dn� z nich nen� dokazateln�� To znamen�� �e
form�ln� syst�m v
rokov� logiky je bezesporn
�

S�mantick
m ekvivalentem bezesporn� mno�iny je pojem splniteln� mno�iny
formul��

���� D�sledek Mno�ina formul� v
rokov� logiky je bezesporn�� pr�v� kdy�
je splniteln��

Demonstrace� a� Je�li T splniteln� mno�ina formul� a je�li ohodnocen� v
jej�m modelem� potom z korektnosti pravidla modus ponens ��� plyne� �e ka�d�
formule dokazateln� z T je pravdiv� p�i ohodnocen� v � Proto T nem��e b
t
sporn��

b� Pokud mno�ina T nen� splniteln�� podle v�ty o kompaktnosti existuje
kone�n� podmno�ina fA�� A�� � � � � Ang � T � kter� je tak� nesplniteln��

To znamen�� �e formule

�	A� � �	A� � � � � � �	An�� � 	An� � � ��� ���

je tautologie a je dokazateln� ve v
rokov� logice�

Na druh� stran� je ka�d� formule Ai dokazateln� z T a tak�

T � �A�#�A�# � � �#�An��#An� � � ��� ���

Ozna��me�li symbolem B formuli ���� potom podle de Morganov
ch pravidel
je formule ��� ekvivalentn� s formul� 	B � Nyn� u� nen� t��k� uk�zat� �e T je
sporn� mno�ina� Je�li C libovoln� formule� potom podle �v�� plat�
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� 	B � �B � C� ��

a dvoj�m u�it�m pravidla modus ponens z � 	B � T � B a �� odvod�me
T � C �

Dok��eme je�t� silnou formu v�ty o �plnosti�

���� V�ta o �plnosti v	rokov� logiky Nech� T je mno�ina formul� a A
je formule� Potom plat�

T � A pr�v� kdy� T j! A

Demonstrace� a� Stejn
m zp�sobem jako v d�kazu v�ty ���� z de�nice d�kazu
z p�edpoklad�� z faktu� �e axiomy v
rokov� logiky jsou tautologie a z korektnosti
odvozovac�ho pravidla modus ponens ����� dost�v�me� �e je�li T � A � potom
A je tautologick
m d�sledkem T �

b� P�edpokl�dejme� �e T j! A � Podle d�sledku ���� v�ty o kompaktnosti
existuje kone�n� podmno�ina T� ! fA�� A�� � � � � Ang mno�iny T takov�� �e
A je tautologick
m d�sledkem T� � Indukc� podle n se dok��e n�sleduj�c� fakt

A�� A�� � � � � An j! A pr�v� kdy� j! A� � �A� � � � �� �An � A� � � ��

tedy podle v�ty ���� tak�

� A� � �A� � � � �� �An � A� � � ��

odkud plyne

A�� A�� � � � � An � A podle v�ty o dedukci�

Nakonec tak� T � A � proto�e T� ! fA�� A�� � � � � Ang je podmno�inou T �

���� V�ta o �plnosti v obou form�ch ukazuje� �e p�irozen
 pojem logicky
pravdiv� formule� pojem tautologie a tautologick�ho d�sledku se poda�ilo pln�
charakterizovat ve form�ln�m syst�mu v
rokov� logiky pojmem dokazatelnosti�
tedy volbou axiom� a odvozovac�ho pravidla� Odtud je odvozen i n�zev t�chto
v�t�

Ji� v�ta ���� dovoluje rozpoznat dokazatelnou formuli� ani� bychom byli nu�
ceni konstruovat jej� d�kaz� Je pouze t�eba se p�esv�d�it� �e dan� formule je tau�
tologi�� to znamen� vy�et�it pravdivostn� hodnoty p�i v�ech ohodnocen�ch jej�ch
prvotn�ch podformul�� M��li dan� formule n prvotn�ch podformul�� je to celkem
�n ohodnocen�� Tato �loha je tedy exponenci�ln� slo�it��

Pokud bychom se spokojili s t�mto �e�en�m� mohli bychom na tomto m�st�
skon�it s vy�et�ov�n�m operace � dokazatelnosti a logick�ho d�sledku a v�dy
m�sto n� jen zkoumat operaci j! tautologick�ho d�sledku� Chceme�li v�ak hlou�
b�ji proniknout do struktury d�kaz� v
rokov� logiky� je t�eba se pojmem doka�
zatelnosti je�t� zab
vat�
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Dosud jsme se zab
vali jen formulemi sestrojen
mi ze dvou z�kladn�ch lo�
gick
ch spojek negace 	 a implikace �� Budeme se nyn� zab
vat v�emi for�
mulemi� tedy i takov
mi� kter� jsou sestrojeny za pomoci odvozen
ch logick
ch
spojek konjunkce # � disjunkce � a ekvivalence � � Uk��eme n�kolik z�kladn�ch
fakt��

���� Lemma

A#B � A A#B � B �v�

A �B � A#B �v��

Demonstrace� �v�

V
raz A#B je zkratkou za formuli 	�A� 	B�� Podle �v�� plat�

� 	A� �A� 	B�

odkud

� 	�A� 	B�� A �v��� �v��� MP

Z v�ty o dedukci dost�v�me

A#B � A

Podobn� z axiomu �A�� dost�v�me

� 	B � �A� 	B�

odkud

� 	�A� 	B�� B �v��� �v��� MP

tedy

A#B � B

�v�� Z �v�� dost�v�me

A� B � 		B

d�le z �v�� pomoc� v�ty o dedukci plyne

A� 		B � 	�A� 	B�

tak�e celkem

A� B � A#B

���� D�sledek Uv�dom�me�li si� �e v
raz A � B je zkratkou za formuli
�A� B�# �B � A� � dost�v�me
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�i� A� B � A� B

�ii� A� B � B � A

�iii� A� B �B � A � A� B

�iv� Je�li � A� B� potom pro libovolnou mno�inu formul� T plat�
T � A pr�v� kdy� T � B �

���� D�sledek

�i� � A� �A#A� �idempotence�

�ii� � �A#B�� �B#A� �komutativnost�

�iii� � ��A#B�#C�� �A#�B#C�� �asociativnost�

�iv� � �A� � �A� � � � � �An � B� � � ���� ��A�#A�# � � � An�� B�

K formulaci prav� strany ekvivalence �iv� poznamenejme� �e na uz�vorkov�n�
konjunkce ji� nez�le��� proto�e podle �iii� je konjunkce asociativn��

���� V�ta o ekvivalenci Nech� formule A� vznikne z formule A nahra�
zen�m n�kter
ch v
skyt� podformul� A�� A�� � � � � An formulemi A��� A

�
�� � � � � A

�
n �

Je�li

� A� � A��� � � � � � An � A�n ���

potom � A� A��

Demonstrace� Indukc� podle slo�itosti formule A�

a� A je prvotn� formule nebo n�kter� z formul� A�� A�� � � � � An � Potom bu�
A� je A � to v p��pad� �e k nahrazen� nedojde� nebo A� je n�kter� formule A�i
v p��pad�� �e A je formule Ai � Tvrzen� v�ty plyne z p�edpoklad� ��� a �v���

b� A je tvaru 	B a pro formuli B ji� bylo tvrzen� v�ty dok�z�no� Tedy
� B � B� � odkud � B � B� a pomoc� �v�� dost�v�me � A� � A � Podobn� se
dok��e � A� A� �

c� A je tvaru B � C a pro formule B� C ji� bylo tvrzen� v�ty dok�z�no�
Tedy
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� B � B� � C � C �

Z d�sledku ���	 dost�v�me

� B� � B � C � C � ��	�

N�sleduj�c� tvrzen� je zobecn�n�m v�ty o skl�d�n� implikac� z p��kladu ���	�

� �B� � B�� ��B � C�� ��C � C ��� �B� � C ���� ����

Podle t�ho� p��kladu ���	 m��eme zam�nit druh
 a t�et� p�edpoklad implikace
���� a dvoj�m u�it�m pravidla modus ponens z ��	� dost�v�me

� �B � C�� �B� � C ��

a to je

� A� A�

Symetricky dok��eme i obr�cenou implikaci a t�m i tvrzen� v�ty�

���� Lemma �de Morganova pravidla�

�i� � 	�A#B� � �	A � 	B�

�ii� � 	�A � B� � �	A#	B�

Demonstrace� Z �v��� �v�� a d�sledku ���	 �iii� plyne � A � 		A � U�it�m
v�ty o ekvivalenci dok��eme �i�� �ii� se dokazuje obdobn��

� 	�A#B�� 		�A� 	B�

� � �		A� 	B�

� � �	A � 	B�

���
 D�sledek

�i� � A� �A � B� � B � �A � B�

�ii� � A� �A � A� �idempotence�

�iii� � �A � B�� �B � A� �komutativnost�

�iv� � ��A � B� � C�� �A � �B � C�� �asociativnost�



���� VTY O �PLNOSTI ��

Demonstrace� �i� Podle de�nice disjunkce je � �A � B�� �	A� B� � proto
formule A � �A � B� je obdobou �v�� a B � �A � B� je p��pad axiomu
�A���

�ii� � �iv� Podle de Morganov
ch pravidel pro libovoln� formule C� D je
� 	�C � D�� �	C #	D� � Tak lze d�kaz �ii� � �iv� p�ev�st na d�sledek �����

N�sleduj�c� v�ta je zobecn�n�m lemmatu ���� o neutr�ln� formuli�

���� V�ta o d�kazu rozborem p�pad� Nech� T je mno�ina formul� a
nech� A� B� C jsou formule� Potom plat�

T� A � B � C pr�v� kdy� T� A � C a T� B � C �

Demonstrace� a� Je�li T� �A � B� � C potom z d�sledku ���� �ii� a z v�ty
o dedukci tak�

T� A � �A � B� a T� B � �A � B�

odkud plyne tvrzen� v�ty�

b� Je�li naopak T� A � C a T� B � C � Podle v�ty o dedukci a �v��
dost�v�me

T� 	C � 	A� 	B

odkud z �v�� plyne

T� 	C � 	A#	B

U�it�m de Morganova pravidla a v�ty o dedukci dost�v�me

T� � 	C � 	�A � B�

Odtud tvrzen� plyne z axiomu �A��� pravidla modus ponens a v�ty o dedukci�

���� D�sledek �distributivnost konjunkce a disjunkce�

�i� � �A � �B#C��� ��A � B�# �A � C��

�ii� � �A#�B � C��� ��A#B� � �A#C��

Demonstrace� �i� a� Nejprve dok��eme implikaci zleva doprava� Podle d��
sledku ���� �i� plat�

A � �A � B� A � �A � C�

tedy podle �v��

A � �A � B� # �A � C�

Podobn� z �v�
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B#C � B B#C � C

odkud z d�sledku ���� �i� pou�it�m pravidla modus ponens dost�v�me

B#C � A � B B#C � A � C

nakonec
B#C � �A � B� # �A � C�

a tvrzen� plyne z v�ty ���� o d�kazu rozborem p��pad��

b� Implikaci zprava doleva dok��eme takto� Podle �v� plat�

�A � B� # �A � C� � �A � B�� �A � C�

Podle de�nice disjunkce je formule A � B zkratka za implikaci 	A � B �
Odtud plyne

	A� A � B � B 	A� A � C � C

Pomoc� �v�� a v�ty o dedukci pak dost�v�me

�A � B� # �A � C� � 	A� �B # C�

tedy

� ��A � B� # �A � C��� �A � �B # C��

��� Standardn� tvary v
rokov
ch formul�

Na z�v�r kapitoly o v
rokov� logice uk��eme� �e ka�dou v
rokovou formuli lze
ekvivalentn� vyj�d�it ve dvou standardn�ch tvarech� P�i de�nici syntaktick
ch
tvar� standardn�ch forem m�me mo�nost volit spojky� kter� pou�ijeme a potom
je�t� po�ad�� v jak�m budou pou�ity� V p�edchoz�m v
kladu jsme uk�zali� �e kon�
junkce a disjunkce maj� �adu p�kn
ch vlastnost�� jsou komutativn�� asociativn�
a distributivn�� Z�kladn� spojky negace a implikace podobn� vlastnosti nemaj��
nicm�n� bez negace se p�i vyj�d�en� v
rokov
ch formul� nem��eme obej�t� Stan�
dardn� formy budeme vytv��et pomoc� negace� disjunkce a konjunkce� p�itom ne�
gaci pou�ijeme jako prvn� jen u prvotn�ch formul�� Jedna standardn� forma bude
pou��vat disjunkci p�ed konjunkc� a druh� naopak� Tak vzniknou konjunktivn� a
disjunktivn� standardn� tvary formul��

���� Syntax standardn�ch tvar� v	rokov	ch formul� Nech� LP je
jazyk v
rokov� logiky nad mno�inou prvotn�ch formul� P �

�i� Indukc� de�nujeme n�sleduj�c� typy formul�

� prvotn� formule
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� liter�ly jsou prvotn� formule a negace prvotn�ch formul�

� klauzule jsou disjunkce liter�l�

�ii� -�k�me� �e formule je v konjunktivn�m tvaru� je li to konjunkce klauzul��

�iii� -�k�me� �e formule je v disjunktivn�m tvaru� je�li to disjunkce konjunkc�
liter�l��

Tedy formule v konjunktivn�m tvaru se vytv��ej� tak� �e nejprve pou�ijeme negaci
jen u prvotn�ch formul�� potom disjunkc� z liter�l� tvo��me klauzule a nakonec
konjunkc� z klauzul� vytvo��me konjunktivn� tvar� Disjunktivn� tvar formule se
tvo�� obdobn�� jen s opa�n
m po�ad�m pou�it� konjunkce a disjunkce� Z liter�l�
tvo��me nejprve konjunkce a z nich nakonec disjunkce�

Konjunktivn� tvar formul� nach�z� uplatn�n� nap��klad ve strojov�m dokazo�
v�n� v�t� zat�mco disjunktivn� tvar formul� m� bl��e k datab�zov
m aplikac�m�

���� P�klad Nech� p�� p�� � � � jsou prvotn� formule�

a� �p� � 	p� � p�� # p� # �p� � p�� je formule v konjunktivn�m tvaru�

b� �p�#	p�#	p��# p��� � �	p�#	p�� � �p�#	p�� � �	p�#	p��

je formule v disjunktivn�m tvaru�

���� V�ta Ke ka�d� formuli A v
rokov� logiky lze sestrojit formuli Ak v
konjunktivn�m tvaru a formuli Ad v disjunktivn�m tvaru tak� �e

� A� Ak a � A� Ad

Demonstrace� Indukc� podle slo�itosti formule A sestrojujeme jej� ekviva�
lentn� konjunktivn� a disjunktivn� tvar�

a� Je�li A prvotn� formule� potom A je v konjunktivn�m i disjunktivn�m
tvaru a nen� co dokazovat�

b� P�edpokl�dejme� �e A je formule 	B a �e konjunktivn� tvar Bk a
disjunktivn� tvar Bd formule B ji� byly sestrojeny� Z p�edpokladu

� B � Bd

vypl
v�

� 	B � 	Bd

Je�li Bd tvaru B� � B� � � � � � Bn � kde Bi je tvaru

Li
�#Li

�# � � � #Li
mi

pro i � n
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potom podle de Morganov
ch pravidel

� 	B � �	B�#	B�# � � � #	Bn�

a pro ka�d� i � n je

	Bi � �	Li
� � 	Li

� � � � � � 	Li
mi
�

Ozna��me�li Ai formuli� kter� vznikne z �	Li
� � 	Li

� � � � � � 	Li
mi
� t�m� �e

vynech�me dvojit� negace u prvotn�ch formul� v negovan
ch liter�lech� potom
Ai je konjunkce liter�l� a

� A� �A�#A�# � � � An�

kde na prav� stran� ekvivalence je konjunktivn� tvar Ak formule A �

Stejn
m zp�sobem se pomoc� de Morganov
ch pravidel z formule 	Bk se�
stroj� disjunktivn� tvar Ad formule A �

Uk�zali jsme� �e k negaci formule v konjunktivn�m tvaru lze sestrojit ekviva�
lentn� formuli v disjunktivn�m tvaru a k negaci formule v disjunktivn�m tvaru lze
sestrojit ekvivalentn� formuli v konjunktivn�m tvaru�

c� P�edpokl�dejme� �e formule A je tvaru B � C a �e formule Bd� Cd� Bk�
Ck jsou ji� sestrojeny� Podle de�nice disjunkce

� �B � C�� �	B � C� ����

K sestrojen� disjunktn�ho tvaru formule A sta�� sestrojit disjunktivn� tvar
D formule 	Bk a formule D � Cd je disjunktivn�m tvarem formule A �

Konjunktivn� tvar formule A sestroj�me pomoc� distributivity konjunkce a
disjunkce� Vyjdeme op�t z ekvivalence ����� ale m�sto formule 	Bk v disjunkci
uva�ujeme formuli 	Bd � K t�to formuli sestroj�me ekvivalentn� formuli v kon�
junktivn�m tvaru D�#D�# � � � #Dn � kde formule Di� i � n jsou klauzule�
tedy disjunkce liter�l�� Dost�v�me

� A� ��D�#D�# � � � #Dn� � Ck�

odkud z distributivity plyne

� A� ��D� � Ck�# �D� � Ck�# � � � #�Dn � Ck�� ����

D�le formule Ck je v konjunktivn�m tvaru je tedy konjunkc� klauzul�
D�

�#D�
�# � � � #D�

m � Z distributivity pak pro ka�d� i� i � n plat�

�Di � Ck�� ��Di � D�
��# �Di � D�

�� � � � �Di � D�
m��

kde na prav� stran� je ji� formule v konjunktivn�m tvaru� Proto i pravou stranu
ekvivalence ���� lze p�ev�st do konjunktivn�ho tvaru� T�m je v�ta dok�z�na�

��
� D�kazy a demonstrace V t�to kapitole jsme poprv� pracovali s n��
jak
m form�ln�m syst�mem a proto jsme d�sledn� rozli�ovali mezi form�ln�m
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d�kazem ve smyslu uveden� de�nice a demonstrac�� kter� na n�kter
ch m�stech
p�ech�z� od dokazatelnosti jedn� formule k dokazatelnosti jin� formule ani� by
konstruovala v�echny kroky jej�ho d�kazu� Sestrojili jsme jen jeden form�ln� d�kaz
jednoho z nejjednodu���ch tvrzen� v
rokov� logiky� formule �v��� Upozornili jsme
na to� �e form�ln� d�kazy dal��ch tvrzen� rostou do d�lky� proto�e pou�it� n�jak�
ji� dok�zan� v�ty znamen� p�ipojit jej� d�kaz k d�kazu� kter
 konstruujeme� To
je v principu mo�n�� ale t��ko provediteln�� V Russellov� a Whiteheadov� knize
Principia Mathematica je d�n odhad� �e form�ln� d�kaz v�ty 	 ! � v jejich for�
m�ln�m syst�mu aritmetiky m� nejm�n� t�i tis�ce krok�� Proto jsme u prakticky
v�ech dokazovan
ch v�t v
rokov� logiky uv�d�li demonstrace op�raj�c� se o v�tu
o dedukci�

M�me za to� �e �ten�� ji� um� rozli�it mezi form�ln�m d�kazem ve smyslu
uveden� de�nice a neform�ln� demonstrac�� kter� zachycuje hlavn� kroky d�kazu�
V dal��m v
kladu budeme slovo d�kaz� jak je v literatu�e obvykl�� pou��vat i k
ozna�en� demonstrac��
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��� Cvi�en� A

Doka�te

Implikace

a� �A� �B � C��� �B � �A� C�� �zam�nitelnost
antecedent� implikace�

b� �A� B�� $�B � C�� �A� C�% �skl�d�n� implikac��

c� �A� B�� �	B � 	A�

d� �	A� B�� �	B � A�

e� �A� 	B�� �B � 	A�

Konjunkce

a� �A # B�� A

b� �A # B�� B

c� �A� �B � �A # B���

d� �A # B�� �B # A� �komutativnost�

e� ��A # B� # C�� �A # �B # C�� �distributivnost�

�A # �B # C��� ��A # B� # C� �distributivnost�

f� �A # A�� A �idempotence�

A� �A # A� �idempotence�

g� �A� B�� $�C � D�� ��A # C�� �B # D��%

Ekvivalence

a� �A� B�� �A� B�

b� �A� B�� �B � A�

c� �A� B�� $�B � A�� �A� B�%

d� �A� B�� �B � A�

e� �A� B�� �	A� 	B�
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f� �	A� 	B�� �B � A�

g� �A� 	B�� �B � 	A�

h� �	A� B�� �	B � A�

Disjunkce

a� A� �A � B�

b� B � �A � B�

c� �A� C�� $�B � C�� ��A � B�� C�%

�A� C�� $�B � D�� ��A � B�� �C �D�%

d� �A � A�� A �idempotence�

e� �A � B�� �B � A� �komutativnost�

f� ��A �B� � C�� �A � �B � C�� �asociativnost�

V�ta o d�kazu rozborem p��pad�

Nech� T je mno�ina formul�� nech� A�B�C jsou formule� potom plat�

T� �A �B� � C� pr�v� kdy� T�A � C a T�B � C

�k d�kazu pou�ijte lemmatu o neutr�lni formuli�

Distributivita

a� �A # �B � C��� $�A # B� � �A # C�%

b� �A # �B� �B� � � � � �Bn��� $�A # B�� � �A # B�� � � � � � �A # Bn�%

c� �A � �B # C��� $�A � B� # �A � C�%

d� �A � �B� # B� # � � � # Bn��� $�A �B�� # �A � B�� # � � �

# �A �Bn�%
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Norm�ln� tvary v�rokov�ch formul�

Nech� A�B�C�D�E� ��� jsou prvotn� formule� Sestrojte konjunktivn� tvary n�sle�
duj�c�ch formul�

a� ��A �B�� �A # B��

b� ���A� B�� B�� A�

c� �	�A � 	A�� �A � 	A��

d� �A� 	�A� 	A��

e� ��A # B�� �B # A��

f� ��A� B� � �B � A��

�C � �D � E��� $�C � E�� �D � E�%

�C � 	D�� �D � 	C�

�	E � F �� �	F � E�

g� Sestrojte disjunktivn� tvary formul� a� � f��

h� Rozhodn�te� kter� z formul� a� � f� jsou dokazateln� ve v
rokov� logice�
Doka�te je�

��� Cvi�en� B

�� �Indukce podle slo�itosti formule�
Nech� . je mno�ina v�ech formul� v
rokov� logiky takov�� �e

�i� . obsahuje mno�inu v�ech prvotn�ch formul��

�ii� Jsou�li A� B formule v
rokov� logiky� A� B � .� potom i 	A� �A�B� �
.� kde � je symbol #� �� � nebo ��

Potom ka�d� v
rokov� formule je prvkem .�

�� Nech� L je n�jak
 jazyk� libovolnou kone�nou posloupnost ��� �� � � � �n
symbol� jazyka L nazveme v
razem �slovem� jazyka L� a ! �� � � � �n�
b ! �n	� � � � �n	m� potom v
raz �� � � � �n �n	� � � � �n	m� kter
 vznikne p�ipo�
jen�m slova b za slovo a ozna��me ab a nazveme ho z�et�zen�m �konkatenace�
slov a� b� Ozna��me�li symbolem o pr�zdnou posloupnost symbol�� potom
pro libovoln� slova a� b� c plat�

ao ! oa ! a� �ab�c ! a�bc��
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Z�et�zen� je tedy asociativn� operace na mno�in� v�ech slov� Tato operace
je komutativn�� pr�v� kdy� jazyk L obsahuje nejv
� jeden symbol�

�� �Polsk
 z�pis formul��
Nech� L� je jazyk v
rokov� logiky s mno�inou P prvotn�ch formul�� ale
bez pomocn
ch symbol� �z�vorek�� N�sleduj�c� syntaktick� pravidla de�nuj�
bezz�vorkov
 �polsk
� z�pis formul� v
rokov� logiky� P�itom slovo� kter�
sest�v� z jedin�ho symbolu � ztoto��ujeme s t�mto symbolem�

�i� Ka�d� prvotn� formule je formule�

�ii� Jsou�li v
razy a� b formule� potom v
razy 	 a� � ab� # ab� � ab� � ab
jsou tak� formule�

�iii� Ka�d� formule vznikne kone�n
m pou�it�m pravidel �i� a �ii��

Plat�,

�a� Je�li a formule �podle p�edchoz� de�nice�� potom bu� a je prvotn�
formule� nebo a je tvaru 	b nebo � ab� kde b� c jsou formule a � je
n�kter
 ze symbol� pro logick� spojky #� �� �� ��

�b� Je�li a formule tvaru a�a� � � � an� kde ai� i � n jsou formule nebo
slova sest�vaj�c� z jedin�ho symbolu pro logickou spojku� potom v
raz
a� � � � ai pro ��dn� i � n nen� formule�

�c� Je�li a formule tvaru 	b nebo � bc �viz bod�a��� potom symbol � a
formule b� c jsou jednozna�n� ur�eny�

$N�vod,

�a� se dok��e indukc� podle slo�itosti formule�

�b� indukc� podle po�tu z�et�zen
ch slov� �c� je d�sledkem �b��%

Tento druh z�pisu formul� se tak� naz�v� prexn�� podle toho� �e symbol
pro logickou spojku p�edch�z� ob� formule� kter� spojuje� Jeho v
hodou je
jednozna�n� �len�n� formul� bez pou�it� z�vorek� Obvyklej	� z�pis formul�
zaveden� v textu se naz�v� inxn��

�� Formulujte obdobu �a� / �c� z p�edchoz�ho cvi�en� pro in�xn� z�pis formul��

�� Odvozovac� pravidlo, z formul� 	A � B� A � C odvo�te formuli B � C
se naz
v� pravidlo �ezu� V r�zn
ch variant�ch je typick� pro Gentzenovy
syt�my v
rokov� logiky� Pravidlo �ezu se pou��v� p�i takzvan�m strojov�m
dokazov�n� v�t rezolu�n� metodou na samo�inn
ch po��ta��ch�
Doka�te� �e pravidlo �ezu m��e nahradit pravidlo modus ponens a naopak�

$N�vod,
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�a� ve v
rokov� logice pro libovoln� formule A� B� C doka�te �	A � B��
�A � C� � �B � C��

�b� ve form�ln�m syst�mu� kter
 vznikne z v
rokov� logiky vypu�t�n�m
odvozovac�ho pravidla modus ponens a p�id�n�m pravidla �ezu� pro
libovoln� formule A� B doka�te A� A� B � B� Po�ijte ��a��%

�� Uka�te� �e schema �A�� m��e b
t nahrazeno n�sleduj�c�m schematem

�A�� �	B � 	A�� ��	B � A�� B�

pro libovoln� formule A� B� To znamen�� �e ka�d� formule �A�� je v�tou
v
rokov� logiky a ka�d� formule �A�� je v�tou form�ln�ho syst�mu� kter

vznikne z v
rokov� logiky nahrazen�m schematu �A�� schematem �A���

�� Kone�nou posloupnost nul a jedni�ek budeme naz
vat Booleovsk� posloup�
nost� -�k�me� �e funkce f je Booleovsk� funkce n prom�nn
ch� jestli�e f
p�i�azuje ka�d� Booleovsk� posloupnosti d�lky n hodnotu 	 nebo ��
Ka�d� formuli A v
rokov� logiky� kter� obsahuje n prvotn�vh formul�� lze
jednozna�n� p�i�adit Booleovskou funkci fA, Jsou�li P�� � � � � Pn v�echny pr�
votn� formule� kter� se vyskytuj� v A a je�li p�� � � � � pn libovoln� Booleovsk�
posloupnost d�lky n� polo��me

fA�p�� � � � � pn� ! v�A��

kde v je n�jak� valuace prvotn�ch formul� takov�� �e v�Pi� ! pi plat� pro
i � n� �Na ohodnocen� ostatn�ch prvotn�ch formul� nez�le����
P�irozen
m zp�sobem lze p�i�adit Booleovsk� funkce i logick
m spojk�m�
Negaci odpov�d� un�rn� funkce f� de�novan� p�edpisem

f��	� ! �� f���� ! 	�

Ostatn�m spojk�m odpov�daj� bin�rn� funkce de�novan� takto,

p� p� f
�p�� p�� f��p�� p�� f��p�� p�� f��p�� p��
	 	 	 	 � �
	 � 	 � � 	
� 	 	 � 	 	
� � � � � �

Je z�ejm�� �e pro libovolnou formuli A lze Booleovskou funkci fA de�novat
pomoc� funkc� p�i�azen
ch logick
m spojk�m� dokonce jen pomoc� funkc�
f� a f��
-�k�me� �e mno�ina F Booleovsk
ch funkc� tvo�� �pln
 syst�m� jestli�e ka��
dou Booleovskou funkci lze de�novat pomoc� Booleovsk
ch funkc� mno�iny
F �
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�a� Doka�te� �e dvouprvkov� mno�ina ff�� f�g sest�vaj�c� z funkc� f�� f�
tvo�� �pln
 syst�m�

�b� Doka�te� �e mno�iny ff�� f
g� ff�� f�g tvo�� �pln
 syst�m�

�c� Doka�te� �e mno�iny ff
� f�g� ff�� f�g �pln
 syst�m netvo���

$N�vod,

�a� pomoc� v�ty o disjunktn�m tvaru v
rokov� formule uka�te� �e ka�d�
Booleovsk� funkce je tvaru fA pro jistou formuli�

�b� uka�te� �e implikaci lze vyj�d�it pomoc� negace a konjunkce �disjunkce��

�c� uka�te� �e negaci nelze vyj�d�it pomoc� konjunkce a disjunkce a �e
implikaci nelze vyj�d�it pomoc� negace a ekvivalence�%

� P�ipome�me� �e formule A je v konjunktivn�m �disjunktivn�m� tvaru� je�li
konjunkc� �disjunkc�� kone�n�ho po�tu formul� A�� � � � � An� z nich� ka�d� je
disjunkc� �konjunkc�� prvotn�ch formul� a negac� prvotn�ch formul�� Formu�
l�m A�� � � � � An ��k�me slo�ky formule A�

�a� Uka�te� �e formule A v konjunktivn�m tvaru je tautologie� pr�v� kdy�
ka�d� jej� slo�ka obsahuje dva opa�n� liter�ly �to znamen� jistou pr�
votn� formuli a jej� negaci��

�b� Uka�te� �e formule A v disjunktivn�m tvaru je splniteln�� tedy prav�
div� p�i alespo� jednom ohodnocen�� pr�v� kdy� alespo� jedna slo�ka
formule A neobsahuje dva opa�n� liter�ly�

�� Je�li T mno�ina formul�� uka�te� �e n�sleduj�c� tvrzen� jsou ekvivalentn��

�a� T je sporn��

�b� pro n�jakou formuli A� T � A a T � 	A�

�c� pro n�jakou formuli A� T � �A#	A��



�� KAPITOLA �� V
ROKOV� LOGIKA



Kapitola �

Predik�tov� logika

V t�to kapitole se budeme zab
vat predik�tovou logikou prvn�ho ��du� Budeme
de�novat jazyk prvn�ho ��du a jeho s�mantiku� zavedeme form�ln� syst�m pre�
dik�tov� logiky bez rovnosti� dok��eme z�kladn� v�ty predik�tov� logiky� V�tu
o dedukci a V�tu o uz�v�ru� Uk��eme� �e ka�dou formuli predik�tov� logiky lze
p�ev�st do ekvivalentn�ho standardn�ho tvaru / prenexn�ho norm�ln�ho tvaru for�
mule� Nakonec zavedeme axiomy rovnosti a dok��eme z�kladn� v�ty predik�tov�
logiky s rovnost��

��� Jazyk a jeho s�mantika

Ve v
rokov� logice jsme detailn� zkoumali vlastnosti logick
ch spojek� nyn� bu�
deme pracovat s jazykem logiky �� ��du� kter
 krom� spojek obsahuje je�t� pro�
m�nn�� funk�n� symboly a predik�tov� symboly�

��� Jazyk prvn�ho �du obsahuje

�i� neomezen� mnoho symbol� pro prom�nn� x� y� z� x�� x�� � � �

�ii� symboly pro logick� spojky 	� #� �� �� �

�iii� symboly pro kvantik�tory 
 �obecn
�� � �existen�n��

�iv� symboly pro predik�ty p� g� p�� � � �
S ka�d
m symbolem je d�no p�irozen� ��slo n � � � kter� ud�v� po�et argument�
��etnost� predik�tu� Pokud je d�n i bin�rn� predik�tov
 symbol ! � mluv�me o
jazyku s rovnost��

�v� symboly pro funkce f� g� � � �
U ka�d�ho symbolu je d�no p�irozen� ��slo n � 	 � kter� ud�v� �etnost funk�n�ho
symbolu� Funk�n� symboly �etnosti nula ch�peme jako konstanty�

M��li funk�n� nebo predik�tov
 symbol �etnost n � ��k�me� �e je to symbol
n ��rn�� Pro �etnost jedna� dv�� t�i jsou v�it� ozna�en� un�rn�� bin�rn� a tern�rn��

��
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�vi� pomocn� symboly �z�vorky� �� �� $� %� � � �

Symboly pro prom�nn�� spojky a kvanti�k�tory naz
v�me logick�� pokud jde
o jazyk s rovnost�� symbol predik�tu rovnosti rovn�� po��t�me k logick
m symbo�
l�m� Symboly pro ostatn� predik�ty a symboly pro funkce ur�uj� speci�ku jazyka
�a odr��ej� oblast� kterou jazyk m��e popisovat�� Proto je naz
v�me speci�ln��
Jazyk �� ��du je d�n v
�tem speci�ln�ch symbol��

��� P�klad a� Jazyk teorie uspo��d�n� je jazyk s rovnost� a obsahuje jedin

speci�ln� symbol � � je to bin�rn� predik�tov
 symbol�

b� Jazyk teorie grup je jazyk �� ��du s rovnost�� kter
 obsahuje dva speci�ln�
symboly e � konstantu pro jednotkov
 prvek� a bin�rn� funk�n� symbol 0 � 1 pro
grupovou operaci�

c� Jazyk teorie okruh� je jazyk s rovnost�� kter
 obsahuje dva bin�rn� funk�n�
symboly  �pro s��t�n�� a � �pro n�soben�� a dv� konstanty 	� � pro nulu a
jednotkov
 prvek�

d� Jazyk teorie mno
in je jazyk s rovnost� a m� jedin
 speci�ln� symbol � �
bin�rn� predik�tov
 symbol pro n�le�en��

e� Jazyk element�rn� aritmetiky �s rovnost�� obsahuje funk�n� symboly 	 �kon�
stantu pro nulu�� S �un�rn� symbol pro n�sleduj�c� p�irozen� ��slo��  a � �bi�
n�rn� symboly pro s��t�n� a n�soben��

V
razy jazyka �� ��du� kter� maj� matematick
 v
znam� lze rozd�lit do dvou
hlavn�ch skupin, termy a formule� Termy popisuj� individua �objekty�� kter� lze
sestrojit pomoc� operac�� Formule jsou tvrzen��

��� Termy Induktivn� pop��eme konstrukci term��

�i� Ka�d� prom�nn� je term�

�ii� Jsou�li v
razy t�� � � � � tn termy a je�li f n ��rn� funk�n� symbol� potom
v
raz f�t�� � � � � tn� je term�

�iii� Ka�d
 term vznikne kone�n
m pou�it�m pravidel �i� a �ii��

��
 P�klad V jazyce element�rn� aritmetiky jsou n�sleduj�c� v
razy termy,
	� S�x�� S�S�	��� � � � � U v�it
ch bin�rn�ch symbol�  a � � p��padn� jin
ch�
p��eme �x y�� �t�  t�� nam�sto  �x� y��  �t�� t�� a �x � y� nam�sto ��x� y� �

Proto tak� ��x y� �	� ��S�	� �x �y�� �S�	�� jsou termy� Je�li f n ��rn� funk�n�
symbol� tak� f��x � y�� y�� y�� � � � � yn��� je term�

��� Formule Konstrukci formule pop��eme induktivn��
�i� Je�li p n ��rn� predik�tov
 symbol a jsou�li v
razy t�� � � � � tn termy� potom

v
raz p�t�� � � � � tn� je atomick� formule�

�ii� Jsou�li v
razy A� B formule� potom 	A� �A#B�� �A � B��
�A� B� a �A� B� jsou formule�
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�iii� Je�li x prom�nn�� A formule� potom �
x�A� ��x�A jsou formule�

�iv� Ka�d� formule vznikne kone�n
m pou�it�m pravidel �i� / �iii��

Podobn� jako v p��pad� bin�rn�ch funk�n�ch symbol�  � � atd� budeme ps�t
�x ! y�� �x � y� nam�sto ! �x� y�� � �x� y� atd� V tomto p��pad� p��eme
�x ! y� nam�sto 	�x ! y� �

��� P�klad a� S�	� ! �	 � x�  S�	�

b� ��x� �y ! x � z�

c� �
x� �x ! 	� ��y� �x ! S�y���

jsou formule jazyka aritmetiky� Formule a� je atomick�� formule b�� c� nejsou
atomick��

Formule c� vznikla z atomick
ch formul� �x ! 	�� �x ! S�y�� u�it�m pravidel

�ii� 	�x ! 	�

�iii� ��y� �x ! S�y��

�ii� 	�x ! 	�� ��y� �x ! S�y��

�iii� �
x� �	�x ! 	�� ��y� �x ! S�y���

Pr�v� jsme se p�esv�d�ili� �e formule c� vznikla p�edepsan
m zp�sobem� For�
mule� kter� jsme b�hem konstrukce sestrojili� se naz
vaj� podformule formule c��

��� Symboly� slova� zet�zen� Z p�edchoz�ch de�nic je z�ejm�� �e termy i
formule jsou jist� kone�n� posloupnosti symbol� dan�ho jazyka sestaven� podle
pevn
ch pravidel� Libovolnou kone�nou posloupnost symbol� budeme naz
vat
kr�tce slovo nebo v�raz� Je�li n�jak
 symbol s naps�n na i �t�m m�st� ve slov�
S � ��k�me� �e s se vyskytuje ve slov� S na i �t�m m�st�� V takov�m p��pad� i �t

symbol ve slov� S naz
v�me v�skyt symbolu s v S � Nap��klad 0�1 se vyskytuje
ve formuli a� z p��kladu ��� na druh�m� �est�m a t�in�ct�m m�st�� symbol x se
vyskytuje v t��e formuli na dev�t�m m�st��

Spojov�n� slov� kter�mu se tak� ��k� z�et�zen� �konkatenace�� je nejjednodu���
operace� kterou lze se slovy prov�d�t� Poslou�� n�m k p�esn�j��mu popisu dal��ch
syntaktick
ch pojm�� kter� budeme zav�d�t�

��� Slova a podslova Jsou�li A� B slova� potom v
razem AB ozna��me
slovo� kter� vznikne ze slov A� B tak� �e nejprve nap��eme slovo A a za po�
sledn� symbol slova A �bez mezery� p�ipoj�me slovo B � -�k�me� �e slovo AB je
z�et�zen�m slov A a B �

Nap��klad slovo ��� vznikne z�et�zen� slov � �� � slov �� � nebo tak�
pr�zdn�ho slova a slova ��� � Slovo� kter� vznikne spojen�m slov A�� A�� � � � � An

v uveden�m po�ad�� budeme ozna�ovat A�A� � � � An �



� KAPITOLA �� PREDIK�TOV� LOGIKA

-�k�me� �e slovo C je podslovem slova A � jestli�e slovo A m� tvar BCD
pro n�jak� slova B� D � z nich� jedno nebo ob� mohou b
t pr�zdn��

��� P�klad Nech� t je term f�x� g�x� y�� � Potom slova g�x� y� a g�x� y��
jsou podslova t � Prvn� z nich ja samo tak� termem� druh� ne�

Podobn� slovo �
x� je podslovem formule c� z p��kladu ���� ale samo nen�
formul��

���� Podtermy� podformule� voln� a v�zan� prom�nn� Nech� t je term
a A je formule�
�ia� -�k�me� �e term s je podtermem termu t � je�li podslovem slova t �

�ib� -�k�me� �e formule B je podformul� formule A � je�li B podslovem slova
A �

�ii� -�k�me� �e dan� v�skyt prom�nn� x ve formuli A je v�zan�� je�li sou��st�
n�jak� podformule tvaru ��x�B nebo �
x�B formule A � Nen��li dan
 v
skyt
prom�nn� x v�zan
� ��k�me� �e je voln��

�iii� -�k�me� �e prom�nn� x je voln� ve formuli A � m��li tam voln
 v
skyt�
-�k�me� �e prom�nn� x je v�zan� ve formuli A � m��li tam v�zan
 v
skyt�

�iv� -�k�me� �e formule A je otev�en�� pokud A neobsahuje ��dnou v�zanou
prom�nnou� -�k�me� �e A je uzav�en�� pokud A neobsahuje ��dnou volnou
prom�nnou�

Je z�ejm�� �e otev�en� formule vznikne ze sv
ch atom�rn�ch podformul� jen
pomoc� logick
ch spojek� neobsahuje tedy ��dn� kvanti�k�tory� Uzav�en� formule
naopak v��e ka�dou prom�nnou n�kter
m kvanti�k�torem�

Uv�domme si� �e t�� prom�nn� m��e b
t v dan� formuli sou�asn� voln� i
v�zan�� nap��klad ve formuli �x ! z� � ��x� �x ! z� m� prom�nn� x voln
 i
v�zan
 v
skyt� Tato situace je umo�n�na volnost� v de�nici formule� v matema�
tick� praxi se v�t�inou takov� formule nezav�d�j�� Jak uvid�me pozd�ji� v�zan�
prom�nn� lze zam�nit a tak se podobn� situaci m��eme v�dy vyhnout� Formule�
ve kter
ch ka�d� prom�nn� je bu� voln� �a nen� v�zan�� nebo jenom v�zan� �a
ne voln��� se n�kdy naz
vaj� formule s �ist�mi prom�nn�mi�

��� S�mantika predik�tov� logiky

Nyn� ji� m�me k dispozici z�kladn� fakta a pojmy o syntaxi predik�tov� logiky�
zavedli jsme pojem termu� formule a vazby� kter� mohou m�t prom�nn� ve formuli�
M��eme zkoumat ot�zku struktur M� kter� realizuj� symboly jazyka L predik��
tov� logiky a zejm�na to� kter� formule jsou pravdiv� v dan� realizaci� Chceme�li
d�t symbol�m jazyka L n�jakou matematickou interpretaci� je t�eba nejprve za��t
od prom�nn
ch� Oborem hodnot prom�nn
ch bude nepr�zdn� mno�ina M ! � �
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kterou nazveme univerzum M a jej� prvky budeme naz
vat individua� Je�li vyme�
zeno univerzum� potom je p�irozen� se pt�t� jak jsou realizov�ny operace� kter�
jsou nazna�eny v jazyce L funk�n�mi symboly� Nap��klad se m��eme pt�t� kter�
individuum bude odpov�dat sou�tu nebo jin� operaci z dan
ch individu� univerza�
Funk�n� n ��rn� symbol f z jazyka L bude realizov�n zobrazen�m fM ,Mn �M
tak� �e rovnost fM�i�� � � � � in� ! j pro i�� � � � � in �M znamen�� �e individuum j
bude v
sledkem operace f proveden� na individua i�� � � � � in � Nakonec zb
vaj�
predik�tov� symboly� M�me�li realizovat bin�rn� predik�tov
 symbol � � kter

2porovn�v�" individua� pou�ijeme bin�rn� relaci �M� M� � Podobn� realizace
n ��rn�ch predik�tov
ch symbol� p budou n ��rn� relace pM � Mn � Zvl��tn�
postaven� zde m� symbol ! � kter
 po��t�me k symbol�m logick
m a kter
 by
m�l b
t realizov�n tak� aby odpov�dal na�im p�edstav�m o rovnosti� Proto jej ne�
realizujeme jinak ne� jako identitu individu�� V de�nici pravdivosti se to odr���
zvl��tn� klauzul�� kter� de�nuje spl�ov�n� atomick
ch formul� s rovnost�� Ostatn�
logick� symboly� jako spojky a kvanti�k�tory nem� smysl realizovat� Popsan�
struktura M� kter� obsahuje univerzum M a realizace funkc� a relac� na tomto
univerzu� se naz
v� rela�n� struktura pro jazyk L nebo realizace jazyka L �

���� Realizace jazyka Nech� L je jazyk �� ��du� Rela�n� strukturaM� kter�
obsahuje

� nepr�zdnou mno�inu M �

� zobrazen� fM ,Mn �M pro libovoln
 n ��rn� funk�n� symbol f z jazyka
L �

� n ��rn� relaci pM � Mn pro ka�d
 n ��rn� predik�tov
 symbol p � krom�
symbolu pro rovnost�

se naz
v� realizace jazyka L � Prvky univerza M naz
v�me individua� zobrazen�
fM p��slu�n� k symbolu f a relaci pM p��slu�nou k predik�tov�mu symbolu p
naz
v�me realizace funk�n�ho symbolu f a realizace predik�tov�ho symbolu p �

���� P�klad

a� Struktura h�� � � �i � kde � je mno�ina p�irozen
ch ��sel� je realizac�
jazyka z p��kladu ��� a� Nen� to ov�em uspo��d�n��

b� Struktura hfeg� e� �ei � kde �e je bin�rn� zobrazen� feg� � feg de�no�
van� jedin
m mo�n
m zp�sobem� je realizac� jazyka teorie grup z p��kladu ��� b�
V
sledkem je jednoprvkov� grupa�

c� N ! h�� �� �� �� �i � kde � je mno�ina p�irozen
ch ��sel� � realizuje
nulu� � je funkce� kter� ��slu n p�i�azuje n�sleduj�c� p�irozen� ��slo a �� � jsou
obvykl� operace sou�tu a sou�inu� je realizac� jazyka element�rn� aritmetiky z
p��kladu ��� e� Pokud � nahrad�me n�jak
m ��slem� nap��klad jednotkou� vznikne
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struktura� kter� je realizac� jazyka teorie okruh� ��� c �to ov�em neznamen�� �e
je okruhem��

���� Realizace term� Chceme�li zkoumat pravdivost formul� v n�jak� rea�
lizaci jazyka� mus�me se nejprve vyrovnat s voln
mi prom�nn
mi� T�m je t�eba
v�dy p�i�adit n�jak� individuum jako hodnotu� Tuto �lohu budou plnit zobrazen��
kter� ka�d� prom�nn� p�i�ad� n�jak� individuum� Zobrazen� e mno�iny v�ech pro�
m�nn
ch do univerza M struktury M budeme naz
vat ohodnocen� prom�nn�ch�
Je�li e ohodnocen� prom�nn
ch� x prom�nn� a m � M � potom ohodnocen�
prom�nn
ch� kter� prom�nn� x p�i�azuje individuum m a na v�ech ostatn�ch
prom�nn
ch spl
v� s ohodnocen�m e budeme ozna�ovat e�x	m� � Zobrazen� e
tedy p�i�azuje hodnotu v�em prom�nn
m� kter� jsou nejjednodu���mi p��pady
term�� Indukc� podle slo�itosti termu t lze uk�zat� �e ohodnocen� e p�i�azuje
termu t jednozna�n� hodnotu t$e% � kterou budeme naz
vat realizac� termu t p�i
ohodnocen� e � De�nujeme t$e% n�sleduj�c�m zp�sobem,

� Je�li t prom�nn� x � potom t$e% je e�x� �

� Je�li t tvaru f�t�� � � � � tn� a hodnoty t�$e%� � � � � tn$e% jsou ji� sestrojeny�
potom t$e% je individuum fM�t�$e%� � � � � tn$e%� �

Z t�to de�nice je z�ejm�� �e t$e% z�vis� na realizaci M& m�li bychom rad�ji ps�t
t$e�M% � Symbol M budeme vynech�vat� pokud bude z�ejm�� ve kter� realizaci
jazyka pracujeme�

���
 Lemma Jsou�li v�echny prom�nn� vyskytuj�c� se v termu t mezi pro�
m�nn
mi x�� � � � � xn a jsou�li e� e� dv� ohodnocen� takov�� �e e�xi� ! e��xi� pro
i ! �� � � � � n � potom t$e% ! t$e�% �

Realizace t$e% tedy z�vis� jen na kone�n� mnoha hodnot�ch ohodnocen� e �

D�kaz� Indukc� dle slo�itosti termu t �

���� Pravdivost a spl�ov�n� formul� Nyn� m��eme de�novat� kdy je n��
jak� formule pravdiv� v n�jak� realizaci jazyka p�i dan�m ohodnocen�� to znamen�
p�i pevn� dan�m v
znamu voln
ch prom�nn
ch� Je�li tento pojem zaveden� m��
�eme ji� p�irozen
m postupem de�novat spl�ov�n� dan� formule v rela�n� struk�
tu�e�

De�nice �Tarski� Nech� M je realizace jazyka L � e ohodnocen� prom�n�
n
ch� A formule�
�i� Indukc� podle slo�itosti formule A budeme de�novat pravdivost formule A

v M p�i ohodnocen� e � Ozna�ujeme M j! A$e% �

a�� Je�li A atomick� formule tvaru p�t�� � � � � tn� � kde p je n ��rn� predik��
tov
 symbol r�zn
 od ! a t�� � � � � tn jsou termy� potom M j! A$e% � jestli�e
�t�$e%� � � � � tn$e%� � pM �
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a�� Je�li A atomick� formule tvaru t� ! t� � potom M j! A$e% � jestli�e
t�$e% ! t�$e% � to jest� kdy� oba termy jsou realizov�ny t
m� individuem�

b� Je�li A tvaru 	B � potom M j! A$e% � kdy� M j! B$e% �

c� Je�li A tvaru �B � C� � potom M j! A$e% � jestli�e M j! B$e% nebo
M j! C$e% �

d� Je�li A tvaru �
x�B � potom M j! A$e% � jestli�e pro libovoln� individuum
m �M � M j! B$e�x	m�% �

d1� Je�li A tvaru ��x�B � potom M j! A$e% � jestli�e pro jist� individuum
m �M � M j! B$e�x	m�% �

�ii� -�k�me� �e A je spln�na v M � p��eme M j! A � je�li A pravdiv� v M p�i
libovoln�m ohodnocen� e �

Z de�nice pravdivosti a de�nice ��x�B pomoc� 	� 
 je z�ejm�� �e d1� lze
odvodit z b� a d��

���� Podobn� jako v p��pad� term� lze uk�zat nasleduj�c� tvrzen�, Jsou�li
v�echny voln� prom�nn� formule A mezi prom�nn
mi x�� � � � � xn a jsou�li ohod�
nocen� e� e� shodn� na t�chto prom�nn
ch� potom

M j! A$e% pr�v� kdy� M j! A$e�%�

To lze snadno ov��it indukc� dle slo�itosti formule A � Z uveden�ho faktu
vypl
v�� �e p�i zkoum�n� pravdivosti formule �a realizace termu� vysta��me jen
s ohodnocen�m kone�n�ho po�tu prom�nn
ch� toti� t�ch� kter� jsou ve formuli
�termu� voln��

Z de�nice pravdivosti d�� d1� vypl
v�� �e pokud prom�nn� x m� v A jen
v�zan� v
skyty� potom pravdivost A v M nez�le�� na ohodnocen� t�to prom�nn��
Speci�ln�� je�li A uzav�en� formule� potom pravdivost formule A nez�vis� na
ohodnocen�� to znamen�� �e M j! A pr�v� kdy� M j! A$e% p�i alespo� jednom
ohodnocen�� Je�li uzav�en� formule A spln�na v M� ��k�me� �e A je pravdiv� v
M� Z de�nice d� je z�ejm�� �e formule A je spln�na v M� pr�v� kdy� je pravdiv�
formule �
x�� � � � �
xn�A � kde x�� � � � � xn jsou v�echny voln� prom�nn� formule
A v n�jak�m po�ad�� Takov� formuli ��k�me uz�v�r formule A �

���� Substituce term� za prom�nn� V matematick� praxi je b��n� dosa�
zovat za prom�nn� termy� a t�m z�sk�vat speci�ln� p��pady �term� nebo� formul��
Z praktick
ch d�vod� mus�me nejprve de�novat substituci do term��

Jsou�li x�� � � � � xn r�zn� prom�nn�� t� t�� � � � � tn termy� potom symbolem
tx������xn$t�� � � � � tn% ozna�me v
raz� kter
 vznikne z termu t nahrazen�m ka�d�ho
v
skytu prom�nn� xi termem ti pro i � n �

���� P�klad Je�li t tvaru �x y�� t�� t� a t� jsou po �ad� x x� z � y� w �
potom tx�y$t�� t�% je term ��x x� �z�y��� tx�w$t�� t�% je ��x x� y�� tx�y�z$t�� t�� t�%
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je tx�y$t�� t�% � Indukc� dle slo�itosti termu t se m��eme p�esv�d�it� �e t$t�� � � � � tn%
je op�t term�

���� Nyn� m��eme p�ej�t k formul�m� Je�li A formule� t term� potom v
raz�
kter
 vznikne z formule A nahrazen�m ka�d�ho voln�ho v
skytu prom�nn� x
termem t ozna�me Ax$t% � Indukc� podle slo�itosti se snadno p�esv�d��me� �e
Ax$t% je op�t formule� Je�li A atomick� formule tvaru p�t�� � � � � tn� nebo t� ! t� �
potom t�$t%� � � � � tn$t% jsou op�t termy a Ax$t% je op�t atomick� formule� Je�li A
tvaru 	B� �B � C� nebo �
z�B � potom z induk�n�ho p�edpokladu Bx$t% a
Cx$t% jsou op�t formule� proto 	Bx$t%� �Bx$t% � Cx$t%� jsou formule� Pokud z
je prom�nn� x � pak �
z�B neobsahuje x voln� a substituc� se nem�n�� tedy
z�st�v� formul�� Pokud z je prom�nn� r�zn� od x � potom �
z�Bx$t% je formule�

Zamysleme se nad smyslem substituce� Je�li A formule nap��klad tvaru
x  x ! z � x � potom pro t ! sin z je Ax$t% formule sin z  sin z ! z � sin z �
kter� je speci�ln�m p��padem / instanc� formule A � Na��m �myslem je v�dy� aby
instance Ax$t% 2��kala" o t 2tot��" co formule A 2��k�" o x � za kter� bylo sub�
stituov�no� Budeme�li postupovat p�i substituov�n� bez jak
chkoli omezen�� n��
z�m�r p�itom m��e p�ij�t zkr�tka�

���� P�klad Uva�ujme formuli A v jazyku element�rn� aritmetiky tvaru
��y� �x ! y  y� a term t tvaru y  � � po substituci termu t za x do A
dost�v�me formuli A� tvaru ��y� �y  � ! y  y� �

Jestli�e formuli A jsme snadno interpretovali jako tvrzen� 2x je sud�"� jsme
na rozpac�ch� jak interpretovat A� � Jen jedno je z�ejm�� �e A� nelze ch�pat jako
2 y  � je sud�"� proto�e prom�nn� y je ve formuli A v�zan�� V tom je tak�
hlavn� z�vada uveden� substituce� Term� kter
 byl substituov�n za voln� v
skyt
prom�nn� x ve formuli A obsahuje prom�nnou� kter� se po substituci termu
do A stala v�zanou� Proto p�i substituci term� do formul� se t�to situaci v�dy
vyhneme& v
sledek na�� �vahy shrnuje n�sleduj�c� de�nice�

���� Substituovatelnost termu do formule -�k�me� �e term t je sub�
stituovateln� za prom�nnou x do formule A � jesli�e pro ka�dou prom�nnou y
obsa�enou v t � ��dn� podformule tvaru �
y�B� ��y�B formule A neobsahuje
�z hlediska formule A � voln
 v
skyt prom�nn� x � V dal��m budeme ozna�en�
Ax$t% pou��vat jen tehdy� je�li term t substituovateln
 za x do formule A �

Substituci term� za prom�nn� budeme u��vat i pro v�ce prom�nn
ch sou�asn�&
je�li term ti substituovateln
 za prom�nnou xi do formule A pro i ! �� �� � � � � n �
v
razem Ax������xn$t�� � � � � tn% budeme ozna�ovat formuli� kter� vznikne z formule
A nahrazen�m ka�d�ho voln�ho v
skytu prom�nn� xi po �ad� termem ti pro
i ! �� �� � � � � n � V
slednou formuli naz
v�me instance formule A �

Snadno rozpozn�me dva p��pady� kdy je substituovatelnost termu t do for�
mule A za prom�nnou x bez jak
chkoli probl�m��
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V p��pad�� �e formule A je otev�en�� potom ka�d
 term je substituovateln
 za
ka�dou prom�nnou vyskytuj�c� se v A � Podobn� je tomu v obecn�j��m p��pad��
kdy ��dn� prom�nn� obsa�en� v termu t nen� v�zan� v A � Oba jednoduch�
p��pady substituovatelnosti nevy�erp�vaj� celou �k�lu mo�nost��

���� P�klad Je�li z prom�nn�� potom term t tvaru z je substituovateln

za x do formule x ! 	� 	��z� �z ! 	� �

N�sleduj�c� jednoduch
 fakt je u�ite�n
 p�i zkoum�n� pravdivosti instanc� for�
mul��

���� Lemma Je�li M realizace jazyka L � A je formule� t� t�� � � � � tn jsou
termy jazyka L a e je ohodnocen� prom�nn
ch takov�� �e ti$e% je individuum
mi pro i ! �� �� � � � � n � potom

�i� tx������xn$t�� � � � � tn%$e% je individuum t$e�x�	m�� � � � � xn	mn�% �

�ii� M j! Ax������xn$t�� � � � � tn%$e% � pr�v� kdy� M j! A$e�x�	m�� � � � � xn	mn�% �

D�kaz� �i� Indukc� podle slo�itosti termu t � Ozna� t� term tx������xn$t�� � � � � tn% �
Je�li t tvaru x � potom t� je t v p��pad�� �e x nen� v seznamu prom�nn
ch
x�� � � � � xn a tvrzen� plat�� nebo t� je tvaru ti � pokud x je prom�nn� xi � V tomto
p��pad� je t�$e% individuum mi � tedy t$e�x�	m�� � � � � xn	mn�% �

Je�li t tvaru f�s�� � � � � sr� � potom z induk�n�ho p�edpokladu

si$t�� � � � � tn%$e% ! si$e�x�	m�� � � � � xn	mn�%

plat� pro i ! �� �� � � � � r a t�$e% je individuum

fM�s�$e�x�	m�� � � � � xn	mn�%� � � � � sr$e�x�	m�� � � � � xn	mn�%� �

tedy individuum t$e�x�	m�� � � � � xn	mn�% �

�ii� Indukc� dle slo�itosti formule A � Ozna�me A� instanci Ax������xn$t�� � � � � tn% �
Je�li A atomick� formule tvaru p�s�� � � � � sr� � kde p nen� ! � potom

M j! A�$e% � pr�v� kdy� �s�$t�� � � � � tn%$e%� � � � � sr$t�� � � � � tn%$e%� � pM �
pr�v� kdy� �s�$e�x�	m�� � � ��%� � � � � sr$e�x�	m�� � � ��%� � pM �
pr�v� kdy� M j! A$e�x�	m�� � � � � xn	mn�% �

Je�li A tvaru t� ! t� � postupujeme stejn��

Je�li A tvaru 	B nebo �B � C� � postupujeme podobn��

Je�li A tvaru �
z�B � z je n�kter� z prom�nn
ch x�� � � � � xn � nap��klad x� �
potom A� tvaru Ax������xn$t�� � � � � tn% je formule �
x��Bx������xn$t�� � � � � tn% �

M j! A�$e% � pr�v� kdy� M j! Bx������xn$t�� � � � � tn%$e�x�	m�% pro libovoln� m �M �
pr�v� kdy� M j! B$e�x�	m� � � � � xn	mn�% pro libovoln� m �M �
pr�v� kdy� M j! A$e�x�	m�� � � � � xn	mn�% �
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Posledn� ekvivalence plyne z toho� �e pravdivost formule A na ohodnocen� pro�
m�nn� x� v�bec nez�vis��

V p��pad�� �e z nen� v seznamu x�� � � � � xn � jest A� tvaru A$t�� � � � � tn% a postup
d�kazu je zjednodu�en�m p�edch�zej�c�ho p��padu�

��� Form�ln� syst�m predik�tov� logiky �� 	�du

Vyslov�me nyn� axiomy a odvozovac� pravidla predik�tov� logiky� '�st z nich ji�
zn�me� jsou to axiomy� kter� ur�uj� vlastnosti logick
ch spojek� Uk��eme� �e p�i
vhodn� volb� mno�iny prvotn�ch formul� spolu s nimi p�ech�z� do predik�tov�
logiky cel� v
rokov� logika� Podobn� jako ve v
rokov� logice budeme n�kter�
symboly ch�pat jako z�kladn� a jin� jako odvozen��

���
 Redukce jazyka Z logick
ch spojek budou z�kladn� symboly pro ne�
gaci 	 a pro implikaci � � ostatn� spojky budou de�nov�ny ze z�kladn�ch pomoc�
zkratek stejn
m zp�sobem jako ve v
rokov� logice� Z obou kvanti�k�tor� ch��
peme symbol pro obecn
 �velk
� kvanti�k�tor 
 jako z�kladn� a symbol � pro
existen�n� �mal
� kvanti�k�tor jako odvozen
� Zavedeme jej n�sleduj�c�m zp�so�
bem�

���� �mluva Je�li A formule� x prom�nn�� potom v
raz ��x�A je zkratka
za formuli 	�
x�	A �

Je z�ejm�� �e t�mto zp�sobem lze ka�dou formuli jazyka L vyj�d�it jen po�
moc� obecn�ho kvanti�k�toru� Hlavn�m smyslem na�� �mluvy je redukovat po�et
axiom� t�m� �e vlastnosti existen�n�ho kvanti�k�toru budou odvozeny z axiom�
pro obecn
 kvanti�k�tor� Axiomy� kter� ur�uj� vlastnosti logick�ho symbolu pro
rovnost zavedeme pozd�ji�

���� Axiomy pro logick� spojky Je�li L jazyk �� ��du a jsou�li A� B� C
formule jazyka L � potom ka�d� formule tvaru

A� �B � A� �A��

�A� �B � C��� $�A� B�� �A� C�% �A��

�	B � 	A�� �A� B� �A��

je axiom predik�tov� logiky�

Uveden� axiomy odpov�daj� schemat�m axiom� v
rokov� logiky� Vezmeme�li
za mno�inu P prvotn�ch formul� v�echny formule jazyka L � kter� nelze ve v
�
rokov� logice d�le rozkl�dat� to znamen�� �e P bude tvo�ena v�emi atomick
mi
formulemi a v�emi formulemi tvaru �
x�B a ��x�B pro n�jakou prom�nnou x
a libovolnou formuli B � potom ka�d� formule jazyka L vznikne z prvotn�ch for�
mul� pomoc� logick
ch spojek� V�echny uveden� axiomy proto souhlas� s axiomy
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v
rokov� logiky nad P � K axiom�m v
rokov� logiky pat�� odvozovac� pravidlo
modus ponens� kter� je tak� odvozovac�m pravidlem predik�tov� logiky�

Vztah mezi v
rokovou a predik�tovou logikou shrnuje n�sleduj�c� v�ta�

���� V�ta Nech� A je formule jazyka L � nech� P je mno�ina v�ech atomic�
k
ch formul� jazyka L a v�ech formul� tvaru �
x�B a ��x�B � kde x je n�jak�
prom�nn� a B formule jazyka L � Je�li A tautologie v
rokov� logiky nad P �
potom A je v�tou predik�tov� logiky�

D�kaz� Podle de�nice mno�iny P ka�d� formule jazyka L vznikne z for�
mul� mno�iny P jen pou�it�m v
rokov
ch spojek� Axiomy v
rokov� logiky nad
P proto souhlas� s odpov�daj�c�mi axiomy predik�tov� logiky a pravidlo modus
ponens n�le�� k ob�ma form�ln�m syst�m�m� Je�li A tautologie� podle Postovy
v�ty je dokazateln� ve v
rokov� logice nad P a jej� d�kaz je tak� d�kazem v
predik�tov� logice�

���� V dal��m budeme b��n� pou��vat zn�m
ch d�kazov
ch postup� v
ro�
kov� logiky� Abychom zd�raznili v
rokov
 charakter n�kter�ho d�kazu� nap��klad
formule B z p�edpoklad� A�� � � � � An � budeme ��kat� �e B je tautologick
m d��
sledkem formul� A�� � � � � An � P�i p�en��en� v
rokov
ch d�kaz� si pov�imneme
je�t� jedn� v�ci� V
rokov� d�kazy �astokr�t pou��vaj� v�tu o dedukci v
rokov�
logiky� Tento obrat se p�en��� jen potud� pokud znak dokazatelnosti m� stejn

v
znam jako ve v
rokov� logice� tedy dokazatelnost z 2v
rokov
ch axiom�" po�
moc� jedin�ho pravidla modus ponens� Predik�tov� logika m� tak� svou v�tu o
dedukci� ale se siln�j��mi p�edpoklady o premis�ch� K tomu se vr�t�me pozd�ji�

���� Axiomy pro kvanti�k�tory Dal�� axiomy ur�uj� vlastnosti obecn�ho
kvanti�k�toru� Vyj�d��me je ve dvou schematech,

Schema specikace Je�li A formule� x prom�nn� a t term �substituovateln

za prom�nnou x do formule A �� potom formule

�
x�A� Ax$t%

je axiom predik�tov� logiky�

Tento axiom m� n�zorn
 smysl, pokud A plat� pro 2libovoln�" x � pak plat�
i pro ka�d
 speci�ln� p��pad Ax$t% �

Druh� schema� kter� vyslov�me� m� sp��e technick
 r�z a jeho smysl vynikne
p�i studiu takzvan
ch prenexn�ch operac�,

Schema p�eskoku Jsou�li A� B formule a je�li x prom�nn�� kter� nem� voln

v
skyt ve formuli A � potom formule

�
x� �A� B�� �A� �
x�B�

je axiom predik�tov� logiky�

Predik�tov� logika m� dv� odvozovac� pravidla� modus ponens a pravidlo ge�
neralizace� kter� zn�,
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Pro libovolnou prom�nnou x z formule A odvo� formuli �
x�A �

Jeho smysl je v�cem�n� n�zorn
 a ur�uje �lohu voln
ch prom�nn
ch ve v�t�ch,
je�li dokazateln� formule A � kter� m� �p��padn�� volnou prom�nnou x � potom
je dokazateln� i formule 2pro ka�d� x plat� A "�

Uveden� axiomy a odvozovac� pravidla tvo�� form�ln� syst�m predik�tov� lo�
giky bez rovnosti� Predik�tov� logika s rovnost� vznikne z popsan�ho form�ln�ho
syst�mu ji� jen roz���en�m jazyka o predik�tov
 symbol rovnosti a p�id�n�m axi�
om� pro tento predik�t� *�dn� dal�� odvozovac� pravidla se nep�id�vaj�� V dal��m
textu bude � ozna�ovat dokazatelnost z axiom� predik�tov� logiky a p��padn� z
mno�iny p�edpoklad� pomoc� obou odvozovac�ch pravidel�

���� Z�kladn� v�ty o kvanti�k�torech
Nyn� odvod�me z�kladn� v�ty o vlastnostech kvanti�k�tor�� Postup� kter
m

to prov�d�me� je typick
 pro podobn� odvozen� i v jin
ch form�ln�ch syst�mech,
nejprve se odvozuj� dal�� 2pomocn�" odvozovac� pravidla� kter� roz�i�uj� paletu
d�kazov
ch obrat� a soub��n� s t�m se odvozuj� r�zn� analogie ur�it
ch axiom�
motivovan� bu�to 2symetri�" nebo jistou 2dualitou" �nap��klad mezi obecn
m
a existen�n�m kvanti�k�torem�� P�i formulaci n�kter
ch v�t je patrn� inspirace
Gentzenov
m kalkulem p�irozen� dedukce�

���� Lemma �pravidlo zaveden� 
 �
Je�li � A � B a prom�nn� x nem� voln
 v
skyt ve formuli A � potom

� A� �
x�B �

D�kaz� Je�li � A� B � potom u�it�m pravidla generalizace tak�

� �
x� �A� B� ���

P�itom

� �
x� �A� B�� �A� �
x�B� ���

je axiom predik�tov� logiky� Formule

A� �
x�B

se odvod� z ��� a ��� pravidlem modus ponens�

���� Lemma Pro libovoln� formule A� B a term t plat�

�i� � Ax$t%� ��x�A

�ii� Je�li � A � B a prom�nn� x nem� voln
 v
skyt ve formuli B � potom
tak� � ��x�A� B �

Tvrzen� �i� je du�ln� formou axiomu speci�kace a �ii� je du�ln� formou pravi�
dla zaveden� 
 � Toto pomocn� odvozovac� pravidlo budeme naz
vat pravidlem
�zaveden�� � �

D�kaz� �i�
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� �
x�	A� 	Ax$t% �axiom speci�kace�
� 		�
x�	A� �
x�	A �v��

Slo�en�m obou implikac� a pou�it�m zkratky ��x�A dost�v�me � 	��x�A �
	Ax$t% jako jejich tautologick
 d�sledek�

Odtud plyne tvrzen� �i� jako tautologick
 d�sledek obr�cen�m implikace�

�ii� Je�li � A� B � potom

� 	B � 	A �tautologick
 d�sledek�
� 	B � �
x�	A �pravidlo 
 �
� ��x�A� B �tautologick
 d�sledek a zkratka ��x�A �

���� Lemma Nech� A� je instanc� formule A � to znamen� nech� A� je tvaru
Ax������xn$t�� � � � � tn% pro n�jak� termy t�� � � � � tn a n�jak� prom�nn� x�� � � � � xn �
Potom je�li � A � pak tak� � A� �

Jin
mi slovy, je�li dokazateln� formule A � pak je dokazateln� i ka�d� instance
formule A �

D�kaz� Indukc� dle po�tu substituovan
ch term�� Je�li n ! � a A� je tvaru
Ax$t% � potom z � A pravidlem generalizace odvod�me � �
x�A �

D�le � �
x�A� Ax$t% �axiom speci�kace�

a formuli A� lze odvodit z posledn�ch dvou pravidlem modus ponens�

N�sleduj�c� p��klad ukazuje� �e pro n � � nelze p��mo�a�e pou��t dok�zan�ho
p��padu pro n ! � � proto�e sekven�n� dosazov�n� nemus� d�vat stejn
 v
sledek
jako paraleln��

���
 P�klad Nech� A je formule x � y � nech� t je prom�nn� y a s je
prom�nn� x � Potom Ax�y$t� s% je formule y � x � ale dosazov�n�m po jedn�
prom�nn� obdr��me formuli x � x � dosad�me�li nejprve t za x a potom s za
y � Zvol�me�li obr�cen� po�ad� substituc�� dostaneme formuli y � y �

Proto k d�kazu lemmatu zvol�me jin
 postup� Nech� z�� � � � � zn jsou prom�nn��
kter� se nevyskytuj� v A ani v termech t�� � � � � tn � potom z p�edpokladu � A
dost�v�me � Ax�$z�% a snadno se p�esv�d��me� �e dal�� substituc� z� za x�
obdr��me formuli Ax��x�$z�� z�% � postupujeme�li stejn
m zp�sobem� dok��eme
nakonec Ax������xn$z�� � � � � zn% � Ozna��me posledn� formuli jako B � v t�to formuli
nemaj� x�� � � � � xn voln
 v
skyt a prom�nn� z�� � � � � zn jsou pr�v� na t�ch m�stech�
kde ve formuli A byly voln� v
skyty x�� � � � � xn � Pro ka�d� i ! �� �� � � � � n je
term ti substituovateln
 za zi do B � proto�e ti byl substituovateln
 za xi
do B � Z � B odvod�me � Bz� $t�% a proto�e z�� � � � � zn se nevyskytuj� v
t� � je snadn� p�esv�d�it se� �e substituc� t� za z� do posledn� formule vznikne
formule Bz��z�$t�� t�% � Postupujeme�li t�mto zp�sobem� dok��eme nakonec formuli
Bz������zn$t�� � � � � tn% � kter� je shodn� s formul� A

� �
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P�edchoz� lemma ukazuje� �e voln� prom�nn� mohou b
t zam�n�ny�

N�sleduj�c� lemma zobec�uje axiom speci�kace pro p��pad substituce za v�ce
prom�nn
ch�

���� Lemma Pro libovolnou formuli A � prom�nn� x�� � � � � xn a termy t�� � � � � tn
plat�

�i� � �
x�� � � � �
xn�A� Ax������xn$t�� � � � � tn%

�ii� � Ax������xn$t�� � � � � tn%� ��x�� � � � ��xn�A

D�kaz� �i� Z axiomu speci�kace dost�v�me pro libovolnou prom�nnou x a
formuli C �kde Cx$x% je C �

� �
x�C � C � ���

Z ��� postupn� dostaneme

� �
xn�A� A
� �
xn����
xn�A� �
xn�A
���
� �
x�� � � � �
xn�A� �
x�� � � � �
xn�A

���

P�itom

�
x�� � � � �
xn�A� A ���

je tautologick
m d�sledkem p�edchoz�ch formul�� vznikne slo�en�m v�ech impli�
kac� ���� tedy je dokazateln�� Nakonec �i� je instanc� ����

�ii� Z lemmatu ���� �i� pro libovolnou formuli C a prom�nnou x plyne

� C � ��x�C ���

U�ijeme�li ��� obdobn� jako p�i d�kazu �i�� dostaneme

� A� ��x�� � � � ��xn�A ���

a �ii� je instanc� formule ����

���� Z formul� ��� a ��� u�it�m pravidla zaveden� 
 a pravidla � lze dok�zat

� �
x�� � � � �
xn�A� �
x����� � � � �
x��n��A
� ��x�� � � � ��xn�A� ��x����� � � � ��x��n��A

pro libovolnou permutaci 
 na mno�in� index� f�� �� � � � � ng � Na po�ad� pro�
m�nn
ch v bloku stejn
ch kvanti�k�tor� tedy nez�le��� T�m je ospravedln�na
n�sleduj�c� de�nice�

���� Uz�v�r formule Jsou�li x�� � � � � xn v�echny prom�nn� s voln
m v
sky�
tem ve formuli A v n�jak�m po�ad�� potom formuli �
x�� � � � �
xn�A nazveme
uz�v�rem formule A �
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���� V�ta o uz�v�ru
Je�li A� uz�v�r A � potom � A pr�v� kdy� � A� �

D�kaz� a� Je�li � A � potom pravidlem generalizace odvod�me � A� �

b� Z lemmatu ���� �i� plyne � A� � A � je�li � A� � pak � A odvod�me
pravidlem modus ponens�

V�ta o uz�v�ru charakterizuje voln� prom�nn� v dokazateln
ch formul�ch�
maj� stejn
 v
znam� jako kdyby byly uzav�eny obecn
m kvanti�k�torem� Dok��eme�
li � x ! 	 � je t�m dok�z�no � �
x� �x ! 	� �

���� Lemma �distribuce kvanti�k�tor��
Je�li � A� B � potom

� �
x�A� �
x�B a � ��x�A� ��x�B

D�kaz�

a� � �
x�A� A axiom speci�kace
� �
x�A� B tautologick
 d�sledek p�edpokladu a p�edchoz�

formule
� �
x�A� �
x�B pravidlo zaveden� 
�

b� � B � ��x�B lemma ���� �i�
� A� ��x�B tautologick
 d�sledek p�edpokladu a p�edchoz�

formule
� ��x�A� ��x�B pravidlo ��

��
� V�ta o ekvivalenci Nech� formule A� vznikne z formule A nahra�
zen�m n�kter
ch v
skyt� podformul� B�� � � � � Bn po �ad� formulemi B�

�� � � � � B
�
n �

Je�li � Bi � B�
i pro i ! �� �� � � � � n � potom � A� A� �

D�kaz� V�ta ���	 je obdobou v�ty o ekvivalenci� kterou jsme dok�zali pro
v
rokovou logiku� Dokazuje se indukc� dle slo�itosti formule A � Z�kladn� p���
pady jsou stejn� jako ve v
rokov� logice� Nav�c je jen p��pad� kdy A je tvaru
�
x�B nebo tvaru ��x�B � Potom A� je tvaru �
x�B� nebo tvaru ��x�B� a z
induk�n�ho p�edpokladu pro formuli B dost�v�me

� B � B� �

Odkud � B � B� a � B� � B �

Podle lemmatu ���� pak dost�v�me � A � A� a � A� � A � Odtud tvrzen�
v�ty plyne jako tautologick
 d�sledek�

��
� Z�m�na v�zan	ch prom�nn	ch V�zan� prom�nn� ve formuli mohou
b
t za jist
ch p�edpoklad� zam�n�ny� Je to obdoba p��pad� 3v�zan
ch4 prom�n�
n
ch zn�m
ch z r�zn
ch obor� matematiky, nap��klad

R �
� sinx dx je stejn� ��slo

jako
R �
� sin z dz � Nejprve zavedeme pojem varianty formule�
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-�k�me� �e formule A� je variantou formule A � jestli�e A� vznikne z A
postupn
m nahrazen�m podformul� tvaru

�Qx�B ��

formulemi

�Qy�Bx$y% ���

kde y nen� voln� ve formuli B a Q je obecn
 nebo existen�n� kvanti�k�tor�

��
� P�klad Formule �
x� ���y� �x ! y � z�� d�z� x�� je variantou formule
�
v� ���w� �v ! w � z�� d�z� v�� � Nejprve nahrad�me podformuli ��y� �x ! y � z�
formul� ��w� �x ! w � z� a formuli �
x� ���w� �x ! w � z�� d�z� x�� nahrad�me
uvedenou variantou�

��
� V�ta o variant�ch Je�li A� varianta formule A � potom � A� A� �

D�kaz� Podle v�ty ���	 sta�� dok�zat� �e formule �� a ��� jsou ekvivalentn��
Provedeme d�kaz pro p��pad� �e Q je 
 � P��pad� kdy Q je � se dok��e obdobn��
P�edpokl�d�me� �e ve formuli ��� jsou x� y r�zn� prom�nn�� v opa�n�m p��pad�
nen� co dokazovat� Potom

� �
x�B � Bx$y% axiom speci�kace
� �
x�B � �
y�Bx$y% pravidlo 
 � y nem� voln
 v
skyt v B �

Ozna��me�li B� formule Bx$y% � zjist�me snadno� �e x nem� voln
 v
skyt v B�

a je substituovateln� za y i do B� � Stejn� jako v prvn� ��sti d�kazu dostaneme
� �
y�B� � �
x�B�

y$x% � Ale B�
y$x% je formule B � T�m je dok�z�na i opa�n�

implikace�

��

 V�ta o dedukci Nech� T je mno�ina formul�� A je uzav�en� formule
a B je libovoln� formule� Potom T � A� B � pr�v� kdy� T� A � B �

D�kaz� D�kaz implikace zleva doprava je stejn
 jako ve v
rokov� logice� P�i
d�kazu implikace zprava doleva postupujeme indukc� podle d�kazu B�� � � � � Bn

formule B z T� A � Nav�c je t�eba uva�ovat jen p��pad� kdy Bi je odvozena z
formule Bj � j � i � pravidlem generalizace� To znamen�� �e Bi je tvaru �
x�Bj

pro n�jakou prom�nnou x � Z induk�n�ho p�edpokladu

T � A� Bj

a proto�e A je uzav�en� formule a neobsahuje voln
 v
skyt prom�nn� x � pravi�
dlem 
 odvod�me

T � A� Bi

T�m je v�ta dok�z�na�

Z d�kazu v�ty o dedukci je z�ejm�� �e p�edpoklad uzav�enosti formule A je
p��li� omezuj�c�� Sta�ilo by v�d�t� �e v d�kazu formule B z T� A nebylo pou�ito
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pravidlo generalizace na ��dnou prom�nnou� kter� je voln� v A � jin
mi slovy�
�e ��dn� prom�nn� voln� se vyskytuj�c� v A nebyla jako prom�nn� v d�kazu
vyu�ita� Tuto okolnost je mo�n� pro jednotliv� d�kazy ov��it� ale nelze dosti
dob�e formulovat jako p�edpoklad v�ty o dedukci� Dok��eme nyn� v�tu� kter�
dovol� podobn� p��pady �e�it a je sama zaj�mav��

��
� V�ta o konstant�ch Nech� T je mno�ina formul� jazyka L a nech� A
je formule jazyka L � Nech� jazyk L� vznikne z L roz���en�m o nov� symboly pro
konstanty� Jsou�li c�� � � � � cm nov� konstanty a x�� � � � � xm jsou prom�nn�� potom

T � Ax������xm$c�� � � � � cm% pr�v� kdy� T � A

D�kaz� a� Je�li T � A � potom T � Ax������xm$c�� � � � � cm% podle lemmatu �����

b� Je�li T � Ax������xm$c�� � � � � cm% � ozna�me tuto formuli A
� � Nech� A��� � � � � A

�
n

je d�kaz A� z T � nech� y�� � � � � ym jsou prom�nn�� kter� se nevyskytuj� nikde v
d�kazu A� ani ve formuli A � Nech� formule Ai vznikne z A�i nahrazen�m ka�d�ho
v
skytu konstanty cj prom�nnou yj pro j ! �� �� � � � � m a i ! �� �� � � � � n �
Potom

A�� � � � � An je d�kazem Ax������xm$y�� � � � � ym% z T ��	�

Je�li A�i axiomem predik�tov� logiky� potom Ai je axiomem predik�tov� logiky
stejn�ho druhu� Nap��klad� je�li A�i formule C

� � �D� � C �� � potom Ai je tvaru
C � �D � C� � Je�li A�i formule z T � potom Ai je t�� formule� proto�e A�i neob�
sahuje konstanty c�� � � � � cm � Je�li A�i odvozena z p�edchoz�ch formul� pravidlem
modus ponens nebo pravidlem generalizace� potom Ai je odvozena stejn
m pravi�
dlem z odpov�daj�c�ch formul� posloupnosti ��	�� Proto T � Ax������xm$y�� � � � � ym%
a formule A je instanc� dok�zan� formule�

��
� Pokud A nen� uzav�en� a m� voln� prom�nn� y�� � � � � yn � chceme�li
dok�zat implikaci A � B z p�edpoklad� T � roz����me jazyk o nov� konstanty
c�� � � � � cn � Potom

T � A� B pr�v� kdy� T � Ay������yn$c�� � � � � cn%� By������yn$c�� � � � � cn%
pr�v� kdy� T� Ay������yn$c�� � � � � cn% � By������yn$c�� � � � � cn%

Prvn� ekvivalence plyne z v�ty o konstant�ch a druh� z v�ty o dedukci� K d��
kazu implikace A � B z T tedy sta�� dok�zat formuli By������yn$c�� � � � � cn% z
T� Ay������yn$c�� � � � � cn% �

Substituce nov
ch konstant za voln� prom�nn� z formule A m� zajistit� �e
p�i d�kazu formule B z p�edpoklad� T� A se nepou�ije pravidlo generalizace na
��dnou prom�nnou� kter� m� voln
 v
skyt v A �

N�sleduj�c� tvrzen� je zobecn�n�m v�ty o dedukci�
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��
� V�ta o redukci Je�li A formule� T mno�ina formul�� potom

T � A ����

pr�v� kdy� existuje p�irozen� ��slo n a formule B�� � � � � Bn � z nich� ka�d� je
uz�v�rem n�jak� formule z T � takov�� �e plat�

� B� � �B� � � � � �Bn � A� � � �� ����

D�kaz� a� Pokud formule B�� � � � � Bn spl�uj� podm�nky v�ty� potom

T � Bi pro i ! �� �� � � � � n ����

podle v�ty o uz�v�ru se tvrzen� ���� odvod� ze ���� a ���� pravidlem modus
ponens�

b� Je�li A dokazateln� z p�edpoklad� T � nech� A�� � � � � An jsou v�echny
formule z T u�it� v d�kazu formule A jako p�edpoklady� Je�li Bi uz�v�rem Ai

pro i ! �� �� � � � � n � potom

T � Bi podle v�ty o uz�v�ru a

B�� � � � � Bn � A

proto�e ka�d� z formul� Ai je dokazateln� z Bi podle v�ty o uz�v�ru� Nakonec
���� plyne z p�edchoz�ho tvrzen� podle v�ty o dedukci�

��
� P�edchoz� v�ta ukazuje� �e dokazatelnost formule A z n�jak� mno�iny
p�edpoklad� je ekvivalentn� dokazatelnosti jin� formule z redukovan� mno�iny
p�edpoklad�� Podle ���� lze redukovat dokazatelnost formule A v teorii T na
dokazatelnost jin� formule v predik�tov� logice� Tento v
sledek ukazuje v
znamn�
postaven� predik�tov� logiky mezi teoriemi� nem� v�ak praktick
 v
znam� proto�e
ned�v� n�vod� jak utvo�it formuli �����

Na z�v�r odvod�me je�t� jeden d�sledek v�ty o dedukci� P�ipome�me� �e mno�
�ina formul� T jazyka L je sporn�� je�li z T dokazateln� ka�d� formule jazyka
L � Z v�ty �v�� v
rokov� logiky plyne� �e T je sporn�� pr�v� kdy� z T je doka�
zateln� n�jak� formule B i jej� negace 	B �

��
� D�sledek Nech� A� je uz�v�r formule A � nech� T je mno�ina formul��
potom

T � A � pr�v� kdy� T � f	A�g je sporn��

D�kaz� a� Je�li A dokazateln� z T � podle v�ty o uz�v�ru tot�� plat� o A� �
Proto T � f	A�g je sporn��

b� Je�li T �f	A�g je sporn�� potom z n� lze dok�zat libovolnou formuli� tedy
i formuli A� � Potom podle v�ty o dedukci

T � 	A� � A�

odkud z v�ty �v�� v
rokov� logiky dost�v�me
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T � A�

Posledn� krok d�kazu plyne op�t z v�ty o uz�v�ru�

P�edchoz� tvrzen� ukazuje� �e d�kaz n�jak� formule lze nahradit d�kazem
spornosti n�jak� mno�iny formul�� Takov
 postup se naz
v� nep��m
m d�kazem
a je obvykl
 v matematick� praxi� U��v� se i v n�kter
ch metod�ch dokazov�n�
v�t pomoc� po��ta���

��� Prenexn� tvary formul�

Ve v
rokov� logice jsme uk�zali� �e ke ka�d� formuli lze sestrojit ekvivalentn� for�
muli v jednom ze dvou syntaktick
ch tvar�, konjunktivn�m nebo disjunktivn�m� V
obou tvarech se pou��vaj� jen spojky vyjad�uj�c� negaci� konjunkci a disjunkci� na�
v�c jen v ur�it�m po�ad�� Ve stejn�m duchu je i de�nice prenexn�ho tvaru formul�
predik�tov� logiky� kter� po�aduje� aby se kvanti�k�tory p�i v
stavb� formule
uplatnily a� nakonec�

D��ve� ne� vyslov�me de�nici� p�ipome�me� �e formule� kter� neobsahuj� ��d�
nou v�zanou prom�nnou� naz
v�me otev�en�� To znamen�� �e otev�en� jsou pr�v�
ty formule� kter� vzniknou z atomick
ch podformul� jen pomoc� logick
ch spojek�

���� Prenexn� tvar formul� -ekneme� �e formule A je v prenexn�m tvaru�
jestli�e A m� tvar

�Q�x���Q�x�� � � � �Qnxn�B ����

kde

�� n � 	 a pro ka�d� i ! �� �� � � � � n Qi je bu� kvanti�k�tor 
 nebo � �

�� B je otev�en� formule a x�� � � � � xn jsou navz�jem r�zn� prom�nn��

Formule B se naz
v� otev�en� j�dro formule A a posloupnost kvanti�kac��
kter� p�edch�z� B se naz
v� prex�

���� P�klad Formule �
x��
y���z� �x ! y  z� je v prenexn�m tvaru�

Otev�en� j�dro formule ���� p�edstavuje jej� nejv�t�� otev�enou podformuli
a pre�x obsahuje v�echny jej� kvanti�k�tory� V p��pad� n ! 	 pre�x odpad�
a formule ���� spl
v� s B � Po�adavek� aby v�echny prom�nn� v pre�xu byly
navz�jem r�zn�� omezuje zbyte�n� kvanti�kace�

Uk��eme� �e ka�dou formuli predik�tov� logiky lze transformovat do prenex�
n�ho tvaru�

���� V�ta Ke ka�d� formuli A lze sestrojit formuli A� v prenexn�m tvaru
tak� �e
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� A� A� ����

Formule A� � o kter� mluv� v�ta ����� se sestroj� z formule A pomoc� prenex�
n�ch operac�� P�i popisu prenexn�ch operac� pou�ijeme toto zna�en�, Zastupuje�li
symbol Q kvanti�k�tor 
 � potom symbol Q zastupuje kvanti�k�tor � � Podobn�
kdy� Q zastupuje kvanti�k�tor � � Q zastupuje kvanti�k�tor 
 �

Prenexn� operace prov�d�j� z�m�nu podformul� formule A jin
mi formulemi
podle n�kter�ho z n�sleduj�c�ch vzor�

�a� podformuli B nahra� n�jakou jej� variantou B� �

�b� podformuli 	�Qx�B nahra� formul� �Qx�	B �

�c� pokud prom�nn� x nen� voln� ve formuli B � podformuli B � �Qx�C
nahra� formul� �Qx� �B � C� �

�d� pokud prom�nn� x nen� voln� ve formuli C � podformuli �Qx�B � C
nahra� formul� �Qx� �B � C� �

�e� pokud symbol � zastupuje symbol # nebo � a prom�nn� x nen� voln�
ve formuli C � potom podformuli �Qx�B�C � p��padn� podformuli C � �Qx�B
nahra� formul� �Qx� �B�C� �

J�drem d�kazu v�ty je n�sleduj�c� tvrzen��

���� Lemma Pro libovoln� formule B� C a ka�dou prom�nnou x plat�
�pb� � �Qx�	B � 	�Qx�B �

�pc� � �Qx� �B � C�� �B � �Qx�C� � pokud x nen� voln� v B �

�pd� � �Qx� �B � C�� ��Qx�B � C� � pokud x nen� voln� v C �

�pe� � �Qx� �B�C� � ��Qx�B�C� � pokud symbol � zastupuje # nebo �
a prom�nn� x nen� voln� v C �

Prenexn� operace tedy nahrazuj� podformule ekvivalentn�mi formulemi� Tvr�
zen� �pe� d�v� ekvivalenci pro ob� operace z �e�� uv�dom�me�li si� �e spojky
konjunkce a disjunkce jsou komutativn��

D�kaz� �pb� Zastupuje�li symbol Q kvanti�k�tor 
 � potom

� 	�
x�B � 	�
x�		B

proto�e formule B a 		B jsou ekvivalentn�� P�itom formuli na prav� stran�
ekvivalence lze vyj�d�it zkratkou ��x�	B �

P��pad� kdy Q zastupuje kvanti�k�tor � je analogick
�

�pc� Nejprve p�edpokl�dejme� �e symbol Q zastupuje kvanti�k�tor 
 � Pokud
prom�nn� x nen� voln� ve formuli B � implikace

� �
x� �B � C�� �B � �
x�C� ����
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je axiom� Abychom dok�zali obr�cenou implikaci� uv�domme si� �e formule
B � C vznikne slo�en�m implikac�

B � �
x�C ����
�
x�C � C ���

To znamen�� �e implikace

��
x�C � C�� $�B � �
x�C�� �B � C�%

je tautologie�

Nav�c ��� je p��padem axiomu speci�kace� Pravidlem modus ponens odvo�
d�me

� �B � �
x�C�� �B � C�

Odtud pravidlem 
 dost�v�me

� �B � �
x�C�� �
x� �B � C� ����

proto�e formule ���� nem� voln
 v
skyt prom�nn� x � Z formul� ���� a ���� lze
odvodit �pc��

Zb
v� p��pad� �e Q je kvanti�k�tor � � Podle lemmatu ���� �i� je

� C � ��x�C ��	�

D�le

� �C � ��x�C�� $�B � C�� �B � ��x�C�% ����

proto�e formule ���� je tautologie� Z ��	�� ���� pravidlemmodus ponens odvod�me

� �B � C�� �B � ��x�C�

odkud

� ��x� �B � C�� �B � ��x�C� ����

lze odvodit pravidlem � � proto�e B � ��x�C neobsahuje voln� prom�nnou x �

K d�kazu obr�cen� implikace vyu�ijeme fakt� �e pro libovoln� formule D � E �
F je formule

�	D � F �� $�E � F �� ��D � E�� F �% ����

tautologie�

Nejprve odvod�me

��x�C � ��x� �B � C� ����

distribuc� kvantoru � z axiomu �A���

D�le
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� �B � C�� ��x� �B � C� ����

podle lemmatu ���� �i� a

� 	B � �B � C� ����

je v�tou v
rokov� logiky� Slo�en�m obou implikac� ����� ���� dost�v�me

� 	B � ��x� �B � C� ����

jako tautologick
 d�sledek� Dosad�me�li B� ��x�C� ��x� �B � C� po �ad� za
D� E� F do ���� � pak pravidlem modus ponens pomoc� ���� a ���� odvod�me

� �B � ��x�C�� ��x� �B � C� ���

Ekvivalence �pc� pro p��pad� �e Q zastupuje kvanti�k�tor � � plyne potom z ����
a ����

�pd� P�edpokl�dejme nejprve� �e Q zastupuje kvanti�k�tor 
 � Plat�

� ��
x�B � C� � �	C � 	�
x�B� �tautologie�
� �	C � 	�
x�		B� �V�ta o ekvivalenci�
� �	C � ��x�	B� �de�nice � �
� ��x� �	C � 	B� �operace pc�
� ��x� �B � C� �tautologie�

P��pad� �e Q je � je analogick
�

Posledn� tvrzen� lemmatu se dok��e tak� �e rozep��eme spojku � pomoc�
negace a implikace a u�ijeme prenexn� operace �b� / �d��

D�kaz v�ty ����� provedeme indukc� podle slo�itosti formule A � Je�li A ato�
mick�� pak A je v prenexn�m tvaru a za A� zvol�me A �

Je�li A tvaru 	B a ji� um�me sestrojit prenexn� tvar B� formule B � potom
A� vznikne z 	B� za pomoci operac� �b��

Pokud A je tvaru B � C a ji� um�me sestrojit prenexn� tvary B�� C � formul�
B� C � potom A� �B� � C �� � Sestrojme varianty B��� C �� formul� B�� C � takov��
�e ��dn� voln� prom�nn� formule C � �a tedy ani C �� � nen� v�zan� ve formuli
B�� a tak� ��dn� voln� prom�nn� ve formuli B� �a tedy ani v B�� � nen� v�zan�
ve formuli C �� � Z V�ty o variant�ch plat�

A� �B�� � C ���

a prenexn� tvar formule B�� � C �� �a tedy i formule A � odvod�me z formule
B�� � C �� pomoc� operac� �c�� �d��

Nakonec� je�li A tvaru �
x�B a B� je prenexn� tvar formule B � potom
�
x�B� je prenexn� tvar formule A � pokud prom�nn� x nen� v�zan� ve formuli
B� � jinak je prenexn�m tvarem formule B formule B� �
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Pokud formule A obsahuje logick� spojky #� � � m��eme tyto symboly bu�
eliminovat rozeps�n�m zkratek� nebo pou�ijeme prenexn� operace �e�� Z prenex�
n�ch operac� �c�� �d� je z�ejm�� �e pro spojku � nen� p��m� analogie operac� �c��
�d� mo�n�� ekvivalenci proto eliminujeme rozeps�n�m na konjunkci dvou impli�
kac��

���
 P�klad Nech� x nen� voln� ve formuli B a prom�nn� y se nevyskytuje
v B ani v C � Potom n�sleduj�c� formule jsou ekvivalentn� �napravo uv�d�me
pou�it� prenexn� operace��

B � �
x�C
�B � �
x�C� # ��
y�Cx$y%� B� de�nice ekvivalence� �a�
�
x� �B � C� # ��y� �Cx$y%� B� �c�� �d�
�
x���y� $�B � C� # �Cx$y%� B�% �e�

���� P�klad N�sleduj�c� formule jazyka aritmetiky jsou ekvivalentn�

��x� �x ! y�� ��x� �x ! 	 � 	��y� �y � 	��
��x� �x ! y�� ��u� �u ! 	 � 	��v� �v � 	�� �a�
��x� �x ! y�� ��u� �u ! 	 � �
v�	�v � 	�� �b�
��x� �x ! y�� ��u��
v� �u ! 	 � 	�v � 	�� �e�
�
x���u��
v� $�x ! y�� �u ! 	 � 	�v � 	��% �c�� �d�

P�i konstrukci prenexn�ho tvaru nen� po�ad� prenexn�ch operac� jednozna�n� ur�
�eno� proto je prenexn�m tvarem tak� formule

��u��
v��
x� $�x ! y�� �u ! 	 � 	�v � 	��%

��� Predik�tov� logika s rovnost�

P�i de�nici spl�ov�n� jsme zd�raznili zvl��tn� postaven� predik�tu rovnosti v s��
mantice jazyka s rovnost�� Axiomy rovnosti� kter� syntakticky popisuj� vlastnosti
predik�tu rovnosti� vyjad�uj� p�irozen� po�adavky� kter� matematika klade na
rovnost, aby rovnost byla re(exivn�� a aby sob� rovn� individua m�la stejn�
vlastnosti v��i ka�d�mu predik�tu jazyka a d�vala stejn� v
sledky p�i pou�it�
libovoln� operace�

V dal��m budeme p�edpokl�dat� �e jazyk� se kter
m pracujeme� obsahuje pre�
dik�tov
 symbol ! pro rovnost� Syntaktick� vlastnosti tohoto predik�tu jsou
vyj�d�eny ve t�ech n�sleduj�c�ch schematech axiom��

Je�li x prom�nn�� potom formule

x ! x �R��

je axiom identity�
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Jsou�li x�� � � � � xk� y�� � � � � yk prom�nn� a je�li f k ��rn� funk�n� symbol� po�
tom formule

�x� ! y� � � � � �xk ! yk � �f�x�� � � � � xk� ! f�y�� � � � � yk�� � � ��� �R��

je axiom rovnosti pro funk�n� symbol f �

Jsou�li x�� � � � � xk� y�� � � � � yk prom�nn� a je�li p k ��rn� predik�tov
 symbol�
potom formule

�x� ! y� � � � � �xk ! yk � �p�x�� � � � � xk�� p�y�� � � � � yk�� � � ��� �R��

je axiom rovnosti pro predik�tov
 symbol p �

Symetrii a tranzitivnost rovnosti lze odvodit z axiom� �R�� pro predik�t rov�
nosti�

Nejprve dok��eme symetrii� pro libovoln� prom�nn� x� y plat�

� x ! y � y ! x ����

P�i d�kazu ���� i v dal��ch aplikac�ch axiom� �R��� �R�� upust�me od psan�
z�vorek p�i �mluv�� �e chyb�j�c� z�vorky se kumuluj� doprava �tedy tak� jako v
uveden
ch axiomech�� Formule

� x ! y � x ! x� x ! x� y ! x ����

je p��pad axiomu �R�� a po�ad� prvn�ch t�� �len� implikace ���� lze b��n
m
obratem v
rokov� logiky zam�nit� Jin
mi slovy� formule

� x ! x� x ! x� x ! y � y ! x

je tautologick
m d�sledkem formule ����� Odtud ji� ���� plyne z axiom� �R��
podle pravidla modus ponens�

Formule

� x ! y � y ! z � x ! z ����

vyjad�uje tranzitivnost rovnosti� P�i d�kazu vych�z�me z n�sleduj�c�ho p��padu
axiomu �R��

� y ! x� z ! z � y ! z � x ! z ����

Op�t

� z ! z � y ! x� y ! z � x ! z

je tautologick
m d�sledkem ����� Pravidlem modus ponens z axiomu z ! z
odvod�me

� y ! x� y ! z � x ! z ����

Formule ���� se odvod� slo�en�m implikac� ���� a ���� jako jejich tautologick

d�sledek� Instance formul� ����� ���� a axiomu �R�� se b��n� vyu��vaj� p�i �e�en�
rovnic� N�sleduj�c� v�ta roz�i�uje paletu takov
ch obrat��
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���� V�ta Nech� t�� � � � � tn� s�� � � � � sn jsou termy takov�� �e plat�

� ti ! si pro i ! �� �� � � � � n ����

�i� Je�li t term a s je term� kter
 vznikne z t z�m�nou n�kter
ch v
skyt�
term� ti odpov�daj�c�mi termy si � potom

� t ! s ����

�ii� Je�li A� formule� kter� vznikne z formule A z�m�nou n�kter
ch v
skyt�
term� ti odpov�daj�c�mi termy si � krom� p��pad�� kdy term ti je prom�nn� x �
kter� je sou��st� kvanti�kace �
x� � � � nebo ��x� � � � � potom

� A� A�

D�kaz� �i� Dok��eme indukc� podle slo�itosti termu t � Je�li t prom�nn�� nebo
n�kter
 z term� t�� � � � � tn a term s vznikne z�m�nou cel�ho termu t odpov�da�
j�c�m termem� pak ���� je jeden z p�edpoklad� �����

Je�li term t tvaru f�r�� � � � � rk� a pro termy r�� � � � � rk ji� bylo tvrzen� �i�
dok�z�no a je�li term s tvaru f�r��� � � � � r

�
k� � kde r�j� j ! �� �� � � � � k vznikne z rj

z�m�nou n�kter
ch v
skyt� term� ti odpov�daj�c�mi termy si � podle induk�n�ho
p�edpokladu plat�

� rj ! r�j pro j ! �� �� � � � � k ���

D�le formule

� r� ! r�� � � � �� rk ! r�k � f�r�� � � � � rk� ! f�r��� � � � � r
�
k� ����

je instanc� axiomu �R��� Tvrzen� ���� lze odvodit z ��� a ���� pomoc� pravidla
modus ponens�

�ii� Podle p�edpokladu se p�i p�echodu od formule A k A� nenahrazuj� pro�
m�nn�� kter� jsou sou��st� kvanti�kac�� Z�m�na term� tedy prob�h� jen v ato�
mick
ch podformul�ch formule A � Sta��� kdy� uk��eme� �e libovoln� atomick�
podformule p�r�� � � � � rk� � kde p je predik�t r�zn
 od rovnosti� p��padn� podfor�
mule r� ! r� je ekvivalentn� se svou transformac� p�r��� � � � � r

�
k� nebo r�� ! r�� �

Podle �i� plat� ��� a formule

� r� ! r�� � r� ! r�� � � � �� rk ! r�k � p�r�� � � � � rk�� p�r��� � � � � r
�
k�

je instanc� axiomu �R��� Odtud

p�r�� � � � � rk�� p�r��� � � � � r
�
k�

lze odvodit pomoc� ��� a pravidla modus ponens� Obr�cen� implikace plyne
podobn
m zp�sobem ze symetrie rovnosti ���� a ���� Ob� atomick� podformule
jsou tedy ekvivalentn�� P��pad atomick� podformule r� ! r� se dokazuje obdobn��
Podle v�ty o ekvivalenci je formule A� ekvivalentn� s A � proto�e vznikla z�m�nou
podformul� za ekvivalentn� formule�
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���� V�ta Jsou�li t� t�� � � � � tn� s�� � � � � sn termy a je�li A formule� potom
plat�

�i� � t� ! s� � t� ! s� � � � �� tn ! sn � t$t�� � � � � tn% ! t$s�� � � � � sn%

�ii� � t� ! s� � t� ! s� � � � �� tn ! sn � �A$t�� � � � � tn%� A$s�� � � � � sn%�

Je�li nav�c x prom�nn�� kter� nen� obsa�ena v termu t � potom
�iii� � Ax$t%� �
x� �x ! t� A�

�iv� � Ax$t%� ��x� �x ! t # A�

D�kaz� Pokud termy t�� � � � � tn� s�� � � � � sn neobsahuj� ��dnou prom�nnou� �i�
a �ii� plyne z odpov�daj�c�ch tvrzen� v�ty ���� podle v�ty o dedukci� V obecn�m
p��pad� je t�eba prom�nn� v termech ti� si nahradit nov
mi konstantami� Ob�
tvrzen� plynou z v�ty ���� podle v�ty o dedukci a v�ty o konstant�ch�

�iii� Formule

� �
x� �x ! t� A�� �t ! t� Ax$t%�

je p��padem axiomu speci�kace� Z�m�nou prvn�ch dvou podformul� implikace
odvod�me

� t ! t� ��
x� �x ! t� A�� Ax$t%�

jako tautologick
 d�sledek� Nakonec

� �
x� �x ! t� A�� Ax$t%

odvod�me pravidlem modus ponens pomoc� p�edchoz� formule a instance t ! t
axiomu �R���

Abychom dok�zali obr�cenou implikaci� pou�ijeme �ii�

� x ! t� �A� Ax$t%�

Odkud

� Ax$t%� �x ! t� A�

odvod�me jako tautologick
 d�sledek� Nakonec

� Ax$t%� �
x� �x ! t� A�

odvod�me pravidlem 
 � proto�e podle p�edpokladu formule Ax$t% neobsahuje
voln� prom�nnou x � Tvrzen� �iv� se dokazuje podobn
m zp�sobem�
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��� Cvi�en� A

S�mantika predik�tov� logiky prvn�ho ��du

a� Ov��te zda n�sleduj�c� formule jsou spln�ny v n�jak� realizaci jazyka

��x�p�x�

�
x�p�x�

��x��
y��q�x� x� # 	q�x� y��

��x���y��p�x� # 	p�y��

��x��
y�q�x� y�� �
y���x�q�x� y�

��x��
y�q�x� y�� �
z�R�x� y� z�

�V x��Ey�q�x� y�� �Ey��V x�q�x� y�

b� Ov��te� kter� z formul� v a� jsou logicky pravdiv�� to znamen�� �e jsou
spln�ny v ka�d� realizaci jazyka�

Form�ln� syst�m dokazov�n� v predik�tov� logice

�� Doka�te

a� �
x��A � B� � ��xA � B� � pokud x nem� voln
 v
skyt ve formuli
B�

b� prom�nn� x nem� voln
 v
skyt ve formuli A

A� �
x�A

A� ��x�A

�
x�A� ��x�A

c� QxQyB � QyQxB

kde Q ozna�uje univers�ln� nebo existen�n� kvanti�k�tor�

Qx�Qx� � � � QxnB � Qxp�Qxp� � � � QxpnB�

kde Q ozna�uje univers�ln� nebo existen�n� kvanti�k�tor a p�� p�� � � � � pn je
libovoln� permutace index� �� �� � � � n�

d� ��x��
y�B � �
y���x�B

e� 	��x�A� 	�
x�A
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f� ��x��A # �B � C��� �
x��A� 	C�� 	B�

Pokud prom�nn� x nem� voln
 v
skyt ve formuli B�

�� Doka�te

a� 
x�A # B�� �
xA # 
xB�

b� �x�A � B�� ��xA � �xB�

c� �x�A # B�� ��xA # �xB�

d� ��xA � �xB�� �x�A � B�

e� �
xA� 
xB�� �
xA� 
xB�

f� �
xA� 
xB�� ��xA� �xB�

V�ta o korektnosti

�� Ov��te zda n�sleduj�c� formule jsou dokazateln� v predik�tov� logice

a� 
x�yA� �y
xA

b� ��xA # �xB�� �x�A # B�

c� 
x�A � B�� �
xA � 
xB�

d� �A� B�� �
xA� 
xB�

e� �A� B�� ��xA� �xB�

V�ty o rovnosti

Doka�te

a� t� ! s� � t� ! s� � � � �� tn ! sn � t$t�� t�� � � � � tn% ! t$s�� s�� � � � � sn%

b� t� ! s� � t� ! s� � � � �� tn ! sn �
� �A$t�� t�� � � � � tn%� A$s�� s�� � � � � sn%�

c� Nech� x je prom�nn� a t je term� kter
 neobsahuje prom�nnou x�

Doka�te� �e plat�

Ax$t%� 
x�x ! t� A�

Ax$t%� �x�x ! t # A�

transitivnost rovnosti

x ! x� y ! z � x ! y � x ! z
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��� Cvi�en� B

�� �Polsk
 z�pis term��
Je�li d�n jazyk L prvn�ho ��du� ��k�me� �e slovo t je bezz�vorkov
m
z�pisem termu� jestli�e t vznikne podle n�sleduj�c�ch pravidel,

�i� t sest�v� z jedin�ho symbolu / symbolu pro prom�nnou�

�ii� t je tvaru f t�� � � � � tn �z�et�zen� n  � slov�� kde f je n ��rn�
funk�n� symbol a t�� � � � � tn jsou bezz�vorkov� z�pisy term��

�a� Doka�te obdobu tvrzen� �a� / �c� ze cvi�en� �� kapitola ��

�b� Modi�kujte de�nici polsk�ho z�pisu z citovan�ho cvi�en� prvn� kapi�
toly tak� aby popisovala polsk
 z�pis v�ech formul� predik�tove logiky�
Doka�te obdobu tvrzen� �a� / �c� z citovan�ho cvi�en��

�� Jsou�li T � S mno�iny formul�� A � B formule� potom plat�

�a� Je�li T � S a T � A � potom S � A �

�b� T � A pr�v� kdy� pro n�jakou kone�nou podmno�inu T � � T plat�
T � � A �

�c� Je�li T � C pro ka�dou formuli C z mno�iny S a je�li S � A �
potom T � A �

�d� Je�li S mno�ina v�ech uz�v�r� formul� z T � potom T � A � pr�v�
kdy� S � A �

�e� Je�li T � A a T � A� B � potom T � B �

�� Je�li A� uz�v�r formule A � je�li B formule a T mno�ina formul�� potom
T�A � B pr�v� kdy� T � A� � B �

�� �a� Uka�te� �e pravidlo zaveden� 
 �viz lemma �� pln� nahrad� odvozovac�
pravidlo generalizace� Nav�c je mo�n� vynechat schema axiom� �
x� �A�
B�� �A� �
x�B�� kde prom�nn� x nen� voln� ve formuli A �

�b� Uka�te� �e pravidlo zaveden� � �viz lemma � �ii�� a schema �i� z t�ho�
lemmatu pl�e nahrad� pravidlo zaveden� 
 a schema speci�kace� Podle
�a� vznikne form�ln� syst�m ekvivalentn� predik�tov� logice prvn�ho
��du�

Oba typy syst�m� uveden� v bodech �a�� �b� byly pou��v�ny Hilbertem a
jeho ��ky�

�� Je�li T mno�ina formul�� T je sporn�� pr�v� kdy� � 	A� � � � � � 	An �
kde A�� � � � � An jsou uz�v�ry �navz�jem r�zn
ch� formul� z mno�iny T �
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�� Jsou�li v�� � � � � vn navz�jem r�zn� symboly pro prom�nn�� ozna�me

A� formuli ��v����v�� �v� ! v��

a d�le

A� ozna�uje formuli ��v����v����v�� �v� ! v� # v� ! v� # v� ! v��

Je z�ejm�� jak bychom zapsali formuli An � kter� tvrd� "existuje alespo� n
r�zn
ch individu�"�

Jsou�li x � y � z navz�jem r�zn� symboly pro prom�nn�� doka�te �
��x� �x ! y # x ! z�� ��y ! z # A�� � �y ! z # A����

�� Doka�te tvrzen� �i�� �ii� a �iv� z v�ty � v x��

� P�eve�te n�sleduj�c� formule do prenexn�ho tvaru

�a� �
x���
y� �y � x� P �y��� P �x��� �
x�P �x� �

�b� ��x�P �x�� ��x� �P �x�# �
y� �y � x � 	P �y��� � kde P je un�rn�
predik�tov
 symbol�

�� Nech� L je jazyk prvn�ho ��du� nech� c je symbol pro konstantu� kter

se nevyskytuje v L � nech� L� je jazyk� kter
 vznikne z L roz���en�m
o symbol c � Ke ka�d� formuli A jazyka L p�i�a�me formuli A� tak�
�e libovoln
 term ve formuli A nahrad�me konstantou c a vynech�me
v�echny kvanti�k�tory a v�echny prom�nn�� kter� jsou bezprost�edn� za
kvanti�k�torem�

�a� Konstrukci formule A� lze popsat indukc� dle slo�itosti,
Je�li A atomick� formule tvaru p�t�� � � � � tn� � kde p je n ��rn�
predik�tov
 symbol r�zn
 od rovnosti a t�� � � � � tn jsou termy� pak
A� je formule p�c� � � � � c� �
Je�li A atomick� formule tvaru t� ! t� � kde t� � t� jsou termy� pak
A� je formule c ! c �
Je�li A tvaru 	B � nebo B�C � kde B � C jsou formule a �

je symbol pro logickou spojku� potom A� je formule 	B� � nebo
B�
�C� �

Je�li A tvaru �Qx�B � kde Q je symbol pro kvanti�k�tor a X je
n�jak� prom�nn�� potom A� je tvaru B� �

�b� Je�li L jazyk bez rovnosti� A libovoln� formule takov�� �e � A �
potom A� je tautologie�

�c� Je�li L jazyk s rovnost�� A libovoln� formule takov�� �e � A � potom
A� je tautologick
 d�sledek formule c ! c �



���� CVI�EN� B ��

�d� Pro ��dnou formuli A nen� � A a � 	A � Form�ln� syst�m predi�
k�tov� logiky je tedy bezesporn
� Probl�m bezespornosti predik�tov�
logiky byl p�eveden na bezespornost v
rokov� logiky�
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Kapitola �

Pravdivost a dokazatelnost

Zat�m jsme s�mantiku a form�ln� syst�m �syntax� predik�tov� logiky zkoumali
odd�len�� Zavedli jsme jazyk prvn�ho ��du a nejprve jsme se zab
vali rela�n�mi
strukturami� kter� jazyk realizuj� a de�novali jsme spl�ov�n� a pravdivost for�
mul� v realizac�ch jazyka� Teprve potom jsme zavedli form�ln� syst�m predik��
tov� logiky� jej� axiomy a odvozovac� pravidla� Z nich jsme dok�zali z�kladn� v�ty
predik�tov� logiky�

Nyn� si polo��me ot�zku� zda zvolen
 form�ln� syst�m predik�tov� logiky dob�e
vystihuje jej� s�mantiku� zejm�na zda v�ty predik�tov� logiky jsou logicky prav�
div
mi formulemi a naopak� Tyto ot�zky budeme zkoumat nejen pro form�ln�
syst�m predik�tov� logiky� ale pro t��du v�ech teori� prvn�ho ��du� Nejprve zave�
deme pot�ebn� pojmy�

��� Vta o korektnosti


�� Logicky pravdiv� formule Je�li L jazyk� ��k�me� �e formule A jazyka
L je logicky pravdiv� a p��eme j! A � jestli�e A je spln�na v ka�d� realizaci
jazyka L�

Logicky pravdiv� jsou ty formule� kter� jsou spln�ny bez ohledu na realizaci
jazyka� tedy p�i libovoln� interpretaci speci�ln�ch symbol�� Logicky pravdiv
m
formul�m ��k�me tak� logicky platn� formule�


�� Teorie prvn�ho �du Je�li L jazyk prvn�ho ��du a T je mno�ina
formul� jazyka L � ��k�me� �e T je teorie prvn�ho ��du �v predik�tov� logice�
s jazykem L� Formul�m z mno�iny T ��k�me speci�ln� axiomy teorie T �
Predik�tov� logika je speci�ln�m p��padem teorie prvn�ho ��du� kter� nem� ��dn�
speci�ln� axiomy�

P�edchoz� de�nice odpov�d� postupu� kter
m v matematice zav�d�me n�ja�
kou speci�ln� teorii� Nejprve zvol�me jazyk vhodn
 k form�ln�mu popisu teorie a

��
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v�echny p�edpoklady o objektech� se kter
mi teorie pracuje� vyj�d��me pomoc�
vhodn
ch formul� zvolen�ho jazyka � speci�ln�ch axiom��

Za zm�nku stoj� i s t�m spojen
 posun z�jmu� P�i odvozov�n� v�t teorie n�m
jde p�edev��m o takov�� ve kter
ch se projev� speci�ln� vlastnosti teorie� M�n�
se zaj�m�me o logicky pravdiv� formule� kter� plat� ve v�ech realizac�ch jazyka
teorie� zaj�m�me se o formule� kter� jsou pravdiv� v t�ch realizac�ch jazyka� ve
kter
ch jsou spln�ny v�echny speci�ln� axiomu teorie�


�� Modely teorie �i� Je�li T teorie s jazykem L a M je realizace jazyka
L � ��k�me� �e M je modelem teorie T a p��eme M j! T � je�li v M spln�n
ka�d
 speci�ln� axiom teorie T �

�ii� -�k�me� �e formule A je s�mantick�m d�sledkem teorie T nebo �e A
je T �platn� formule� je�li A spln�na v ka�d�m modelu teorie T � V takov�m
p��pad� p��eme T j! A�


�
 P�klad a� Teorie uspo��d�n� m� jazyk s rovnost�� kter
 obsahuje jedin

speci�ln� symbol� bin�rn� predik�t � a dva speci�ln� axiomy

	�x � x�

x � y � �y � z � x � z�

kde x� y� z jsou prom�nn�� Ka�d
 model t�to teorie je ��ste�n� uspo��dan� mno�
�ina�

P�id�me�li je�t� axiom

x � y � x ! y � y � x

potom ka�d
 model t�to teorie je line�rn� uspo��dan� mno�ina� Takov� teorii se
��k� teorie line�rn�ho uspo��d�n��

b� Teorie okruh�� obor� integrity a t�les Nech� L ! f	� ��  � � g je jazyk s
rovnost� takov
� �e 	� � jsou symboly pro konstanty a  � � jsou symboly pro
bin�rn� funkce� Teorie komutativn�ch okruh� s jednotkou m� n�sleduj�c� speci�ln�
axiomy

x  �y  z� ! �x  y�  z �o��

x  	 ! x 	  x ! x �o��

��y��x y ! 	 # y  x ! 	� �o��

x  y ! y  x �o��

� � x ! x x � � ! x �o��

x � �y � z� ! �x � y� � z �o��

x � y ! y � x �o��

x � �y  z� ! �x � y�  �x � z� �o�
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P�id�n�m axiomu

x � y ! 	� �x ! 	 � y ! 	� �i��

dost�v�me axiomy teorie obor� integrity�

P�id�me�li k axiom�m teorie okruh� dva axiomy

	 ! � �t��

x ! 	� ��y��y � x ! �� �t��

dost�v�me axiomy teorie t�les� Modelem teorie okruh� je okruh� modelem teorie
obor� integrity je obor integrity a modelem teorie t�les je t�leso� V algeb�e se
dokazuje� �e axiom �i�� je v�tou teorie t�les� Ka�d� t�leso je tedy oborem integrity�

c� Element�rn� aritmetika je teorie s jazykem s rovnost� a speci�ln�mi symboly
	� S�  � � � kde 	 je konstanta ozna�uj�c� nejmen�� p�irozen� ��slo� S je un�rn�
funk�n� symbol pro funkci n�sledn�ka S�x� ! x  � �  a � jsou bin�rn�
pro operace sou�tu a sou�inu p�irozen
ch ��sel� Element�rn� aritmetika m� tyto
speci�ln� axiomy�

S�x� ! 	

S�x� ! S�y�� x ! y

x  	 ! x

x  S�y� ! S�x y�

x � 	 ! 	

x � S�y� ! �x � y�  x

Prvn� dva axiomy tvrd�� �e n�sledn�k p�irozen�ho ��sla je nenulov
 a �e S je
prost� funkce� dal�� �ty�i axiomy pod�v�j� rekurzivn� de�nici sou�tu a sou�inu�

Struktura N z p��kladu ���� c je ur�ena mno�inou p�irozen
ch ��sel v teorii
mno�in s operacemi sou�tu a sou�inu p�irozen
ch ��sel tak jak jsou de�nov�ny v
teorii mno�in je modelem element�rn� aritmetiky� N naz
v�me standardn� model
aritmetiky�


�� �plnost form�ln�ho syst�mu predik�tov� logiky Hlavn�m v
sled�
kem t�to kapitoly je v�ta o �plnosti predik�tov� logiky� kter� tvrd�� �e pro libovol�
nou teorii T prvn�ho ��du mno�ina v�ech v�t teorie T je rovna mno�in� v�ech
T �platn
ch formul�� Speci�ln� pro predik�tovou logiku to znamen�� �e libovoln�
formule je v�tou predik�tov� logiky� pr�v� kdy� je logicky platn��

-�k�me� �e form�ln� syst�m predik�tov� logiky je �pln�� proto�e dovoluje od�
vodit pr�v� v�echny logicky platn� formule� Prvn�m krokem na cest� k tomuto
c�li je n�sleduj�c� tvrzen��


�� V�ta o korektnosti Je�li T teorie s jazykem L a je�li A formule
jazyka L takov�� �e T � A � potom T j! A� Ka�d� v�ta teorie T je spln�na ve
v�ech modelech�
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D�kaz se prov�d� indukc� podle d�lky d�kazu formule A � V prvn� ��sti do�
k��eme� �e v�echny axiomy predik�tov� logiky jsou logicky pravdiv� a tedy tak�
T �platn� a ve druh� ��sti dok��eme� �e odvozovac� pravidla jsou korektn�, z T �
platn
ch formul� odvozuj� zase T �platnou formuli a speci�ln� z logicky platn
ch
formul� odvozuj� zase logicky platnou formuli�

Nech� A�� A�� � � � � An je d�kaz formule A z axiom� T � Nech� M je
libovoln
 model teorie T � Indukc� podle d�lky d�kazu dok��eme� �e M j! Ai

plat� pro ka�d� i � n� Je�li d�no i� p�edpokl�dejme� �e ka�d� formule Aj � j � i
je spln�na v modelu M � Pro i ! � je to pr�zdn
 p�edpoklad� Podle de�nice
d�kazu pro formuli Ai mohou nastat tyto p��pady

a� Ai je axiom z T � potom Ai je spln�na v M � proto�e M je model teorie
T podle p�edpokladu�

b� Ai je axiom predik�tov� logiky� P��pady jednotliv
ch schemat axiom�
rozebereme ka�d
 zvl����

b�� Ai je axiom v
rokov� logiky� V�me� �e Ai je tautologie� Je�li e libo�
voln� ohodnocen� prom�nn
ch v modelu M � ohodnocen� e ur�uje pravdivostn�
hodnoty v�ech prvotn�ch podformul� formule Ai � Formule Ai je tautologie� je
tedy pravdiv� v M p�i ohodnocen� e nez�visle na pravdivosti sv
ch prvotn�ch
podformul�� Proto�e e je libovoln� ohodnocen� prom�nn
ch� Ai je spln�na v M �

b�� Ai je axiom speci�kace tvaru �
x�B � Bx$t% � Nech� e je libovoln�
ohodnocen� prom�nn
ch� Je�li podformule �
x�B nepravdiv� p�i ohodnocen�
e� podle de�nice pravdivosti implikace je formule Ai pravdiv� p�i ohodnocen�
e� P�edpokl�dejme� �e podformule �
x�B je pravdiv� p�i ohodnocen� e� Podle
de�nice pravdivosti� potom M j! B$e�x	m�% pro libovoln� individuum m� Spe�
ci�ln�� je�li m individuum t$e% � podle lemmatu ���� je formule Bx$t% pravdiv�
p�i ohodnocen� e � a tedy tak� formule Ai je pravdiv� p�i ohodnocen� e� Uk�zali
jsme� �e formule Ai je pravdiv� v M p�i libovoln�m ohodnocen� prom�nn
ch�
je tedy spln�na v M �

b�� Je�li Ai axiom tvaru �
x��B � C� � �B � �
x�C� � kde formule B
neobsahuje voln� prom�nnou x a je�li e libovoln� ohodnocen� prom�nn
ch� stejn�
jako v b��� zaj�mav
 je jen p��pad� kdy podformule �
x��B � C� je pravdiv� p�i
ohodnocen� e� Podle de�nice spl�ov�n� to znamen�� �e pro libovoln� individuumm
plat� M j! �B � C�$e�x	m�% � Podle de�nice pravdivosti implikace to znamen��
�e bu� podformule B nen� pravdiv� p�i ohodnocen� e�x	m�� nebo podformule C
je p�i tomto ohodnocen� pravdiv�� Proto�e B neobsahuje prom�nnou x voln��
B je pravdiv� p�i ohodnocen� e�x	m�� pr�v� kdy� je pravdiv� p�i ohodnocen� e�
P�itom pravdivost C p�i ohodnocen� e�x	m� pro ka�d� individuum m� podle
de�nice pravdivosti znamen�� �e formule �
x�C je pravdiv� p�i ohodnocen� e�

Uk�zali jsme� �e p�i ohodnocen� e bu� nen� pravdiv� formule B nebo je
pravdiv� formule �
x�C � tedy formule B � �
x�C je pravdiv� p�i ohodnocen� e�
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To znamen�� �e je pravdiv� tak� implikace Ai � To v�e p�i libovoln�m ohodnocen�
e� proto M j! Ai �

b�� Je�li Ai axiom identity tvaru x ! x � potom Ai je pravdiv� p�i ka�d�m
ohodnocen� e� proto�e ob� strany rovnosti jsou realizov�ny stejn
m individuem
e�x��

Je�li Ai axiom rovnosti pro n��rn� funk�n� symbol f � tedy axiom

x� ! y� � x� ! y� � � � �� xn ! yn � f�x�� x�� � � � � xn� ! f�y�� y�� � � � � yn�

m�jme libovoln� ohodnocen� prom�nn
ch e� Zaj�mav
 je pouze p��pad� kdy v�echny
p�edpoklady implikace xi ! yi jsou pravdiv� p�i e� Potom je pro ka�d� i� � �
i � n prom�nn
m xi� yi p�i�azeno stejn� individuum e�xi� ! mi ! e�yi� �
To znamen�� �e oba termy v posledn� rovnosti implikace jsou realizov�ny stej�
n
m individuem fM�m�� m�� � � � � mn� � Podle de�nice pravdivosti je pak rovnost
f�x�� x�� � � � � xn� ! f�y�� y�� � � � � yn� pravdiv� p�i ohodnocen� e a spolu s n� i
axiom rovnosti Ai � Proto�e e bylo libovoln� ohodnocen� prom�nn
ch� axiom
Ai je spln�n v M � Podobn� postupujeme Je�li Ai axiom rovnosti pro predik�t�

Zb
vaj� p��pady� kdy formule Ai je odvozena n�jak
m odvozovac�m pravi�
dlem�

c� Je�li formule Ai odvozena pravidlem modus ponens z formul� Aj � Ak �
kde j� k � i a Ak je tvaru Aj � Ai� podle induk�n�ho p�edpokladu jsou
formule Aj � Ak pravdiv� v M p�i libovoln�m ohodnocen� prom�nn
ch e� Z
de�nice pravdivosti implikace pak dost�v�me� �e tak� formule Ai je pravdiv� p�i
libovoln�m ohodnocen� e� je tedy spln�na v modelu M�

d� Je�li formule Ai odvozena pravidlem generalizace z n�jak� formule Aj pro
j � i� potom Ai je tvaru �
x�Aj � Nech� e je libovoln� ohodnocen� prom�nn
ch�
Podle induk�n�ho p�edpokladu je formule Aj pravdiv� p�i ka�d�m ohodnocen�
prom�nn
ch� speci�ln� tak� p�i ka�d�m ohodnocen� e�x	m� pro libovoln� indivi�
duum m� Podle de�nice pravdivosti je pak formule �
x�Aj � tedy formule Ai

pravdiv� p�i ohodnocen� e� Proto�e e je libovoln� ohodnocen� prom�nn
ch� Ai

je spln�na v modelu M � T�m je v�ta o korektnosti dok�z�na�


�� D�sledek V�echny axiomy predik�tov� logiky jsou logicky pravdiv� for�
mule� Z korektnosti odvozovac�ch pravidel plyne� �e tak� v�echny v�ty predik�tov�
logiky jsou logicky pravdiv� formule�


�� P�klad a� V�ta o korektnosti d�v� metodu� jak uk�zat �e n�jak� for�
mule nen� v�tou predik�tov� logiky nebo v�tou n�jak� teorie T � Uva�ujme formuli
x ! 	 ve standardn�m modelu N element�rn� aritmetiky� V n�m je konstanta 	
realizov�na pr�zdnou mno�inou� Ohodnot�me�li prom�nnou x kter
mkoli jin
m
individuem� formule x ! 	 nen� pravdiv� v N� nen� tam tedy ani spln�na� Podle
v�ty o korektnosti tato formule nen� v�tou element�rn� aritmetiky a t�m m�n� v��
tou predik�tov� logiky� Stejn
m zp�sobem bychom dok�zali� �e ani formule x ! 	



� KAPITOLA �� PRAVDIVOST A DOKAZATELNOST

nen� v�tou element�rn� aritmetiky� Tento v
sledek n�s nep�ekvap�� uv�dom�me�li
si� �e kdyby nap��klad formule x ! 	 byla v�tou element�rn� aritmetiky� pak
podle v�ty o uz�v�ru by v�tou byla tak� formule �
x��x ! 	��

b� Nyn� m��eme uk�zat� �e v�tu o dedukci nelze v predik�tov� logice vyslovit
bez p�edpokladu o prom�nn
ch formule A� V predik�tov� logice dok��eme

x ! 	 � y ! 	

proto�e y ! 	 je instanc� x ! 	 � Nen� v�ak dokazateln� implikace

x ! 	� y ! 	

proto�e nen� spln�na ve standardn�m modelu aritmetiky N� K tomu sta�� vz�t
ohodnocen� prom�nn
ch� kter� prom�nn� x p�i�azuje pr�zdnou mno�inu a pro�
m�nn� y kter�koliv jin� individuum�


�� D�sledek M��li teorie T model� je bezesporn��

D�kaz� Nech� M je model teorie T � Nech� A je n�jak� uzav�en� formule ja�
zyka teorie T � Podle de�nice spl�ov�n� je pr�v� jedna z formul� A a 	A pravdiv�
v modelu M� Ta z obou formul�� kter� nen� pravdiv� v M� nem��e b
t podle v�ty
o korektnosti dokazateln�� To znamen�� �e teorie T je bezesporn��


��� D�sledek Predik�tov� logika je bezesporn��

D�kaz� Ka�d� realizace jazyka je modelem predik�tov� logiky podle D�sledku
���� Tvrzen� potom plyne z D�sledku ����


��� Finitn� a ne�nitn� d�kazy D�kaz bezespornosti predik�tov� logiky
podle D�sledku ���	 se op�r� o model� kter
 m��e b
t s�m nekone�n
� Takov�mu
d�kazu ��k�me ne�nitn�� Ve cvi�en�ch uk��eme� �e bezespornost predik�tov� lo�
giky lze dok�zat pomoc� jednoprvkov�ho� tedy �nitn�ho modelu� V obecn�m p���
pad� m��e b
t d�kaz bezespornosti n�jak� teorie podm�n�n existenc� n�jak�ho
modelu� kter
 je nekone�n
 a existenci kone�n�ho modelu dan� teorie neum�me
dok�zat nebo dokonce um�me dok�zat� �e dan� teorie ��dn� kone�n� modely nem�
�nap��klad aritmetika�� Takov
m d�kaz�m bezespornosti se ��k� s�mantick��

Na rozd�l od mno�inov
ch struktur� kter� jsou modely teori�� formule a d�kazy
v jazyku dan� teorie jsou syntaktick� objekty� kter� jsou �nitn�� Finitn� d�kaz
bezespornosti teorie T lze prov�st nap��klad tak� �e pop��eme zp�sob� jak lze
libovoln
 d�kaz sporu v teorii T syntakticky transformovat na d�kaz sporu v
n�jak� jin� teorii S � o kter� ji� v�me� �e je bezesporn�� Potom T mus� b
t tak�
bezesporn� teorie�

Finitn� d�kaz popsan�ho typu se op�r� jen o syntax teori� T a S � proto se
takov
m d�kaz�m ��k� syntaktick�� Finitn� �syntaktick
� d�kaz bezespornosti
predik�tov� logiky redukc� sporu do v
rokov� logiky nen� obt��n
� Stru�n
 n�vod
byl za�azen do cvi�en��
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��� Vta o �plnosti

Zat�m jsme dok�zali� �e form�ln� syst�m predik�tov� logiky je korektn�� tedy �e
ka�d� v�ta predik�tov� logiky je logicky platn�� Nyn� uk��eme� �e form�ln� syst�m
predik�tov� logiky je tak� �pln
� to znamen�� �e tak� ka�d� logicky pravdiv�
formule je v�tou predik�tov� logiky� Tento v
sledek vyslov�me v obecn�j�� form�
pro teorie prvn�ho ��du�


��� V�ta o �plnosti �G)del� Nech� T je teorie s jazykem L � Potom plat�

�i� je�li A libovoln� formule jazyka L � potom

T � A� pr�v� kdy� T j! A

tedy A je v�tou T � pr�v� kdy� A je spln�na v ka�d�m modelu teorie T �

�ii� T je bezesporn� teorie� pr�v� kdy� T m� n�jak
 model�

D�kaz� Nejprve uk��eme� �e tvrzen� �i� je d�sledkem tvrzen� �ii�� Nech� T je
teorie� A je formule jazyka teorie T � Podle v�ty ���� je T � A � pr�v� kdy� je
T�f	A�g � kde A� je uz�v�r formule A � sporn� teorie� Podle �ii� je to ekvivalentn�
s tvrzen�m� �e T�f	A�g nem� model� Proto�e A� je uzav�en� formule a v ka�d�m
modelu teorie T �pokud n�jak
 existuje� mus� b
t pravdiv� jedna z formul� A�

a 	A� � znamen� to� �e v ka�d�m modelu teorie T je pravdiv� formule A� � Podle
de�nice spl�ov�n� to je pr�v� tehdy� kdy� je v ka�d�m modelu teorie T spln�na
formule A � T�m je �i� dok�z�no�

Pov�imn�me si� �e implikace zleva doprava ve tvrzen� �i� je zn�n� v�ty o ko�
rektnosti a implikace zprava doleva ve tvrzen� �ii� je zn�n� D�sledku ���� K d�kazu
v�ty o �plnosti sta��� dok��eme�li �e ka�d� bezesporn� teorie m� n�jak
 model�
Metodu d�kazu� kterou pou�ijeme� vytvo�il L� Henkin�

Nejprve pop��eme konstrukci takzvan� kanonick� struktury pro teorii T a
uk��eme� �e kanonick� struktura je modelem teorie T � pokud T spl�uje ur�it�
dal�� p�edpoklady� V dal��ch kroc�ch uk��eme� �e ka�dou teorii T lze roz���it do
teorie T � � kter� spl�uje zm�n�n� p�edpoklady� a �e omezen�m kanonick� struktury
pro T � z�sk�me model teorie T � D�kaz rozd�l�me do n�kolika tvrzen��


��� Konstrukce kanonick� struktury pro T Je�li T bezesporn� teorie
s jazykem L � m�me sestrojit rela�n� strukturu� kter� je modelem teorie T � To
znamen�� �e m�me sestrojit mno�inu individu� � univerzum takov�ho modelu �
a d�le zobrazen� a relace na tomto univerzu� kter� realizuj� funk�n� a predik��
tov� symboly jazyka L tak� aby v
sledn� struktura byla modelem teorie T � K
dispozici m�me jen syntaktick
 materi�l teorie T � jazyk� termy� formule a v�ty�

Z�kladn� my�lenka konstrukce je prost�� universum bude tvo�eno z term��
proto�e ty odpov�daj� "objekt�m" teorie� a spl�ov�n� formul� v konstruovan�
struktu�e bude d�no v�tami teorie� Univerzum struktury vytvo��me z term� bez
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prom�nn
ch� proto�e jejich v
znam je ur�en jednozna�n� bez ohledu na ohodno�
cen� prom�nn
ch� funk�n� symboly na tomto univerzu budeme realizovat ur�it
m
kanonick
m zp�sobem a predik�ty budou realizov�ny relacemi podle v�t teorie�

P�i bli���m zkoum�n� navr�en�ho postupu zjist�me� �e jsou zde n�kter� pro�
bl�my�

�i� Pokud jazyk L neobsahuje ��dnou konstantu� nejsou ��dn� termy bez
prom�nn
ch�

�ii� Je�li L jazyk s rovnost�� m��e se st�t� �e pro dva r�zn� termy t� s bez
prom�nn
ch plat� T � s ! t � ale v konstruovan� struktu�e nebude tato formule
spln�na proto�e oba termy ch�peme jako dv� r�zna individua�

�iii� Je�li A uzav�en� formule� v konstruovan� struktu�e bude pravdiv� jedna
z formul� A a 	A � P�itom ��dn� z nich nemus� b
t v�tou teorie T �

�iv� Je�li n�jak� formule tvaru ��x�B v�tou teorie T � chceme� aby tato for�
mule byla spln�na v konstruovan� struktu�e� To podle de�nice spl�ov�n� nastane
kdy� v dan� struktu�e najdeme individuum � term bez prom�nn
ch t � kter
 exis�
tenci "dosv�d��"� co� by znamenalo� �e Bx$t% je tak� v�tou teorie T � Teorie T
nemus� takov
 po�adavek spl�ovat�

Na prvn� pohled je z�ejm�� �e nejjednodu��� je probl�m �ii�� Proto�e rovnost
je re(exivn�� symetrick
 a tranzitivn� predik�t� sta�� faktorizovat mno�inu term�
podle rovnosti� V ostatn�ch p��padech mus�me po�adovat� aby teorie T m�la
n�jak� dal�� vlastnosti� V p��pad� �iii� je to �plnost a v p��pad� �iv� po�adujeme
aby T byla takzvan� Henkinova teorie� t�m je �e�en i probl�m konstant �i��
Nejprve zavedeme dva nov� pojmy�


��
 �pln� teorie -�k�me� �e teorie T s jazykem L je �pln�� jestli�e T
je bezesporn� a pro ka�dou uzav�enou formuli A jazyka L je jedna z formul�
A� 	A dokazateln� v T �

�pln� teorie je bezesporn� a pro ka�dou uzav�enou formuli A rozhoduje�
kter� z dvojice formul� A� 	A je dokazateln�� Z de�nice spl�ov�n� plyne� �e pro
ka�dou realizaci M jazyka je mno�ina Th�M� v�ech uzav�en
ch formul�� kter�
jsou pravdiv� v M� �pln� teorie�


��� Henkinovy teorie -�k�me� �e teorie T s jazykem L je Henkinova�
jestli�e pro libovolnou uzav�enou formuli ��x�B existuje konstanta c� takov�� �e
plat�

T � ��x�B � Bx$c%


��� Lemma Je�li T �pln� Henkinova teorie� potom T m� model�

D�kaz� Nech� T je �pln� Henkinova teorie s jazykem L � ozna�me T
mno�inu v�ech term� bez prom�nn
ch jazyka L � Na mno�in� T de�nujeme
relaci � tak� �e pro libovoln� dva termy t�� t� z T polo��me
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t� � t� � pr�v� kdy� T � t� ! t�

Relace � je ekvivalence na mno�in� T � proto�e predik�t rovnosti je re(e�
xivn�� symetrick
 a tranzitivn�� Pro libovoln
 term t z T nech� $t% ozna�uje
t��du ekvivalence termu t ur�enou relac� �� tedy

$t% ! fsjs � T � t � sg

Nech� univerzum M vznikne z T faktorizac� podle relace ekvivalence �� to
znamen�� �e mno�ina M je tvo�ena t��dami ekvivalence $t%� t � T �

K ur�en� rela�n� struktury M� kter� realizuje jazyk L� sta�� de�novat zobra�
zen� a relace na univerzu M � kter� realizuj� funk�n� a predik�tov� symboly jazyka
L�

Je�li f n��rn� funk�n� symbol a $t�%� $t�%� � � � � $tn% �M � polo��me

fM�$t�%� $t�%� � � � � $tn%� ! $f�t�� t�� � � � � tn�%

Je�li p n��rn� predik�tov
 symbol r�zn
 od rovnosti� pro $t�%� � � � � $tn% � M
de�nujeme

�$t�%� $t�%� � � � � $tn%� � pM pr�v� kdy� T � p�t�� t�� � � � � tn�

Je t�eba uk�zat� �e ob� de�nice jsou korektn�� �e jejich prav� strany z�vis� jen
na t��d�ch ekvivalence $ti%� � � i � n a ne na volb� jejich reprezentace termy
ti � Pro ka�d� i� � � i � n zvolme libovoln� si � $ti%� Potom T � ti ! si pro
ka�d� i� � � i � n a podle v�t o rovnosti

T � f�t�� t�� � � � � tn� ! f�s�� s�� � � � � sn�

T � p�t�� t�� � � � � tn�� p�s�� s�� � � � � sn�

odkud dost�v�me

$f�t�� t�� � � � � tn�% ! $f�s�� s�� � � � � sn�%

T � p�t�� t�� � � � � tn� pr�v� kdy� T � p�s�� s�� � � � � sn�

T�m je korektnost obou de�nic dok�z�na a de�nice kanonick� struktury M pro
teorii T je �pln�� V dal��m budeme pot�ebovat n�sleduj�c� tvrzen��

Je�li t term takov
� �e v�echny jeho prom�nn� jsou mezi prom�nn
mi
x�� x�� � � � � xn a je�li e ohodnocen� prom�nn
ch v M� takov�� �e e�xi� ! $ti%
pro i� � � i � n a n�jak� termy bez prom�nn
ch t�� t�� � � � � tn � potom pro
realizaci t$e% plat�

t$e% ! $tx�� x������xn$t�� t�� � � � � tn%%
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Speci�ln� je�li t term bez prom�nn
ch� potom

t$e% ! $t% ���

Dokazujeme indukc� podle slo�itosti termu t� Je�li t prom�nn� nap��klad
xi� potom

t$e% ! e�xi�

! $ti%

! $tx�� x������xn$t�� t�� � � � � tn%%

Je�li t tvaru f�s�� s�� � � � � sn�� z induk�n� hypot�zy plyne

si$e% ! $si$t�� t�� � � � � tn%% pro i� � � i � n

odkud

t$e% ! fM�s�$e%� s�$e%� � � � � sn$e%�

! fM�$s�$t�� t�� � � � � tn%%� � � � � $sn$t�� t�� � � � � tn%%�

! $f�s�� s�� � � � � sn�$t�� t�� � � � � tn%%

! $tx�� x������xn$t�� t�� � � � � tn%%

D�kaz tohoto tvrzen� je obdobou d�kazu lemmatu ���� �i�� N�sleduj�c� tvrzen�
se dok��e podobn� jako tvrzen� �ii� t�ho� lemmatu�

Je�li A formule jej�� voln� prom�nn� jsou mezi prom�nn
mi x�� x�� � � � � xn
a e je ohodnocen� prom�nn
ch v M takov�� �e e�xi� ! $ti% pro i� � � i � n a
termy bez prom�nn
ch ti� potom

M j! A$e% pr�v� kdy� M j! Ax��x������xn$t�� t�� � � � � tn% ���

Pro kanonickou strukturu M pro teorii T a libovolnou uzav�enou formuli
A plat�

M j! A pr�v� kdy� T � A ���
dok��eme to indukc� podle slo�itosti formule A� P�ipome�me� �e podle de�nice
spl�ov�n� je uzav�en� formule pravdiv� v n�jak� realizaci jazyka� je�li tam prav�
div� p�i alespo� jednom ohodnocen� prom�nn
ch� V takov�m p��pad� je pravdiv�
p�i v�ech ohodnocen�ch prom�nn
ch� Nech� e je libovoln� ohodnocen� prom�nn
ch
v M� Uva�ujeme n�sleduj�c� p��pady�

a� Je�li A atomick� formule tvaru p�t�� t�� � � � tn�� potom termy ti pro
i� � � i � n neobsahuj� prom�nn�� Plat�

M j! A pr�v� kdy� M j! A$e%
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pr�v� kdy� �t�$e%� t�$e%� � � � tn$e%� � pM

pr�v� kdy� �$t�%� $t�%� � � � $tn%� � pM ���

pr�v� kdy� T � A �de�nice pM�

Je�li A tvaru t� ! t� d�kaz je podobn
�

b� Je�li A tvaru 	B� potom

M j! A pr�v� kdy� M j! B

pr�v� kdy� T � B �ind� p�edpoklad�

pr�v� kdy� T � 	B ��plnost T �

pr�v� kdy� T � A

c� Je�li A tvaru B � C� potom

M j! A pr�v� kdy� M j! B nebo M j! C

pr�v� kdy� T � B nebo T � C �ind� p�edpoklad�

pr�v� kdy� T � 	B nebo T � C ��plnost T �

pr�v� kdy� T � A

Posledn� ekvivalenci rozebereme podrobn�ji� Z v
rokov� logiky dost�v�me

� 	B � �B � C� �v��

� C � �B � C� �axiom A��

Je�li formule 	B nebo formule C v�tou T � potom T � B � C odvod�me
pravidlem modus ponens� Je�li naopak implikace B � C v�tou T � z �plnosti
T plyne� �e bu� B nebo 	B je tak� v�tou T � V prvn�m p��pad� odvod�me
T � C pravidlem modus ponens a druh
 p��pad vyhovuje�

d� Je�li A tvaru �
x�B � potom

M j! A pr�v� kdy� M j! A$e%

pr�v� kdy� pro libovoln
 term bez prom�nn
ch t

M j! B$e�x	$t%�%

pr�v� kdy� pro libovoln
 term bez prom�nn
ch t

M j! Bx$t% ���

pr�v� kdy� pro libovoln
 term bez prom�nn
ch t

T � Bx$t% �induk�n� p�edpoklad�

pr�v� kdy� T � A

Posledn� ekvivalenci rozebereme podrobn�ji� Z �plnosti teorie T plyne� �e bu�
A nebo 	A je v�tou T � Je�li A v�tou T � potom podle axiomu speci�kace
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je tak� v�tou formule Bx$t% pro ka�d
 term t bez prom�nn
ch� Je�li naopak
v�tou T formule 	A � potom u�it�m prenexn� operace dost�v�me

T � ��x�	B ���

Proto�e T je Henkinova teorie a ��� je uzav�en� formule� pro n�jakou konstantu
c dost�v�me

T � ��x�	B � 	Bx$c%

odkud pravidlem modus ponens z ��� plyne

T � 	Bx$c%

a z bezespornosti teorie T

T � Bx$c%

Uk�zali jsme� �e formule �
x�B je v�tou T � pr�v� kdy� je pravdiv� v kanonick�
struktu�e M pro T � T�m je dokon�en p��pad d� a d�kaz ����

Nyn� ji� snadno uk��eme� �e kanonick� struktura M je modelem teorie T �
Je�li A libovoln
 axiom T � nech� A� je uz�v�r formule A � Podle v�ty o
uz�v�ru je A� v�tou teorie T a podle ��� je to formule pravdiv� v M � Podle
de�nice spl�ov�n� je tak� formule A spln�na v M � To znamen� �e kanonick�
struktura M pro T je modelem teorie T � T�m je lemma dok�z�na�

Na z�v�r poznamenejme� �e prvn� krok d�kazu lemmatu lze prov�st pro libo�
volnou teorii T � To znamen�� �e ��� plat� pro libovolnou atomickou formuli bez
prom�nn
ch�


��� Roz�iov�n� teori� Zat�m um�me dok�zat v�tu o �plnosti jen pro
teorie� kter� jsou �pln� a Henkinovy� Je�li T bezesporn� teorie s jazykem L �
pak T nemus� b
t �pln� ani Henkinova� Uva�ujeme�li nap��klad predik�tovou
logiku s rovnost� a jazykem L ! f	� ��  � �g� je to teorie� kter� jist� nen� �pln��
P�id�n�m dal��ch speci�ln�ch axiom� mohou vzniknout r�zn� algebraick� teorie �
teorie okruh�� teorie obor� integrity� teorie t�les z p��kladu ���b a dal��� Je z�ejm��
�e predik�tov� logika sama nerozhoduje pro ka�dou uzav�enou formuli A jazyka
L zda A nebo 	A je v�tou� Nelze se domn�vat� �e logicky pravdiv� formule
budou detailn� ur�ovat vlastnosti speci�ln�ch symbol�� v�dy� logicky pravdiv�
formule byly de�nov�ny pr�v� t�m� �e jejich pravdivost nez�le�� na interpretaci
speci�ln�ch symbol��

Uk��eme� �e ka�dou bezespornou teorii T lze roz���it do �pln� a Henkinovy
teorie T � � Z kanonick� struktury� kter� je modelem teorie T � � pak z�sk�me model
teorie T � Nejprve zavedeme pot�ebn� pojmy�


��� Roz��en� jazyka -�k�me� �e jazyk L� je roz���en�m jazyka L � jestli�e
L� obsahuje ka�d
 speci�ln� symbol �a p��padn� i predik�t rovnosti� jazyka L
ve stejn�m v
znamu a se stejnou �etnost��
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To znamen�� �e ka�d
 predik�tov
 symbol jazyka L je predik�tov
m sym�
bolem jazyka L� a ka�d
 funk�n� symbol jazyka L je tak� funk�n�m symbolem
jazyka L� v obou p��padech se stejnou �etnost��


��� P�klad Jazyk L� s rovnost� a speci�ln�mi symboly 	� �� � � kde 	
je konstanta a �� � jsou bin�rn� predik�tov� symboly� je roz���en�m jazyka s
rovnost� L ! f�g teorie uspo��d�n��


��� Roz��en� teorie �i� -�k�me� �e teorie T � s jazykem L� je roz	��en�m
teorie T s jazykem L � jestli�e jazyk L� je roz���en�m jazyka L a libovoln�
formule A jazyka L � kter� je v�tou teorie T � je tak� v�tou teorie T � �

�ii� -�k�me� �e teorie T � s jazykem L� je konzervativn� roz	��en� teorie T s
jazykem L � jestli�e T � je roz���en�m teorie T a ka�d� formule A jazyka L �
kter� je v�tou teorie T � � je tak� v�tou teorie T �

Jin
mi slovy� T � je konzervativn� roz���en� teorie T s jazykem L � je�li T �

roz���en� teorie T � a pro libovolnou formuli A jazyka L plat�

T � A pr�v� kdy� T � � A ���


��� P�klad a� Teorie okruh�� obor� integrity a teorie t�les maj� stejn

jazyk s rovnost� L ! f	� ��  � �g a teorie t�les je roz���en�m teorie obor� integrity
a ta je op�t roz���en�m teorie okruh��

Snadno se nahl�dne� �e teorie T � je roz���en�m T � pr�v� kdy� je ka�d

speci�ln� axiom teorie T v�tou teorie T � � P��pad teorie t�les a teorie obor�
integrity ukazuje� �e ka�d
 speci�ln� axiom teorie T nemus� b
t axiomem teorie
T � �

b� V�ta o konstant�ch ukazuje� �e roz���en� n�jak� teorie T o nov� konstanty
je konzervativn��


��� Lemma �i� Je�li bezesporn� teorie T � roz���en�m teorie T � potom T
je tak� bezesporn� teorie�

�ii� Je�li T � konzervativn� roz���en� teorie T � potom T je bezesporn�� pr�v�
kdy� T � je bezesporn� teorie�

D�kaz� �i� Je�li T � bezesporn� roz���en� teorie T � d�kaz sporu se p�en��� z
T do T � � Kdyby T byla sporn� teorie� pak n�jak� formule A a jej� negace jsou
v�tami teorie T � Proto�e T � je roz���en� teorie T � jsou ob� formule i v�tami
teorie T � a ta nem��e b
t bezesporn��

�ii� Tvrzen� plyne z ���� Spor se p�en��� ob�ma sm�ry�


��� V�ta �Henkin� Ke ka�d� teorii T lze sestrojit Henkinovu teorii TH �
kter� je konzervativn�m roz���en�m teorie T �
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D�kaz� Teorii TH sestroj�me z teorie T p�id�n�m nov
ch konstant a no�
v
ch axiom� tak� aby ka�d� uzav�en� formule tvaru ��x�B m�la odpov�daj�c�
konstantu� kter� existenci "dosv�d��"�

Nech� T je teorie s jazykem L � ke ka�d� uzav�en� formuli tvaru ��x�A
p�idejme konstantu c��x�A a axiom

��x�A� Ax$c��x�A% ���

Konstant�m c��x�A ��kame Henkinovy nebo dosv�d�uj�c� konstanty� -�k�me�
�e axiom ��� je Henkin�v axiom p��slu�n
 ke konstant� c��x�A � Vytvo�ili jsme
mno�inu C� Henkinov
ch konstant odpov�daj�c� v�em uzav�en
m formul�m
tvaru ��x�A jazyka L� Ozna�me L� roz���en� jazyka L � kter� vznikne
p�id�n�m v�ech Henkinov
ch konstant z mno�iny C� a ozna�me T� teorii s
jazykem L� � kter� vznikne p�id�n�m v�ech Henkinov
ch axiom� ��� ke v�em
konstant�m z mno�iny C� �

Teorie T� je�t� nemus� b
t Henkinova� je�li ��x�A uzav�en� formule jazyka
L� � kter� obsahuje n�jakou konstantu z mno�iny C� � v T� nen� odpov�daj�c�
Henkin�v axiom ���� Uveden
 postup je t�eba iterovat� Konstanty z mno�iny
C� nazveme Henkinovy konstanty prvn�ho ��du a k uveden� formuli p�id�me
Henkinovu konstantu c��x�A druh�ho ��du a odpov�daj�c� axiom ����

P�edpokl�dejme� �e pro n�jak� p�irozen� ��slo n jsou ji� sestrojeny mno�iny
Ci i � n Henkinov
ch konstant a� do ��du n� Nech� Ln je jazyk� kter

vznikne z L p�id�n�m v�ech Henkinov
ch konstant z mno�in Ci � i � n� Ke
ka�d� uzav�en� formuli tvaru ��x�A � kter� obsahuje alespo� jednu Henkinovu
konstantu ��du n � p�id�me p��slu�nou Henkinovu konstantu� Mno�inu v�ech
takto sestrojen
ch konstant ozna��me Cn	� a jej�m prvk�m ��k�me Henkinovy
konstanty ��du n  �� Jazyk� kter
 vznikne z Ln p�id�n�m v�ech Henkinov
ch
konstant z mno�iny Cn	� ozna��me Ln	��

Sestroj�me�li popsan
m zp�sobem mno�iny Cn pro pro v�echna p�irozen�
��sla n� nech� C je sjednocen�m v�ech mno�in Cn a L�C� je roz���en� jazyka
L o v�echny Henkinovy konstanty z mno�iny C� Nech� TH je teorie s jazykem
L�C�� kter� vznikne z teorie T p�id�n�m v�ech axiom� ��� p��slu�n
ch k n�jak�
konstant� z mno�iny C� Teorie TH je roz���en�m teorie T �

Dok��eme� �e TH je konzervativn� roz���en� teorie T � Nech� A je for�
mule jazyka L� kter� je v�tou teorie TH � Nech� B�� B�� � � � � Bn jsou v�echny
Henkinovy axiomy tvaru ��� pou�it� v d�kazu formule A� Potom

T� B�� B�� � � � � Bn � A

a proto�e B�� B�� � � � � Bn jsou uzav�en� formule� z v�ty o dedukci dost�v�me

T � B� � B� � � � �� Bn � A
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Bez �jmy na obecnosti m��eme p�edpokl�dat� �e axiom B� p��slu�� k Henki�
nov� konstant�� jej�� ��d je v�t�� nebo roven ��d�m konstant� ke kter
m p��slu��
axiomy B�� � � � � Bn� Nech� B� je tvaru ��x�D � Dx$d%� Podle p�edpokladu
o ��dech Henkinov
ch konstant d nen� obsa�ena ve formul�ch B�� � � � � Bn a
p�irozen� ani ve formuli A� Proto�e T neobsahuje ��dn
 axiom o konstant� d �
pou�ijeme v�tu o konstant�ch a odvod�me

T � ���x�D � Dx$w%�� �B� � � � �� Bn � A�

kde w je nov� prom�nn�� Potom pravidlem zaveden� � dost�v�me

T � ��w����x�D � Dx$w%�� �B� � � � �� Bn � A�

a prenexn� operac�

T � ���x�D � ��w�Dx$w%�� �B� � � � �� Bn � A�

Z V�ty o variant�ch plyne

� ��x�D � ��w�Dx$w%

a pomoc� pravidla modus ponens odvod�me

T � B� � � � �� Bn � A

Opakov�n�m tohoto postupu nakonec odvod�me� �e A je v�tou T � T�m je V�ta
dok�z�na�

Pop��eme metodu jak z�skat �pln� roz���en� teorie� K tomu pot�ebujeme jeden
z princip� maximality z teorie mno�in� kter
 zde uvedeme bez d�kazu� Nejprve
uvedeme pot�ebn� pojmy�

Je�li S n�jak� mno�ina a B je mno�ina n�jak
ch podmno�in mno�iny S� ���
k�me� �e B je mno�ina s kone�nou vlastnost�� jestli�e pro libovolnou podmno�inu
S � S plat�� �e S � B� pr�v� kdy� ka�d� kone�n� podmno�ina S � � S je
prvkem B� -�k�me� �e S je maxim�ln� prvek mno�iny B vzhledem k inkluzi�
jestli�e ��dn� nadmno�ina S � � S� S ! S � nen� prvkem B�


��
 Princip maximality �Teichm5ller� Tukey�� Ka�d� nepr�zdn� mno�
�ina podmno�in n�jak� mno�iny S s kone�nou vlastnost� m� maxim�ln� prvek
vzhledem k inkluzi�


��� V�ta �Lindenbaum� Ka�d� T bezesporn� teorie T � m� �pln� roz���en�
se stejn
m jazykem�

D�kaz� Nech� T je bezesporn� teorie s jazykem L� Nech� S je mno�ina
v�ech uzav�en
ch formul� jazyka L� Nech�

B ! f S j S � S� T � S je bezesporn� g

Mno�ina B je ��ste�n� uspo��dan� inkluz� a pr�zdn� mno�ina je jej�m prvkem�
proto�e T je bezesporn�� Mno�ina B je tedy nepr�zdn�� Uk��eme� �e m�
kone�nou vlastnost�
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Nech� S je libovoln� podmno�ina S � Je�li S � B � potom T � S je
bezesporn� a tot�� plat� pro ka�dou kone�nou podmno�inu S � � S� Je�li naopak
S � B � potom T � S je sporn� tedy pro n�jakou formuli A plat�

T � S � �A # 	A�

Nech� mno�inu S � tvo�� v�echny formule z S� kter� vystupuj� v d�kazu A # 	A�
Potom tak�

T � S � � �A # 	A�

a T � S � je tak� sporn� teorie� To znamen�� �e S � je kone�n� podmno�ina
mno�iny S � kter� nen� prvkem B� Mno�ina B m� kone�nou vlastnost�

Nech� S� je maxim�ln� prvek mno�iny B� polo�me T � ! T � S�� Teorie
T � m� stejn
 jazyk jako T � uk��eme� �e je to �pln� teorie� Nech� A je n�jak�
uzav�en� formule� Kdyby A ani 	A nebyla v�tou T �� potom 	A nen� prvkem
T � �ani S� �� Proto�e A nen� v�tou T �� podle d�sledku ���� je T � � f	Ag
bezesporn�� To by znamenalo� �e S� nen� maxim�ln� prvek B� Teorie T � je
tedy �pln�� T�m je v�ta dok�z�na�


��� Redukce a expanze struktur Je�li L� roz���en� jazyka L a M
�

je realizace jazyka L�� redukce struktury M
� do jazyka L� kterou ozna��me

M
� jL� vznikne z M� vynech�n�m t�ch zobrazen� a relac�� kter� realizuj� funk�n�

a predik�tov� symboly� kter� nejsou v jazyce L �

Je�li M realizace jazyka L a M
� je realizace jazyka L� � ��k�me� �e M

�

je expanze struktury M do jazyka L�� jestli�e M ! M
� jL� Ob� struktury

maj� stejn� univerzum a M
� se li�� od M jen o realizace t�ch funk�n�ch a

predik�tov
ch symbol� jazyka L� � kter� nejsou v jazyce L �


��� Lemma Nech� teorie T � je roz���en� teorie T � kter� m� jazyk L� Je�li
M
� model teorie T �� potom M ! M

� jL je model teorie T �

D�kaz� Ob� struktury maj� stejn� univerzum� maj� tedy stejnou mno�inu
v�ech ohodnocen� prom�nn
ch� Snadno se ov���� �e pro ka�d� ohodnocen� pro�
m�nn
ch e a ka�dou formuli jazyka L plat�

M j! A$e% pr�v� kdy� M
� j! A$e%

tedy tak�
M j! A pr�v� kdy� M

� j! A ���

Je�li A axiom teorie T � potom A je v�tou teorie T � a podle v�ty o
korektnosti je M� j! A� Tvrzen� plyne ze ����


��� Dokon�en� d�kazu v�ty o �plnosti Je�li T bezesporn� teorie� podle
V�ty ���� lze sestrojit Henkinovu teorii TH � kter� je konzervativn�m roz���en�m
teorie T � Podle tvrzen� �ii� lemmatu ���� je teorie TH tak� bezesporn�� Podle
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V�ty ���� existuje �pln� roz���en� T � teorie TH se stejn
m jazykem� Proto�e
ob� teorie se vztahuj� ke stejn� mno�in� formul�� T � je tak� Henkinova� Teorie
T � je tedy �pln� Henkinova teorie� kter� je roz���en�m teorie T � Nech� M� je
model teorie T �� potom podle lemmatu ���� je M ! M

� jL model teorie T �
T�m je v�ta o �plnosti dok�z�na�

��� Vta o kompaktnosti

Jednoduch
m d�sledkem v�ty o �plnosti je v�ta o kompaktnosti� Spolu s v�tou
o �plnosti pat�� k n�kolika v�t�m� kter� v ur�it�m smyslu charakterizuj� logiku
prvn�ho ��du�


��� V�ta o kompaktnosti Mno�ina formul� T m� model� pr�v� kdy�
ka�d� jej� kone�n� podmno�ina m� model�

D�kaz� Podle v�ty o �plnosti m� libovoln� teorie S model pr�v� kdy� je
bezesporn�� M��li ka�d� kone�n� podmno�ina T � � T model� potom je ka�d�
kone�n� podmno�ina T � � T bezesporn�� To znamen�� �e tak� teorie T je be�
zesporn�� proto�e ka�d
 d�kaz sporu pou��v� jen kone�n� mnoho axiom�� Teorie
T m� tedy model� A naopak� ka�d
 model teorie T je modelem v�ech jej�ch
kone�n
ch podmno�in�


��� D�sledek Je�li T teorie s jazykem L a A je libovoln� formule
jazyka L� potom

T j! A pr�v� kdy� T � j! A pro n�jakou kone�nou podmno�inu T � � T �

D�kaz� Podle V�ty o �plnosti ���� �i� plat�

T j! A pr�v� kdy� T � A

p�itom d�kaz formule A pou��v� jen kone�n� mnoho axiom� z mno�iny T �

Na p��kladech teorie t�les a Peanovy aritmetiky uk��eme dv� pou�it� v�ty o
kompaktnosti�


��� P�klady a� Nech� T je teorie t�les z P��kladu ��� b s jazykem
L ! f	� ��  � �g s rovnost�� Je�li x prom�nn�� budeme termy

x� �x  x�� �x �x  x��� � � � � �x �x �x  � � � �x x� � � ����
� �z �

n vskyt x

ozna�ovat zkratkami � � x� � � x� � � x� � � � � n �x a budeme jim ��kat p�irozen�
n�sobky x�
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P�ipome�me� �e p�irozen� ��sla nemus� b
t prvky zkouman�ho t�lesa a p�iro�
zen
 n�sobek imituje sou�in jako opakovan� p�i��t�n�� V
raz p �x� kde p je n�jak�
p�irozen� ��slo m��e zastupovat term zna�n� d�lky� Pokud pro n�jak� nenulov�
p�irozen� ��slo p v ur�it�m t�lese plat� formule

p � � ! 	 ���

��k�me� �e t�leso m� kone�nou charakteristiku� Nejmen�� nenulov� ��slo p� pro
kter� plat� ���� je charakteristika t�lesa� Pokud pro ��dn� nenulov� p neplat� ����
��k�me� �e t�leso m� charakteristiku nula� P�id�me�li k T formule

p � � ! 	 ��p

pro v�echna nenulov� p�irozen� ��sla p� dost�v�me axiomy teorie t�les charak�
teristiky nula� Ozna�me tuto teorii T � � Je p�irozen� polo�it si ot�zku� zda lze
t�lesa charakteristiky nula axiomatizovat tak� kone�n
m po�tem axiom� v logice
prvn�ho ��du� Negativn� odpov�� vypl
v� z d�sledku ���	�

P�edpokl�dejme� �e by nekone�n� schema axiom� ��p bylo mo�n� nahradit
jedinou formul� A jazyka L � To znamen�� �e A je spln�na ve v�ech t�lesech
charakteristiky nula a v ��dn�m t�lese kone�n� charakteristiky� Tedy T � j! A a
podle d�sledku ���	 existuje kone�n� podmno�ina T �� � T � takov�� �e formule
A je spln�na v ka�d�m modelu T �� �

P�itom T �� obsahuje jen kone�n� mnoho axiom� ��p� Nech� r je p�irozen�
��slo v�t�� ne� indexy v�ech axiom� ��p� kter� pat�� do T �� � Potom ka�d� t�leso
kone�n� charakteristiky v�t�� ne� r je modelem T �� � a proto je v n�m spln�na
formule A � V algeb�e se ukazuje� �e existuj� t�lesa libovoln� velk
ch kone�n
ch
charakteristik� To znamen�� �e axiom A necharakterizuje t�lesa charakteristiky
nula�

b� Peanova aritmetika prvn�ho ��du je teorie P � kter� vznikne z element�rn�
aritmetiky z p��kladu ��� c p�id�n�m n�sleduj�c�ho schematu axiom� indukce�

Je�li A formule jazyka element�rn� aritmetiky a x je prom�n�� potom formule

Ax$	%� ��
x��A� Ax$S�x�%�� �
x�A�

je axiom indukce�

Snadno se uk��e� �e standardn� model aritmetiky N je tak� modelem Pea�
novy aritmetiky P � Je p�irozen� polo�it si ot�zku� zda N je �a� na izomor�smus�
jedin
m modelem Peanovy aritmetiky� Z V�ty o kompaktnosti ���� plyne� �e exis�
tuj� modely� kter� nejsou izomorfn� se standardn�m modelem Peanovy aritmetiky�
Takov� modely nazveme nestandardn��

Pro libovoln� p�irozen� ��slo n budeme de�novat term jazyka aritmetiky� kter

ozna��me n �
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	 ! 	

� ! S�	�

� ! S�S�	��
���

n  � ! S�n� ! S�S�S � � � S�	� � � ���
� �z �

n	� vskyt S

���

Termy n� n p�irozen� naz
v�me numer�ly� Je z�ejm�� �e ka�d� individuum
standardn�ho modelu je realizac� n�jak�ho numer�lu�

Nyn� nech� jazyk Lc vznikne z jazyka L Peanovy aritmetiky p�id�n�m nov�
konstanty c a nech� Pc je roz���en� Peanovy aritmetiky o axiomy

c ! n

pro v�echny numer�ly n� Potom ka�d� kone�n� podmno�ina T� T � Pc m�
model� kter
 vznikne expanz� standardn�ho modelu N tak� �e konstantu c rea�
lizujeme individuem� kter� nen� realizac� ��dn�ho z kone�n� mnoha numer�l�� o
kter
ch se mluv� v T � Podle v�ty o kompaktnosti existuje model M teorie Pc �
Podle lemmatu ���� je M jL model Peanovy aritmetiky� Od standardn�ho mo�
delu se li�� t�m� �e obsahuje individuum� kter� nen� realizac� ��dn�ho numer�lu�
Takov
 model nen� izomorfn� se standardn�m modelem N � je to nestandardn�
model Peanovy aritmetiky� V�ta o kompaktnosti zaru�uje existenci nestandard�
n�ch model� Peanovy aritmetiky� ned�v� v�ak n�vod� jak takov� modely sestrojit�
Konstrukcemi model� s nejr�zn�j��mi vlastnostmi se zab
v� teorie model�� kter�
je samostatn
m oborem matematick� logiky�
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��� Cvi�en�

�� Nech� t� t� jsou termy� nech� A� vznikne z formule A nahrazen�m n�kte�
r
ch v
skyt� termu t termem t� �ne v�ak bezprost�edn� za kvanti�k�to�
rem�� Nech� seznam x�� � � � � xn obsahuje v�echny prom�nn� vyskytuj�c� se
ve formuli t ! t� a v�zan� ve fromuli A� A� �

�a� � �
x�� � � � �
xn� �t ! t��� �A� A��

�b� Najd�te termy t� t� a formule A� A� element�rn� aritmetiky� kter�
vyhovuj� uveden
m podm�nk�m a p�itom formule

�t ! t��� �A� A��

nen� spln�na ve standardn�m modelu aritmetiky�

�� Nech� formule A� vznikne z formule A nahrazen�m n�kter
ch v
skyt� pod�
formule B formul� B� � Nech� seznam x�� � � � � xn obsahuje ka�dou prom�n�
nou� kter� m� voln
 v
skyt v podformuli B �nebo B� �� ale v�zan
 ve
formuli A �nebo A� ��

�a� Potom plat�

� �
x�� � � � �
xn� �B � B��� �A� A��

�b� Najd�te formule A� A�� B� B� element�rn� aritmetiky� kter� vyhovuj�
podm�nk�m cvi�en� tak� aby implikace

�B � B��� �A� A��

nebyla spln�na ve standardn�m modelu N �

�� �a� Doka�te tvrzen� �iv� v�ty � z x� druh� kapitoly�

�b� Najd�te formule element�rn� aritmetiky tvaru

Ax$t%� �
x� �x ! t� A� a Ax$t%� ��x� �x ! t # A�

kter� nejsou spln�ny ve standardn�m modelu aritmetiky�

�� Nech� jazyk L� je roz���en�m jazyka L � nech� M� je struktura pro L� a
M ! M�jL �

�a� Ka�d
 term jazyka L je tak� termem jazyka L� � ka�d� formule jazyka
L je formul� jazyka L� �

�b� Mno�iny v�ech ohodnocen� prom�nn
ch ve struktur�ch M a M� jsou
si rovny�
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�c� Je�li A formule a t term jazyka L a je�li e ohodnocen� prom�nn
ch
ve struktu�e M � potom realizace termu t p�i ohodnocen� e je stejn�
individuum v M i v M� � D�le plat�

M j! A$e% pr�v� kdy� M
� j! A$e%

a
M j! A pr�v� kdy� M

� j! A

�d� Je�li T mno�ina formul� jazyka L a A formule jazyka L � potom

M j! T pr�v� kdy� M
� j! T

a
T j!L A pr�v� kdy� T j!L� A

kde T j!L A znamen�� �e formule A je spln�na v ka�d� realizaci
jazyka L � kter� je modelem T �

�� Je�li T bezesporn� teorie s jazykem� kter
 m� spo�etn� symbol�� potom
T lze roz���it do �pln� teorie se stejn
m jazykem� Doka�te bez pomoci
princip� maximality �a axiomu v
b�ru��

$N�vod, Uka�te� �e mno�ina v�ech formul� je spo�etn�� Je�li hAn&n p�irozen�i
prost� posloupnost v�ech uzav�en
ch formul�� indukc� sestrojte posloupnost
teori� Tn � kde T� je teorie T a Tn	� vznikne z Tn p�id�n�m sentence An

nebo 	An tak� aby Tn	� byla bezesporn�� T � je sjednocen� v�ech Tn �%

�� Nech� T je mno�ina v�ech uzav�en
ch formul� jazyka L � N�sleduj�c� tvrzen�
jsou ekvivalentn�,

�a� T je �pln� teorie s jazykem L �

�b� Mno�ina v�ech uzav�en
ch formul� jazyka L � kter� jsou dokazateln�
z T je maxim�ln� bezesporn� mno�ina uzav�en
ch formul��

�c� T je bezesporn� mno�ina a pro libovoln� uzav�en� formule A� B
jazyka L plat�

T � A � B pr�v� kdy� T � A nebo T � B�

�� Je�li T �pln� Henkinova teorie� potom k libovoln� uzav�en� formuli A
jazyka teorie T existuje uzav�en� formule A� bez kvanti�k�tor� takov�� �e
T � A� A� �

$N�vod, Sestrojte A� indukc� podle slo�itosti formule A � kvanti�k�tory
eliminujte pomoc� dosv�d�uj�c�ch konstant�%
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� Nech� T je �pln� Henkinova teorie s jazykem L �

�a� Pokud L je jazyk bez rovnosti� uka�te� �e T m� model takov
� �e
ka�d� jeho individuum realizuje n�jak
 term bez prom�nn
ch jazyka
L a dva r�zn� termy jsou realizov�ny dv�ma r�zn
mi individui�

�b� Je�li L jazyk s rovnost�� uka�te� �e T m� model takov
� �e ka�d�
individuum je realizac� n�jak� konstanty jazyka L �

$N�vod,

�a� Sestrojte kanonickou strukturu pro T � faktorizace mno�iny term�
nen� nutn��

�b� Pro libovoln
 term t bez prom�nn
ch a prom�nnou x je formule
��x� �x ! t� dokazateln� �v predik�tov� logice�� Pou�ijte �a� a exis�
tenci dosv�d�uj�c� konstanty pro uvedenou formuli�%

�� Nech� L je jazyk s rovnost��

�a� *�dn� mno�ina formul� T jazyka L necharakterizuje kone�n� reali�
zace jazyka L � Jin
mi slovy, pro ��dnou mno�inu T formul� jazyka
L neplat�

M j! T pr�v� kdy� univerzum struktury M je kone�n� mno�ina�

�b� Najd�te mno�inu formul� T � kter� charakterizuje v�echny nekone�n�
struktury pro L �

$N�vod, P�edpokl�dejte� �e T je mno�ina formul� s uvedenou vlastnost��
Nech� jazyk L� vznikne z jazyka L p�id�n�m spo�etn� mnoha konstant cn �
kde n je p�irozen� ��slo� Nech� S je mno�ina v�ech formul� tvaru cn ! cm
pro n ! m � Nech� T � je mno�ina T � S � pomoc� v�ty o kompaktnosti
doka�te� �e T � m� n�jak
 model M� � Potom M ! M

�jL je nekone�n

model T �%

�	� Nech� L je jazyk s rovnost�� kter
 m� jedin
 speci�ln� symbol � pro bin�rn�
predik�t� Uka�te� �e ��dn� mno�ina T formul� jazyka L necharakterizuje
dobr� uspo��d�n� relac� � � Jin
mi slovy, pro ��dnou mno�inu formul� T
neplat�

M j! T pr�v� kdy� relace �M je dobr� uspo��d�n� univerza M �

$N�vod, P�edpokl�dejte� �e mno�ina formul� T m� uvedenou vlastnost�
Nech� L� vznikne z L p�id�n�m spo�etn� mnoha konstant cn pro p�irozen�
��sla n � Nech� S je mno�ina v�ech formul� tvaru cn	� � cn pro p�irozen�
��slo n � Pomoc� v�ty o kompaktnosti doka�te� �e T � S m� n�jak
 model
M
� � Potom M ! M�jL je model T � ale �M nen� dobr� uspo��d�n��%



Kapitola 	

Teorie prvn
ho ��du

Teorie prvn�ho ��du maj� svou historii� Na po��tku jsou jejich axiomy formu�
lov�ny v co nejjednodu���m jazyku a s rozv�jen�m teorie p�ib
vaj� nov� pojmy�
konstanty� operace a predik�ty� Ty jsou zav�d�ny pomoc� formul�� C�lem t�to
kapitoly je uk�zat� �e zav�d�n� nov
ch pojm� m� pomocn
 charakter� Roz���en�
teorie� kter� tak vznikne je konzervativn� a de�novan� pojmy lze v�dy eliminovat�

Nejprve uvedeme v
sledek� kter
 charakterizuje roz���en� teori� pomoc� mo�
del��

��� Lemma Nech� jazyk L� je roz���en�m jazyka L � Nech� T je teorie s
jazykem L a T � je teorie s jazykem L� � Potom plat�

�i� T � je roz���en�m teorie T � pr�v� kdy� pro ka�d
 model M� teorie T � je
M
� jL modelem teorie T �

�ii� Je�li T � roz���en�m teorie T a ka�d
 model M teorie T lze expandovat
do modelu M� teorie T � � potom T � je konzervativn� roz���en� teorie T �

D�kaz� �i� Je�li T � roz���en�m teorie T � potom M
� jL je model teorie T

podle lemmatu �����
Naopak� nech� M� je libovoln
 model teorie T � � Uk��eme� �e T � je roz���

�en�m teorie T � Nech� formule A je v�tou teorie T � Proto�e M� jL je model
teorie T � plat� M� jL j! A � odkud tak� M� j! A � Tedy T � j! A a podle V�ty o
�plnosti je A tak� v�tou teorie T � � To znamen�� �e T � roz���en�m teorie T �

�ii� Nech� T � je roz���en�m teorie T a nech� A je formule jazyka L � kter�
je v�tou teorie T � � Nech� M je libovoln
 model teorie T a nech� M� je jeho
expanze do modelu teorie T � � Potom M

� j! A podle V�ty o korektnosti ���
odkud tak� M ! M jL j! A � Uk�zali jsme� �e formule A je spln�na v ka�d�m
modelu teorie T � podle V�ty o �plnosti ���� �i� je A tak� v�tou T � To znamen��
�e T � je konzervativn� roz���en�m teorie T �

��
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��� Roz��	en� teorie o de�nici predik�tu

Chceme�li do teorie uspo��d�n� z P��kladu ��� a� zav�st relaci neostr�ho uspo���
d�n� � roz����me jazyk o nov
 bin�rn� predik�t � a p�id�me axiom

x � y � �x � y � x ! y�

Chceme�li relaci � zav�st do element�rn� aritmetiky z P��kladu ��� c�� roz���
��me jazyk o nov
 bin�rn� predik�t � a p�id�me axiom

x � y � ��z��z  x ! y� ���

Toto roz���en� element�rn� aritmetiky ozna��me E � � -�k�me� �e ��� je de�nuj�c�
axiom a prav� strana ���� kterou ozna��me D � je de�nuj�c� formule predik�tu
� � Ka�dou instanci t � s formule x � y m��eme v E � nahradit formul�
D�

x�y$t� s% � kde D� je vhodn� varianta de�nuj�c� formule D � Nov
 symbol � je
v E � de�nov�n a m��e b
t v p��pad� pot�eby eliminov�n�

��� V�ta o de�nici predik�tov�ho symbolu Nech� T je teorie s jazykem
L � Nech� D je formule jazyka L a v�echny jej� voln� prom�nn� jsou mezi
prom�nn
mi x�� x�� � � � � xn � Nech� roz���en� L� jazyka L vznikne p�id�n�m
nov�ho n��rn�ho predik�tov�ho symbolu p a nech� roz���en� T � vznikne z teorie
T p�id�n�m axiomu

p�x�� x�� � � � � xn�� D ���

Potom teorie T � s jazykem L� je konzervativn�m roz���en�m teorie T � Nav�c
pro libovolnou formuli B� jazyka L� lze sestrojit formuli B jazyka L takovou�
�e

T � � B � B�

D�kaz� Nech� B� je libovoln� formule jazyka L� a nech� D� je varianta
de�nuj�c� formule D z ��� takov�� �e ��dn� prom�nn� z formule B� nen� v�zan�
v D� �

Nech� formule B vznikne z formule B� tak� �e nahrad�me ka�dou podformuli
p�t�� t�� � � � � tn� formul� D�

x��x������xn
$t�� t�� � � � � tn% � Podle v�ty o variant�ch je

T � � p�t�� t�� � � � � tn�� D�
x��x������xn

$t�� t�� � � � � tn%

a z V�ty o ekvivalenci potom

T � � B � B�

Nyn� uk��eme� �e T � je konzervativn� roz���en� teorie T � K tomu sta�� pro
libovolnou formuli B� jazyka L� uk�zat� �e z T � � B� plyne T � B � kde B je
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formule sestrojen� popsan
m zp�sobem� Je�li B� z jazyka L � potom B� a B
jsou shodn� formule a z T � � B plyne T � B �

Nech� B�
�� B

�
�� � � � � B

�
n je d�kaz formule B� z T � a nech� pro ka�d� i� i � n

formule Bi vznikne z B�
i popsan
m zp�sobem� Uk��eme� �e ka�d� formule Bi je

v�tou teorie T � Postupujeme indukc� podle d�lky d�kazu� Uva�ujeme n�sleduj�c�
p��pady�

Je�li B�
i axiom predik�tov� logiky krom� axiomu rovnosti pro predik�t p �

potom Bi je axiom stejn�ho druhu� je tedy v�tou predik�tov� logiky a tak� T �
Je�li B�

i axiom rovnosti tvaru

y� ! y�� � � � �� yn ! y�n � p�y�� � � � � yn�� p�y��� � � � � y
�
n�

potom Bi je tvaru

y� ! y�� � � � �� yn ! y�n � D�$y�� � � � � yn%� D�$y��� � � � � y
�
n%

a to d�sledek V�ty o rovnosti� Je�li B�
i speci�ln� axiom teorie T � tedy formule

jazyka L � potom B�
i je Bi a to je v�ta teorie T � Je�li B�

i de�nuj�c� axiom ����
potom Bi je formule D� � D a to je v�tou predik�tov� logiky a tedy tak� T
podle V�ty o variant�ch�

Je�li B�
i odvozena z formul� B�

j� B
�
k� j� k � i a B�

k je tvaru B�
j � B�

i �
potom Bk je tvaru Bj � Bi a Bi je tak� odvozena z formul� Bj a Bk

pravidlem modus ponens�

Je�li B�
i odvozena z formule B�

j� j � i pravidlem generalizace� potom B�
i

je tvaru �
x�B�
j a snadno se nahl�dne� �e formule Bi je tvaru �
x�Bj a je tak�

odvozena pravidlem generalizace� Indukc� podle d�lky d�kazu jsme dok�zali� �e
formule B je v�tou teorie T � To znamen�� �e T � je konzervativn� roz���en�
teorie T � T�m je v�ta dok�z�na�

��� Roz��	en� teorie o funk�n� symboly

Teorii lze roz���it o nov
 funk�n� symbol dvoj�m zp�sobem podle toho s jakou
m�rou ur�itosti jsou d�ny funk�n� hodnoty� Pokus�me se to p�ibl��it na p��kladu
aritmetiky p�irozen
ch ��sel� V aritmetice lze dok�zat� �e ke ka�d�mu p�irozen�mu
��slu x existuje prvo��slo p� p � x � -ekneme�li "nech� p je prvo��slo v�t�� ne� x"�
zav�d�me p jako hodnotu z�vislou na p�irozen�m ��sle x� ale nez�le�� n�m na tom�
kter� ze v�ech takov
ch prvo��sel bude p� Mluv�me o zaveden� nov�ho funk�n�ho
symbolu p� kter
 pro ka�d� p�irozen� ��slo x ozna�uje n�jak� prvo��slo p�x� v�t��
ne� x� -ekneme�li "nech� p je nejmen�� prvo��slo v�t�� ne� x"� hodnotu p jsme
de�novali jednozna�n�� V takov�m p��pad� mluv�me o denici nov�ho funk�n�ho
symbolu p � Oba postupy maj� sv� opr�vn�n�� zaveden� funk�n�ho symbolu je jedi�
nou mo�nost� v situaci� kdy um�me dok�zat� �e pro ka�d� x po�adovan� hodnoty
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existuj�� ale neum�me z nich ��dnou jednozna�n� de�novat� de�nice funk�n�ho
symbolu odpov�d� situaci� kdy se n�m to poda���

��� V�ta o zaveden� funk�n�ho symbolu Nech� T je teorie s jazykem
L � nech� ��y�A je formule jazyka L takov�� �e ka�d� jej� voln� prom�nn� je
n�kter� z prom�nn
ch x�� x�� � � � � xn �
Je�li

T � ��y�A

nech� T � je roz���en� teorie T � kter� vznikne roz���en�m jazyka L o nov
 n��rn�
funk�n� symbol f a p�id�n�m axiomu

Ay$f�x�� x�� � � � � xn�%

potom T � je konzervativn� roz���en� teorie T �

D�kaz� T � je roz���en� teorie T � konzervativnost dok��eme podle Lem�
matu ��� �ii� t�m� �e budeme expandovat ka�d
 model teorie T do modelu
teorie T � � K tomu pou�ijeme V�tu o dobr�m uspo��d�n� z teorie mno�in� kter�
je d�sledkem axiomu v
b�ru�

P�ipome�e� �e mno�ina M je dob�e uspo��dan� relac� � � jestli�e ka�d�
nepr�zdn� podmno�ina M � mno�iny M m� nejmen�� prvek vzhledem uspo���
d�n� � �

V�ta o dobr�m uspo�d�n� Na ka�d� mno�in� existuje relace dobr�ho
uspo��d�n��

Nech� M je libovoln
 model teorie T � nech� � je relace dobr�ho uspo��d�n�
na jeho univerzu M � Podle p�edpokladu je formule ��y�A v�tou teorie T �
to znamen�� �e pro ka�dou n�tici individu� m�� � � � � mn � kter� je ohodnocen�m
voln
ch prom�nnn
ch t�to formule existuje individuum m takov�� �e

M j! A$e%

kde e je ohodnocen� prom�nn
ch takov�� �e e�y� ! m a e�xi� ! mi pro
i � n � Mno�inu v�ech takov
ch m ozna�me M�m�� � � � � mn� a jej� nejmen��
prvek ozna�me min�M�m�� � � � � mn�� �

Polo��me�li

f
M

��m�� � � � � mn� ! min�M�m�� � � � � mn�� ���

potom f
M

� je realizac� funk�n�ho symbolu f a p�id�n�m tohoto zobrazen�
vznikne expanze M� modelu M � Z de�nice ��� snadno plyne

M
� j! Ay$f�x�� x�� � � � � xn�%

To znamen�� �e M� je model teorie T � � Podle lemmatu ��� �ii� je T � konzerva�
tivn� roz���en� teorie T �
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D�kaz v�ty o zaveden� funk�n�ho symbolu je ne�nitn�� op�r� se o modely roz�
�i�ovan� teorie� T�m se li�� od d�kazu v�ty o de�nici predik�tu� kter
 byl syntak�
tick
 a �nitn�� V�ta o zaveden� funk�n�ho symbolu m� tak� syntaktick
 �nitn�
d�kaz� kter
 je slo�it�j�� a op�r� se o V�tu Herbrandovu�

��
 Skolemova varianta formule V�ta ��� ukazuje� �e pomoc� nov� za�
veden
ch funk�n�ch symbol� je mo�n� eliminovat existen�n� kvanti�k�tory� Tuto
metodu pou�il T� Skolem k d�kazu tvrzen�� �e ka�d� teorie m� konzervativn�
roz���en�� jeho� speci�ln�mi axiomy jsou otev�en� formule� Nejprve zavedeme po�
t�ebn� pojmy�

��� Univerz�ln� a existen�n� formule �i� -�k�me� �e formule A je
univerz�ln�� je�li v prenexn�m tvaru a v�echny jej� kvanti�k�tory jsou univerz�ln��

�ii� -�k�me� �e formule A je existen�n�� je�li v prenexn�m tvaru a v�echny
jej� kvanti�k�tory jsou existen�n��

��� Skolemova varianta formule Je�li A uzav�en� formule v prenexn�m
tvaru� indukc� podle po�tu existen�n�ch kvanti�k�tor� v pre�xu formule A se�
stroj�me univerz�ln� formuli AS v jist�m roz���en� jazyka� Formuli AS nazveme
Skolemovou variantou formule A �

�i� Je�li A univerz�ln�� AS je formule A �
�ii� Je�li A tvaru

�
x�� � � � �
xn���y�B

kde n � 	� Nech� f je nov
 n��rn� funk�n� symbol a Ao je formule

�
x�� � � � �
xn�By$f�x�� � � � � xn�%

Formule Ao m� o jeden existen�n� kvanti�k�tor m�n� ne� A � Formule AS je
�Ao�S � kterou sestroj�me pomoc� �i� a �ii��

Z�ejm� plat�

Ao � A a tedy � AS � A ���

��� Ekvivalentn� a oteven� teorie �i� Nech� T a S jsou teorie se
stejn
m jazykem� -�k�me� �e T a S jsou ekvivalentn� teorie a p��eme T � S �
jestli�e ob� teorie maj� stejn� v�ty�

T a S jsou ekvivalentn�� pr�v� kdy� je ka�d
 speci�ln� axiom teorie T
v�tou teorie S a naopak� Podle V�ty o �plnosti jsou dv� teorie ekvivalentn�
pr�v� kdy� maj� stejn� modely�

�ii� -�k�me� �e T je otev�en� teorie� jestli�e v�echny speci�ln� axiomy teorie
T jsou otev�en� formule�

��� V�ta �Skolem� K libovoln� teorii lze sestrojit otev�enou teorii T � � kter�
je konzervativn�m roz���en�m teorie T �
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D�kaz� K teorii T sestroj�me n�kolik dal��ch teori�� z nich� ta posledn� bude
otev�en� konzervativn� roz���en� teorie T � Nech� T� je teorie se stejn
m jazykem
jako T � takov�� �e axiomy T� jsou pr�v� uz�v�ry prenexn�ch tvar� formul� z
T � Z V�ty o uz�v�ru a V�ty o prenexn�m tvaru je z�ejm�� �e T a T� jsou
ekvivalentn� teorie�

Nech� T� vznikne z T� tak� �e ke ka�d�mu speci�ln�mu axiomu A z T�
roz����me jazyk o nov� funk�n� symboly ze Skolemovy varianty AS a p�id�me
formuli AS jako nov
 axiom� Potom T� je konzervativn� roz���en� T� � Ka�d

d�kaz v teorii T� m��e pou��t jen kone�n� mnoho nov
ch funk�n�ch symbol�
a kone�n� mnoho p�idan
ch axiom�� Nav�c� je�li A axiom teorie T� � potom
p�id�n�m axiomu Ao a nov�ho funk�n�ho symbolu vznikne podle V�ty ��� kon�
zervativn� roz���en� teorie T� � Opakov�n�m tohoto postupu dok��eme� �e p�id��
n�m Skolemovy varianty AS dostaneme konzervativn� roz���en� T� � P�id�n�m
Skolemov
ch variant kone�n� mnoha axiom� z T� dost�v�me v�dy konzervativn�
roz���en� teorie T� � Proto je tak� T� konzervativn�m roz���en�m T� �

Nech� teorie T� vznikne z T� vynech�n�m v�ech speci�ln�ch axiom� teorie
T� � Proto�e ��� je dokazateln� v predik�tov� logice� v�echny vynechan� axiomy
teorie T� jsou dokazateln� v T� � to znamen�� �e teorie T� a T� jsou ekviva�
lentn��

Nech� T vznikne z T� t�m� �e ka�d
 speci�ln� axiom T� nahrad�me jeho
otev�en
m j�drem� Podle V�ty o uz�v�ru jsou teorie T� a T ekvivalentn��
Celkem dost�v�me

T � T� a T� � T� � T

a T� je konzervativn�m roz���en�m T�� To znamen�� �e T je konzervativn�m roz�
���en�m teorie T � T�m je v�ta dok�z�na�

Skolemova konstrukce otev�en�ho konzervativn�ho roz���en� je vhodn� pro te�
orie s mal
m po�tem existen�n�ch kvanti�kator�� M��li teorie axiomy s v�t��m
po�tem existen�n�ch kvanti�k�tor�� popsan
m zp�sobem z�sk�me otev�en� kon�
zervativn� roz���en� v m�lo p�ehledn�m jazyku� kter
 m� mnoho nov
ch funk�n�ch
symbol��

��� V�ta o de�nici funk�n�ho symbolu Nech� L je jazyk a x�� � � � � xn� y
jsou r�zn� prom�nn�� Nech� T je teorie s jazykem L a D je formule jazyka L
takov�� �e v�echny jej� voln� prom�nn� jsou mezi x�� x�� � � � � xn� y � Nech� plat�

T � ��y�D ���

T � D � �Dy$t%� y ! t� ���

Nech� L� vznikne z L p�id�n�m nov�ho n��rn�ho funk�n�ho symbolu f a
nech� teorie T � vznikne z T p�id�n�m de�nuj�c�ho axiomu

y ! f�x�� x�� � � � � xn�� D ���
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Potom T � je konzervativn� roz���en� teorie T a k libovoln� formuli A�

jazyka L� lze sestrojit formuli A v jazyce L � takovou� �e

T � � A� A� ��

-�k�me� �e ��� je podm�nka existence a ��� je podm�nka jednozna�nosti pro f �

D�kaz� Nejprve pop��eme zp�sob� jak k libovoln� formuli A� jazyka L�

sestrojit formuli A tak� aby platilo ��� Nov
 funk�n� symbol se vyskytuje jen v
atomick
ch podformul�ch� Sta�� tedy sestrojit formuli A jen pro p��pad� �e A� je
atomick� formule� Obecn
 p��pad tvrzen� �� potom plyne z V�ty o ekvivalenci�

Nech� A� je atomick� formule jazyka L� � Postupujeme indukc� podle po�tu
v
skyt� symbolu f ve formuli A� � Pokud f nem� v
skyt ve formuli A� potom
A je formule A� � M��li f v
skyt ve formuli A� uva�ujeme nejvnit�n�j�� z
takov
ch v
skyt�� tedy term f�t�� � � � � tn� � kde termy t�� � � � � tn ji� neobsahuj�
symbol f � Potom A� je tvaru

B�
z$f�t�� � � � � tn�%

kde B� m� o jeden v
skyt symbolu f m�n� ne� A� � M��eme p�edpokl�dat� �e
z je prom�nn�� kter� se nevyskytuje ani v A� ani v de�nuj�c� formuli D � Podle
induk�n�ho p�edpokladu um�me ji� sestrojit formuli B v jazyku L takovou� �e

T � � B � B� �1�

a proto m��eme za formuli A polo�it formuli

��z��D�
x��x������xn�y

$t�� � � � � tn� z% # B�

kde D� je varianta de�nuj�c� formule takov�� �e ��dn� prom�nn� vyskytuj�c� se
ve formuli A� nen� v�zan� v D� � Potom A je formule jazyka L � uk��eme� �e
plat� ��� Z V�ty o variant�ch a ��� dost�v�me

T � � z ! f�t�� � � � � tn�� D�
x��x������xn�y

$t�� � � � � tn� z%

a z V�ty o ekvivalenci

T � � ��z��z ! f�t�� � � � � tn� # B�� A

odkud z v�t o rovnosti a �1�

T � � B�
z$f�t�� � � � � tn�%� A

kde na lev� stran� ekvivalence je formule A� � T�m je �� dok�z�no�

K d�kazu konzervativnosti roz���en� T � u�ijeme V�tu ���� Nech� S je teorie
s jazykem L� � kter� vznikne z T p�id�n�m axiomu

Dy$f�x�� � � � � xn�% ���

Z p�edpokladu ��� a V�ty ��� plyne� �e S je konzervativn� roz���en� teorie T �
Uk��eme� �e T � a S jsou ekvivalentn� teorie� K tomu sta�� uk�zat� �e ��� je
v�tou S a ��� je v�tou T � �
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Plat�

T � � f�x�� � � � � xn� ! f�x�� � � � � xn�� Dy$f�x�� � � � � xn�%

proto�e je to instance axiomu ���� tedy tak�

T � � f�x�� � � � � xn� ! f�x�� � � � � xn�� Dy$f�x�� � � � � xn�%

P�itom lev� strana implikace je instanc� axiomu identity� pravidlem modus ponens
dostaneme

T � � Dy$f�x�� � � � � xn�%

Zb
v� dok�zat� �e axiom ��� je v�tou teorie S � Vyjdeme z n�sleduj�c� v�ty o
rovnosti

�L� y ! f�x�� � � � � xn�� �D � Dy$f�x�� � � � � xn�%�

a prost�edky v
rokov� logiky dostaneme

�L� Dy$f�x�� � � � � xn�%� �y ! f�x�� � � � � xn�� D�

odkud z ��� pravidlem modus ponens odvod�me

S � y ! f�x�� � � � � xn�� D

Obr�cenou implikaci odvod�me z p�edpokladu ���� Z�m�nou prvn�ch dvou
�len� implikace odvod�me

S � Dy$f�x�� � � � � xn�%� �D � y ! f�x�� � � � � xn��

proto�e S je roz���en� teorie T � Pravidlem modus ponens z ��� pak odvod�me

S � D � y ! f�x�� � � � � xn�

Uk�zali jsme� �e de�nuj�c� axiom ��� teorie T je v�tou teorie S � Teorie S a
T � jsou ekvivalentn�� T � je konzervativn� roz���en� T � proto�e podle V�ty ��� je
S konzervativn� roz���en� T � T�m je v�ta dok�z�na�

���� D�le�it
 je speci�ln� p��pad de�nice funk�n�ho symbolu� kdy de�nuj�c�
formule D je tvaru y ! t � kde t je term� kter
 neobsahuje jin� prom�nn� ne�
x�� x�� � � � � xn � V takov�m p��pad� v�dy plat� podm�nky existence a jednozna��
nosti a jsou dokazateln� jen v predik�tov� logice� Tak

� Dy$t%� ��y�D

je v�tou predik�tov� logiky a na lev� stran� implikace je instance t ! t axiomu
identity� Podm�nka existence odtud plyne pravidlem modus ponens� Podm�nka
jednozna�nosti

� y ! t� t� ! t� y ! t�

je d�sledkem symetrie a tranzitivnosti rovnosti�
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P�irozen� n�sobky a numer�ly z P��klad� ���� a� b� byly zavedeny pr�v�
popsan
m zp�sobem� nemus�me je tedy ch�pat jen jako zkratky� ale jako nov�
de�novan� funk�n� symboly a konstanty�

���� Roz��en� teorie o de�nice -�k�me� �e teorie T � je roz	��en�m teorie
T o denice jestli�e T � vznikne z T kone�n
m po�tem roz���en� o de�nice
predik�t� nebo funkc��

Podle V�ty ��� a V�ty ��� je T � konzervativn� roz���en� teorie T a pro
ka�dou formuli A� jazyka teorie T � existuje formule A bez de�novan
ch
symbol� takov�� �e T � � A� A� �

Tato de�nice odpov�d� b��n�mu postupu p�i budov�n� n�jak� teorie� Jed�
noduch
 jazyk p�vodn� axiomatiky se roz�i�uje o nov� de�novan� symboly pro
funkce a predik�ty� kter� slou�� k p�ehledn�mu z�pisu term� a formul�� Uveden�
v
sledky ukazuj�� �e ��dn� nov� v�ty v p�vodn�m jazyce nelze z de�nic odvodit
a �e de�novan� symboly mohou b
t v p��pad� pot�eby eliminov�ny�
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��� Cvi�en�

�� �Eliminace funk�n�ch symbol��� Je�li L jazyk prvn�ho ��du� nech� Lr je ja�
zyk� kter
 nem� ��dn
 funk�n� symbol� obsahuje v�echny predik�tov� sym�
boly jazyka L a ke ka�d�mu n ��rn�mu funk�n�mu symbolu f jazyka L
nech� Lr obsahuje �n �� ��rn� predik�tov
 symbol pf � Jazyk Lr budeme
naz�vat rela�n� verz� jazyka L � pf naz�v�me predik�tov� symbol sdru
en�
s f �
Ke ka�d�mu predik�tov�mu symbolu pf p�i�ad�me dva axiomy� kter� na�
zna�uj�� �e pf je predik�tov
 symbol� kter
 zastupuje funkci,
Je�li f n ��rn� funk�n� symbol a jsou�li x�� � � � � xn� y� y� navz�jem r�zn�
symboly pro prom�nn�� k predik�tu pf p�i�ad�me n�sleduj�c� axiomy

��y� pf�x�� � � � � xn� y�

pf�x�� � � � � xn� y�� �pf�x�� � � � � xn� y
��� y ! y��

Prvn� z nich zaru�uje existenci a druh
 jednozna�nost individua� kter� za�
stupuje f�x�� � � � � xn� � Nech� P �Lr� ozn�uje mno�inu v�ech axiom� p�i�a�
zen
ch v�em sdru�en
m predik�tov
m symbol�m jazyka Lr �
Je�li M struktura pro L � nech� Mr je struktura pro jazyk Lr � kter�
vznikne nahrazen�m ka�d�ho zobrazen� f � kter� realizuje funk�n� symbol
f � relac� pf � kter� je grafem zobrazen� f , To znamen�� �e pf je relace�
kter� sest�v� ze v�ech uspo��dan
ch �n  �� �tic tvaru �m�� � � � � mn� m� �
kde m�� � � � � mn� m jsou individua takov�� �e f�m�� � � � � mn� ! m � -�k�me�
�e struktura Mr je rela�n� verz� struktury M �
Pop��eme zp�sob� jak eliminovat funk�n� symboly jazyka L ,
K libovoln� formuli A jazyka L lze indukc� podle slo�itosti sestrojit for�
muli Ar n�sleduj�c�m zp�sobem,
Je�li A atomick� formule tvaru t� ! t� a termy t�� t� neobsahuj� ��dn

funk�n� symbol �tedy na obou stran�ch rovnosti je prom�nn��� potom Ar je
formule A � Je�li na prav� stran� prom�nn� y a t� obsahuje funk�n� sym�
boly� postupujeme podle slo�itosti termu t� , je�li t� tvaru f�s�� � � � � sn�
pro n�jak
 n ��rn� funk�n� symbol f a termy s�� � � � � sn � nech� x�� � � � � xn
jsou prom�nn�� kter� se nevyskytuj� ve formuli A � formule Ar je tvaru

��x�� � � � ��xn� ��s� ! x��
r # � � � # �sn ! xn�

r # pf �x�� � � � � xn��

V p��pad�� �e oba termy t�� t� obsahuj� funk�n� symboly� zvolme prom�n�
nou x � kter� se nevyskytuje ve formuli A a formuli Ar p��eme ve tvaru

��x� ��t� ! x�r # �t� ! x�r�

Je�li A atomick� formule tvaru p�t�� � � � � tn� � kde p je n ��rn� predik��
tov
 symbol r�zn
 od rovnosti a t�� � � � � tn jsou termy� zvol�me prom�nn�
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x�� � � � � xn � kter� se nevyskytuj� ve formuli A a Ar p��eme ve tvaru

��x�� � � � ��xn� ��t� ! x��
r # � � � # �tn ! xn�

r # p�x�� � � � � xn��

J�drem probl�mu byla eliminace funk�n�ch symbol� z atomick
ch formul��
ostatn� p��pady jsou jednoduch�,
Je�li A tvaru 	B � potom Ar je formule 	Br � Je�li A tvaru B � C � kde
� zastupuje symbol �� #� � nebo � � potom Ar je formule Br

� Cr �
Je�li A tvaru �Qx�B � kde Q zastupuje existen�n� nebo univerz�ln� kvan�
ti�k�tor� potom Ar je formule �Qx�Br �
Nech� Lr je rela�n� verze jazyka L � nech� A je formule jazyka L a M je
realizace jazyka L � Plat�,

�a� M
r j! P �Lr�

�b� Pokud A neobsahuje funk�n� symboly� formule Ar je shodn� s A �

�c� Pro libovoln� ohodnocen� prom�nn
ch e ve struktu�e M

M j! A$e% pr�v� kdy� M
r j! Ar$e%

�d� K libovoln� formuli B jazyka Lr lze sestrojit formuli Bf jazyka L
tak� �e p�i ka�d�m ohodnocen� prom�nn
ch e v M plat�

M j! Bf $e% pr�v� kdy� M
r j! B$e%

�e� Je�li N realizace jazyka Lr � kter� je modelem P �Lr� � potom existuje
realizace M jazyka L takov�� �e N je shodn� s Mr �

�f� Je�li T teorie s jazykem L a T r je mno�ina v�ech formul� Br pro
v�echna B z T � potom

T � A pr�v� kdy� T r � P �Lr� � A

�� Nech� T je teorie s jazykem L a T � je teorie s jazykem L� �

�a� T � je roz���en�m teorie T � pr�v� kdy� L� je roz���en�m L a pro ka�d

model M� teorie T � je MjL model teorie T �

�b� Je�li T � roz���en� teorie T a je�li mo�n� ka�d
 model teorie T roz���it
do modelu M� teorie T � � potom T � je konzervativn� roz���en� teorie
T �

�c� P�ipome�me� �e teorie T a T � jsou ekvivalentn�� pokud T � je roz���
�en�m T a naopak�
Teorie T� T � jsou ekvivalentn�� pr�v� kdy� T � je konzervativn� roz���
�en� teorie T a naopak�
Teorie T� T � jsou ekvivalentn�� pr�v� kdy� maj� stejn� modely�
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�� -�k�me� �e teorie T� T � jsou slab� ekvivalentn�� jestli�e n�jak� roz���en�
teorie T o de�nice je ekvivalentn� n�jak�mu roz���en� teorie T � o de�nice�

�a� K libovoln� teorii T existuje slab� ekvivalentn� teorie T � � kter� nem�
��dn� funk�n� symboly�

�b� Je�li T otev�en� teorie� potom teorie T � z bodu �a� m� za axiomy
jen existen�n� formule�

$N�vod,

�a� Pou�ijte v
sledk� cvi�en� ��

�b� Pou�ijte �a� a v�tu o prenexn�m tvaru formul��%

�� �a� U�ijte v
sledku cvi�en� � �b� k d�kazu tvrzen�� �e roz���en� teorie
zaveden�m funk�n�ho symbolu je konzervativn��

�b� Pomoc� �a� a lemmatu � z x� podejte nov
 d�kaz Herbrandovy v�ty�

�� Je�li A otev�en� formule bez rovnosti� potom plat�

� A pr�v� kdy� A je tautologie

$N�vod, U�ijte Herbrandovu v�tu�%

�� Je�li T otev�en� teorie a A formule jej�ho jazyka� kter� je v prenexn�m
tvaru� potom T � A � pr�v� kdy� n�jak� disjunkce instanc� otev�en�ho
j�dra formule A je tautologick
m d�sledkem instanc� axiom� rovnosti a
axiom� teorie T �

�� Je�li A v�tou teorie T � pak formule A m� d�kaz� kter
 obsahuje jen ty
speci�ln� symboly jazyka� kter� se vyskytuj� ve formuli A a v axiomech
teorie T �
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