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Cast I
Vyrokova logika

1 Uvod do vyrokové logiky

Vyrokovéa logika zkoumé formule, které vzniknou pomoci logickych spojek. To,
co tyto spojky spojuji, ale uz neni predmétem jejiho zajmu. Tyto tzv. prvotni
formule ¢i vyrokové proménné bere jako nedélitelné celky, u kterych nas zajima
pouze to, zda jsou pravdivé nebo nepravdivé, a tuto vlastnost jim navic vétsinou
prifazujeme sami.

1.1 Definice. Necht P je neprdzdnd mnoZina, jejiz prvky budeme nazj-
vat vyrokové proménné nebo prvotni formule. Jazyk Lp vyrokové logiky nad
mnozinou P obsahuje:

¢ Prvky mnoziny P.

e Symboly pro logické spojky — undrni -~ (negace) a binarni & (konjunkce),
v (disjunkce), — (implikace) a < (ekvivalence).

o Pomocné symboly — zavorky a jiné symboly bez sémantického vyznamu.

Pomahaji prehledné a jednoznac¢né zapsat formule jazyka.

1.2 Definice. Necht Lp je jazyk vyrokové logiky nad mnozinou prvotnich
formuli P. Kazda vgrokovd formule vznikne koneénym pocetem pouziti téchto
induktivnich pravidel:

(i) Kazd4 prvotni formule p € P je formuli.
(ii) Jsou-li vyrazy A, B formule, jsou formule i vyrazy:

~A  (A&B) (AvB) (A-B) (A< B)

1.3 Definice. Necht A je formule. Podslovo B formule A, které je samo
formuli, nazveme podformule formule A.

1.4 Poznamka. Piestoze uvedené definice vyrokovych formuli stanovuje
jednoznacna pravidla psani zavorek, neni zpravidla nutné psat zavorky vsude.
Predevsim krajni zavorky se zpravidla vynechavaji a fetézec stejnych binarnich
logickych spojek se chipe jako uzavorkovan zprava (toto pravidlo se v tomto
textu mleky pouziva opravdu hodng). Tedy:

PL=> P2 ... = Pp_1 = Dn znamena (pr=> (2= ... (Pn-1 = Pn)--.))



2 Sémantika vyrokové logiky

Sémantika zkouma pravdivost formuli, jejich vyznam ¢i interpretaci. Vyrokové
formule jsou konstruovany nad mnozinou prvotnich formuli, které vSak sama
vyrokova logika neanalyzuje. Proto musi byt pravdivost téchto vyrokovych pro-
ménnych dana zvnéjsku. Pravdivost formuli se pak uréi z pravdivosti vyrokovych
proménnych na zékladé vyznamu logickych spojek.

2.1 Definice. Necht P je mnozina prvotnich formuli jazyka Lp a F mnozina
vSech formuli jazyka Lp.

e Mnozina pravdivostnich hodnot je dvouprvkova a sestava se z hodnot 1
(true, pravda) a 0 (false, nepravda).

o Pravdivostni ohodnoceni (valuace) prvotnich formuli je zobrazeni v: P —
{0,1}, které kazdé prvotni formuli p¥ifadi pravdivostni hodnotu.

e Pravdivostni hodnota formule A p¥i ohodnoceni v je zobrazeni v : F —
{0,1}, které jednozna¢né rozsifuje v na mnozinu vech formuli F' a které
je definovano induktivné:

— Je-li A vyrokova proménnd, je 7(A) =v(A).

— Je-li A formule vznikla z jinych formuli aplikaci logické spojky, pfi-
fadime ji hodnotu podle nasledujici tabulky:

A|B| -A| A&B | AvB | A-B | A< B
010 1 0 0 1 1
0|1 1 0 1 1 0
110 0 0 1 0 0
11 0 1 1 1 1

Formule A je pravdivd p¥i ohodnoceni v, pokud 5(A) = 1. Jinak je formule
A nepravdivd.

2.2 Poznamka. Definice pravdivosti ddva moznost o kazdé formuli snadno
rozhodnout, zda je tautologie. S tim spojeny algoritmus je vsak vypoctové ex-
ponencialné slozity, protoze pro n vyrokovych proménnych je nutné prozkoumat
2™ rtznych ohodnoceni.

2.3 Pozorovani (korektnost pravidla modus ponens). Z definice prav-
divosti je zfejmé, ze pokud jsou formule A, A — B pfi néjakém ohodnoceni v
pravdivé, neni jind moznost, nez ze i formule B je pfi v pravdiva. Tento fakt
nam zaruc¢i sémantickou korektnost odvozovaciho pravidla modus ponens.

2.4 Definice. Necht A je formule a v ohodnocenti jejich vyrokovych promén-
nych.



e Je-li A pravdiva pfi ohodnoceni v, fikdme, ze v je model formule A a
piSeme v = A.

e Formule A je splnitelnd, pokud pro ni existuje néjaky model v.

2.5 Definice. Nechf T' je mnozina formuli a v ohodnoceni jejich vyrokovych
proménnych.

o Je-li kazd4 formule A € T pravdiva pfi ohodnoceni v, fikame, Ze v je model
mnoziny formuli T a piseme v = T.

e Mnozina formuli T je splnitelnd, pokud pro ni existuje néjaky model v.

2.6 Definice. Necht T je mnozina formuli a A je formule.

e Je-li kazdy model mnoziny T zaroven modelem formule A, fikdme, ze A
je tautologicky (sémanticky) disledek T a piSeme T = A.

o Je-li formule A pravdiva pfi kazdém ohodnoceni vyrokovych proménnych,
fikdme, Ze formule A je tautologie a pisSeme E A.

2.7 Poznamka. To, Ze A je tautologie, je zfejmé ekvivalentni tomu, Ze A je
tautologicky dusledek prazdné mnoziny formuli. Formalné vzato je totiz kazdé
ohodnoceni v modelem prazdné mnoziny formuli.

2.8 Poznamka. KdyZ je mnoZzina formuli 7" nesplnitelné, nemé zZadny mo-
del. Mnozina modeld mnoziny formuli 7" je tedy prazdna a libovolna formule
A je pravdiva pfi kazdém prvku této préazdné mnoziny. Formélné tedy plati,
ze kazda formule A je tautologickym dusledkem nesplnitelné mnoziny 7. Jak
pozdéji uvidime, toto souvisi s tim, ze nesplnitelnd mnozina formuli je sporna a
ze sporné mnoziny lze dokazat libovolnou formuli.

2.9 Pozorovani. Pro libovolné (a tedy i prazdné) mnoziny formuli 77,75
je:
Tlle a T2|=A—>B = TiuTl,EB

Diikaz. Méjme libovolny model v mnoziny 77 uT5. Ten je ziejmé i modelem
samostatnych mnozin 7 a T, a formule A a A - B jsou tedy pfi v pravdivé.
Proto je podle pozorovani 2.3 pfi v pravdiva i formule B. ¥

3 Formalni systém vyrokové logiky
Formdlni systém néjaké vétve matematické logiky ma nékolik ¢asti:

o Formdlni jazyk, ve kterém jsou tvoreny formule systému.

o Axiomy, tedy formule, které prijimame jako zékladni tvrzeni.



e Odvozovaci pravidla, které fikaji, za jakych okolnosti muzeme z jinych
formuli odvodit novou formuli jako jejich dusledek.

Dale nas pfi studiu formélnich systému bude zajimat, co je to formalni dikaz
formule, jaké formule se daji formélné dokazat a jaké prostiedky se k dukazim
daji vyuzit, jsou-li véechny dokazané formule skute¢né pravdivé (korektnost for-
malniho systému), nedé-li se ndhodou dokézat jakakoliv formule (bezespornost
formalniho systému) a jestli se daji dokdzat préavé vsechny pravdivé formule
(dplnost formalniho systému).

3.1 Redukce jazyka. Abychom mohli axiomy a odvozovaci pravidla zvolit
co nejuspornéji, budeme budovat formalni systém vyrokové logiky pouze pro dvé
logické spojky, a sice negaci - a implikaci —. Ostatni spojky budeme chapat jako
odvozené a budeme je pokladat pouze za syntaktickou zkratku pro zjednoduseni
zépisu formuli vyuzivajicich pouze uvedenych dvou spojek. Konkrétneé:

(A& B) je zkratka za formuli -(A - -B)
(Av B) je zkratka za formuli (-A - B)
(A< B) je zkratka za formuli (A->B)& (B—A)

D4 se snadno ovéfit, Ze ze sémantického hlediska jsou formule nalevo ekviva-
lentni formulim napravo (pfi jakémkoliv ohodnoceni v maji obé formule stejnou
pravdivostni hodnotu).

3.2 Volba axiomu a odvozovacich pravidel.

e Jako aziomy je vhodné volit takové formule, které jsou pravdivé nezavisle
na interpretaci jazyka (v pfipadé vyrokové logiky na ohodnoceni prvotnich
formuli). Proto budeme axiomy hledat mezi tautologiemi.

e Jako odvozovaci pravidla je vhodné volit takova pravidla, kterd jsou ko-
rektnd, tedy pro danou interpretaci (ohodnoceni) odvodi z pravdivych for-
muli dalsi pravdivou formuli.

Pokud zvolime axiomy a pravidla podle uvedenych zasad, budeme mit jis-
totu, Ze vSechny véty dokdzané v nasem formalnim systému budou tautologie.
Naopak otazka, zda jsou vSechny tautologie formalné dokazatelné, je tézsi a
budeme se ji zabyvat v sekci o plnosti vyrokové logiky.

3.3 Definice. Formdlni systém vyrokové logiky obsahuje:

o Jazyk. PouZijeme redukovany jazyk L’ nad mnoZzinou prvotnich formuli
P.

o Aziomy. Jsou-li A, B,C formule, pak kazda formule nésledujicich tvart je



axiom vyrokové logiky:

A— (B A) (A1)
(A-(B-0C))=>[(A->B)->(A-0)] (A2)
(—|B — —|A) — (A — B) (A3)

o Odvozovaci pravidla. Jediné odvozovaci pravidlo vyrokové logiky je pravi-
dlo modus ponens:

»Z formuli A a A - B odvod formuli B.“ (MP)

Uvedené vyrazy (Al), (A2) a (A3) jsou pouze schémata aziomd, podle kte-
rych se dosazenim za formule A, B, C' vytvoii instance axiomu. Formalni systém
vyrokové logiky mé tedy nekonecné mnoho axiomt, ale pouze t¥i schémata axi-
omd.

3.4 Definice. Posloupnost formuli (A1, As, ..., A,) je formalnim dikazem
formule A v daném formalnim systému, pokud zaroven plati:

e A=A
e kazda formule A; i€ {1,...,n} je bud:

— axiom daného formalniho systému

— odvozena z uréitych predchozich formuli A4;,j € {1,...,i-1} pouzitim
nékterého odvozovaciho pravidla daného formalniho systému

Formule A je v daném formalnim systému dokazatelnd, pokud existuje for-
malni ditkaz formule A. Rikdme také, Ze A je vétou daného formalniho systému
a tuto skutecnost zapisujeme + A.

3.5 Véta.
F(A— A) (V1)

Diikaz. Vétu dokazeme formalné ve smyslu predchozi definice:

1) [A-((A~>4)~4)] (A1)
2) [A->((A=A4)->A)]->[(A=> (A= A4) > (A~ A)] (A2)
B) (A=>(A->4))~> (A~ 4) (MP z (1) a (2))
4) (A= (A-4)) (A1)
(5) A-A (MP z (3) a (4))



Jak vidime, formalni dukaz i tak jednoduchého tvrzeni ma pét kroku. Lze
ocekavat, ze dikazy slozitéjsich formuli budou nartstat do délky. Pro zjedno-
duseni proto mizeme formuli A - A od tohoto okamziku pokladdat za jakési
»Schéma axiomu“ a kazdou jeho instanciaci“ pak v pfipadé potfeby nahradit
vySe uvedenymi péti kroky. Toto je vlastné jediny forméalni dtkaz, ktery uve-
deme — vSechny dalsi dikazy budou spiSe jakymsi ndvodem, jak by bylo mozné
danou vétu dokazat formalné, kdyby toho bylo zapotifebi, nebo budou s formal-
nim dikazem manipulovat.

3.6 Definice. Necht T je mnozina formuli. Posloupnost formuli (A;, 4s, ..., 4,)
je formalnim dikazem formule A z predpokladi T v daném formalnim systému,
pokud zéaroven plati:

e A=A
e kazd4 formule A;,i € {1,...,n} je bud:

— aziom daného formalniho systému

— odvozena z uréitych predchozich formuli A;,j € {1,...,i-1} pouzitim
nékterého odvozovaciho pravidla daného formalniho systému

— prvkem mnoziny T’

Formule A je v daném formalnim systému dokazatelnd z predpokladi T,
pokud existuje formélni dikaz formule A z piredpoklada T'. PiSeme T + A.

Od definice samotného formalniho dikazu se tedy tato definice lisi pouze
tim, Ze jako prvek A; posloupnosti Ize pouzit i néktery predpoklad, tedy nékterou
formuli z T

3.7 Poznamka ke znaceni. Obvykle nahrazujeme symbol 7" na levé strané
zépisu T + A vycétem prvka mnoziny 7' nebo kombinujeme formule a mnoziny
formuli, napriklad:

ABrC namisto {A,B}+C
T,-A+ B namisto Tu{-A}+B

3.8 Pozorovani. Nechf T je mnozina formuli a A formule. Potom:
AeT = TrA (DP)

Toto tvrzeni je zfejmé (jednoprvkova posloupnost (A) je diikazem formule A
z predpokladt T', pokud A € T'). Uvadime ho jen proto, abychom mohli nékteré
kroky jinych dikazt komentovat pismeny DP (,dtikaz z pfedpokladia®).

3.9 Pozorovani. Necht T} a T5 jsou mnoziny formuli takové, ze 11 € Tz, a
A je formule. Potom zfejmé plati:

Tli—A = TQI—A



3.10 Dusledek. Necht T4, T, jsou libovolné mnoziny formuli a A, B formule.
Plati:
Tli—A a TQI—A—>B = TlLJTQI—B (MP)

Diikaz. Spojime forméalni dikazy formuli A a A - B a na konec zafadime
formuli B. Ziejmé tak vznikne forméalni dikaz formule B z piedpokladi T3 u

Ts. *

3.11 Véta o dedukci pro vyrokovou logiku. Necht 7' je mnozina formuli
a A, B jsou formule. Potom:

T-rA-B < Tu{A}+B (VD)

Dikaz.

=) Pfedpoklddejme, Ze plati T+ A — B. Potom existuje posloupnost formuli
(A1, As,..., Ap_1,A - B), ktera je formalnim dtikazem formule A — B z pred-
poklada T'. Doplnime-li k této posloupnosti formuli A, kterou pfiddme i k mno-
ziné predpokladt T, muzeme z této formule A a z formule A — B pravidlem mo-
dus ponens odvodit platnost formule B. Posloupnost (A, Ay, A, ..., Ap_1, A —>
B, B) se tak stane formalnim dtikazem formule B z pfedpokladt T'u {A}. Sku-
te¢né tedy T U {A} + B.

<) Nyni necht Tu{A} - B a (A1, As, ..., A, = B) je formalni ditkaz formule
B z predpokladd T'u {A}. Indukei podle délky formalniho ditkazu ukézeme, Ze
pro Vi € {1,...,n} plati T + A - A;. Tim budeme hotovi, nebot pro i = n
dostaneme T'+ A - B.

Ptedpokladejme, Ze pro vSechna j < i jsme jiz formélni dikazy vét T+ A —
A; sestrojili (pro i = 1 tedy nepredpokladame nic, coz nevadi, protoze varianta
vyuzivajici indukéni pfedpoklad nemtize pro i = 1 nastat). Pro dané ¢ uvizime
t¥i pripady:

e Formule A; je formule A. Vétu - A - A mame jiz formalné dokazanou,
stejné dokdzeme + A - A; z predpoklada 7.

e Formule A; je axiom vyrokové logiky nebo formule z mnoziny 7. Potom
posloupnost (A;, A; > (A — 4;),A - A;) je formélnim diikazem formule
A > A; z pfedpokladt T, nebot druhd formule je instanci axiomu (A1) a
treti formule vznikla z prvni a druhé pravidlem modus ponens.

e Formule A; je odvozena pravidlem modus ponens z formuli A;, Ay pro
néjakd j,k < i, kde A; je formule tvaru A; — A;. Podle indukéniho
predpokladu jsme tedy jiz diive museli dokdzat T+ A — (A - A;) a



T+ A— Ag. Postupujeme takto:

(1) TrA- (A~ A)

(2) TrA- A

() Tr (A= (A~ A)) ~ [(A— Ap) > (A~ 4)] (A2)
(1) Tr(A>Ay) (A A) (MP 2 (1) a (3))
(65) TrA- A (MP z (2) a (4))

Formalni dikaz véty (5) vznikne spojenim pfedchozich dikazi vét (1) a
(2) a formuli (3), (4) a (5). %

Diuikaz véty o dedukci dava vlastné navod, jak lze prejit od formalniho dikazu
véty T+ A - B k formalnimu dikazu véty T u {A} - B a zpét. Pii dokazovani
dalsich vét vyrokové logiky nebudeme jiz sestrojovat formalni dikazy, ale bu-
deme pouze ukazovat, ze existuji, a naznacovat, jak k nim lze v pfipadé potieby
dojit.

3.12 Upozornéni. Véta o dedukei nas miize 1dkat zkratit dukaz véty (V1)
na pouhé dva kroky:

(1) Ar A (DP)
(2) FA-> A (VD)

Véta (V1) vsak byla vyuzita v dikazu véty o dedukei, proto nemiizeme pouzit
vétu o dedukei k ditkazu véty (V1).!

Nyni si ukdzeme dvé primé aplikace véty o dedukci:

3.13 Véta o skladani implikaci.
F(A;1 > Ay) > (Ay > A3)—> ... > (A1 > Ay) = (A1 = A)) (SI)
Dikaz.

(1) A, AL - Ay, AL~ A - Ay (DP)
(2) A, A1 > Ay, A1 > A e A - Ay (DP)
(3) A Ay > Aoy A = A e A (MP z (1) a (2))
(4) Ay, Ay > Ag, o A1 > A Ay > As (DP)
(5) A, AL — Ay, A1~ AL - As (MP z (3) a (4))

5

(6) A1, A1~ Ay, Ang— Ay F A,

Nyni postupnou aplikaci véty o dedukci (postupné pro formule 4,, 4,1 —
Ap,Aps = Ap_q ..., Ay = Ay) ziskdme koneéné:
3) > ... (A1 > A4,) > (41> Ay)

I1Kdybychom vsak v diikazu véty o dedukci misto odkazu na (V1) rozvedli jeji formélni
dtikaz (onu posloupnost péti formuli), bylo by pak mozné vétu (V1) skuteéné dokazat takto.
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3.14 Véta o zaméné piedpokladii. Necht A, As, ..., A,, B jsou formule
a 7 je permutace na mnoziné {1,...,n}. Potom:

F(A1 > Ay > ... > Ay = B) = (Azq) = Az > - = Arn) =~ B)  (ZP)

Dikaz. Vyjdeme z mnoziny predpokladt (A; - Ay — ... > A, > B), Ay,

As, ..., A,, kterou budeme pro zkraceni nazyvat T
(1) T+ A (DP)
(2) T-A -A—>...>A,>B (DP)
(3) TrHAy > A3 —>...> A, > B (MP z (1) a (2))
(4) T+ Ay (DP)
(5) TrHA3—>A4~>...> A, > B (MP z (3) a (4))
(6) T+B

A nyni jiz postupnou aplikaci véty o dedukci v potadi Ay (n), Arx(n-1), ---»
A7r(1)7 (Al - Ay —>... > A, —>B)
F<A1_}A2_}"’_)An_>B)_)(A7T(1) _)AW(Q) _)"‘_)Aw(n) - B)
¥

Nyni bude nésledovat nékolik vét a jejich variant, které budou (spolu s jiz

vvvvvv

3.15 Véta.
+-A->(A- B) (V2)

Dikaz

(1) F-A— (=B - -4) (A1)

(2) -Ar (=B > -A4) (VD)

(3) +(-B ~-A) > (A- B) (A3)

(4) -A+(A- B) (MP z (2) a (3))

(5) F-A—>(A- B) (VD)

Krok typu (3) budeme obvykle vynechavat a do komentafe nésledujictho
fadku pséat (A3, MP), coz obvykle bude znamenat: ,,Pouzili jsme instanci axiomu
3 (ktery mé tvar implikace) tak, aby pfedpoklad odpovidal pfedchozi formuli.
Potom jsme pouzitim pravidla modus ponens odvodili tuto formuli, ktera je
tvrzenim axiomu.“ ¥

Uvédomme si intuitivni vyznam véty. Ten fikd, Ze podafi-li se ndm zaroven
dokazat formuli A i jeji negaci =A, miuzeme z toho odvodit libovolnou formuli
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B. To ponékud ospravedliiuje definici spornosti, kterou uvedeme v nasledujici
kapitole.

3.16 Poznamka. Uvedeny neformdini dikaz? ndm napovida, jak sestrojit
formalni dikaz této véty. Vezmeme formuli -A — (=B — -A), kterd je jakozto
instance axiomu svym vlastnim formalnim dikazem. Dukaz véty o dedukci nam
dava navod, jak tento dikaz transformovat na dikaz formule -B - - A z pred-
pokladu - A. K tomuto dukazu pfiddme axiom (-B - -A) - (A - B) a formuli
A — B, vznikne formalni diikaz formule A — B z pfedpokladu -A. Véta o de-
dukci nam opét povi, jak od tohoto diikkazu dospét k hledanému dikazu formule
-A - (A- B).

Nékdy se ndam bude hodit taky mirna varianta predchozi véty:

3.17 Dusledek.

+A->(-A- B) (V2’)
Diikaz. Plyne snadno z (V2) a véty o zdméné piedpokladi. ¥
3.18 Véta.
F--A—> A (V3)
Diikaz.
(3) —ArF-—-A- A (A3, MP)
(4) -—Ar A (VD)
(5) F-—-A—> A (VD)
V&iméme si pouziti (VD) v kroku (4) k eliminaci nadbyteéného piedpo-
kladu. ¥
3.19 Véta.
FA---A (V4)
Diikaz.
(1) [ —|—\—\A d —|A (Vv?))
(2) Ao nA (A3, MP)
*

Nésledujici véta je obdobou axiomu (A3):

3.20 Véta.
F(A— B)—> (-B--A) (V5)

2Prof. Stépanek pouzivéa ve svych skriptech pojem demonstrace.
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Diikaz. Vyjdeme z véty o skladani implikaci

kterou pomoci véty o zdméné predpokladi prevedeme (prohozenim druhého a
tFetiho predpokladu) na:

[ (—|—|A g A) i (B d —|—|B) d (A i B) i (—|—|A nd —|—\B)

Protoze prvni pfedpoklad je instance véty (V3) a druhy véty (V4), dostaneme
po dvou (MP) znéni prvniho faddku:

1) (A= B) > (+2A > —B)
(2) A-Br--A—---B (VD)
(3) A—-Br-B->-4 (A3, MP)
(4) +(A—- B) - (-B—--A4) (VD)

Pro uplnost zde uvedeme i ostatni varianty axiomu (A3) a véty (V5), které
budeme pozdé&ji vyuzivat a znacit (V5’):

3.21 Dusledek.

(i) = (A - —\B) — (B — —|A) (V5’)
(i) ~(-A->B)->(-B-A) (V57)
Diikaz. (i) Takto:

(1) A—--B+A—--B (DP)
(2) A--B+r--B->-4 (V5, MP)
@ (B B) = (2B > <A) > (B~ =A) (51
(4) +(--B > -4) > (B > -4) (V4, MP)
(5) A--B+B--A4 (MP z (2) a (4))
(6) +(A->-B)—>(B—--A4) VD)

(ii) Podobné, pouze bez mezikroku s vétou o sklddani implikaci:

(1) -A-B+-A->B (DP)
(2) -A—->Br-B—->--4A (V5, MP)
(3) -A—- B,-B+--A (VD)
(4) -A—->B,-B+A (V3, MP)
(5) +(-A— B)—> (-B—-A) (2x VD)
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3.22 Véta.
+A—>-B->-(A- B)

Dikaz.
(1) A-B+A->B
(2) A+-(A-B)->B
(3) A'_ﬁB_)_\(A_)B)
(4) FA->-B->-(A- B)
3.23 Véta.
F(RA—-A)—> A
Dikaz.
(1) I——\A—>—\A—> —|(—\A—>A)
(2) l——|A—>—|(—|A—>A)
(3) F(-A->A)-> A

(V6)
(3x VD)
(A3, MP)

¥

Spise pro tplnost nez proto, Ze bychom to pozdé&ji potfebovali, uvedme, jak

by se dokézala obdoba véty (V7):

3.24 Dusledek.
F(A->-4)->-4

Diikaz.
(1) A->-ArA->-A
(2) A--Ar--A->-A
(3) F(-—A—>-4)—>-A
(4) Ao -Ar-A
(5) F(A->-4)->-A

4 TUplnost vyrokové logiky

(V7)
(DP)
(V5, MP)
(V1)
(MP z (2) a (3))
(VD)
¥

Nyni se budeme zabyvat otadzkou, zda jsou vSechny tautologie opravdu dokaza-
telné. K tomu budeme potiebovat nékteré dalsi pojmy, pfedevsim pojem spor-
nosti, bezespornosti a maximdlni bezespornosti mnoziny formuli.

Uvedeny postup pochazi ze slidt a piednasky prof. Stépanka. V jeho skrip-
tech je uveden postup jiny. Uvedeny postup se taky do urcité miry podoba

postupu v predikatové logice.
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4.1 Definice. Mnozina formuli T néjakého forméalniho systému je spornd,
jestlize kazda formule A daného forméalniho systému je dokazatelnéd z predpo-
kladt T. V opa¢ném pripadé fekneme, ze T je bezespornd.

Bezespornost se nékdy nazyva konzistence a spornost inkonzistence. Séman-
tickym ekvivalentem bezesporné mnoziny je pojem splnitelné mnoziny.

4.2 Véta o dukazu sporem. Pro kazdou formuli A a mnozinu formuli 7’
plati:
TrA < Tu{-A} je sporni

Drikaz.

=) Necht B je libovolna formule a 7'~ A. Postupujeme takto:
(1) TrHA (predpoklad)
(2) A= (-A-B) (V2')
(3) T+ (-A~-B) (MP z (1) a (2))
(4) T,-A+B (VD)

Mnozina T U {-A} je tedy sporné, nebot z ni lze dokdzat libovolnou formuli
B.

<) Protoze je T u {-A} sporna, miZzeme z ni dokdzat libovolnou formuli,
tfeba A. Proto:

(1) T,-Ar A

(2) TrH-A->A (VD)
(3) F(-A>A) > A (V7)
(4) T+A (MP z (2) a (3))

4.3 Véta o charakterizaci spornych mnozin. MnoZina formuli T je
spornd, pravé kdyz pro néjakou formuli A lze dokazat T+ A & - A.

Dikaz.

=) Protoze je T spornd, lze z ni dokézat kaZdou formuli, specidlné tedy i
A & -A pro libovolnou A.

<=) Necht B je libovoln4 formule a plati T+ A & —A pro né&jakou formuli A.
Dokazeme T + B:

(1) Tr-(A---A4) (pfepsand A & -A)
(2) FA-> (-B—A) (A1)
(3) F-B - (A->--A4) (2x VD, V4, MP, 2x VD)
(4) F-(4A—->--4)->--B (V5, MP)
(5) Tr--B (MP z (1) a (4))
(6) T+B (V3, MP)
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4.4 Pozorovani. Je-li mnozina formuli 7' bezespornd a 7'+ A, potom je
také mnozina T U { A} bezesporna.

Diikaz. Kdyby byla Tu{ A} spornd, bylo by z ni mozné podle véty 4.3 dokézat
spor, tedy néjakou formuli tvaru B & —B. Tento spor by potom byl dokazatelny
pouze z predpokladt T, nebot bychom v jeho ditkazu mohli pfipadny vyskyt
formule A nahradit jejim dtkazem z T'. MnozZina T' by tedy nemohla byt beze-
sporné a dogli bychom ke sporu. ¥*

4.5 Definice. Rekneme, %e mnozZina formuli 7' je mazimalni bezespornd,
jestlize je bezespornd a neexistuje Zadné bezespornd mnozina T takovd, Ze
TcT'.

4.6 Tvrzeni. Necht T je maximélni bezespornd mnozina formuli. Potom:
T-rA < AeT

Driikaz. Implikace < je zcela trividlni, soustfedme se proto na implikaci =.
Mnozina T je bezesporna a plati T + A, proto je podle pozorovéni 4.4 bezesporna
i mnozina T U {A}. Odtud nutné plyne A € T, nebot v opa¢ném piipadé by
mnozina 7" nebyla maximalni bezesporna. Y

4.7 Tvrzeni. Necht T je maximdalni bezespornd mnozina formuli. Potom
pro libovolnou formuli A je pravé jedna z formuli A, —=A prvkem mnoziny 7.

Diikaz. Méjme libovolnou formuli A. Predpokladejme, Ze obé formule A, - A
jsou prvky T. Potom lze z T snadno dokazat libovolnou formuli B:

(1) Tr-A (pfedpoklad —A € T, tvrzeni 4.6)
(2) THA (pfedpoklad A € T', tvrzeni 4.6)
3) +r-A->A->B (V2)
(4) T+B (2x MP)

Mnozina T je tedy podle definice sporna a to je spor.

Nyni predpokladejme, ze zZaddnéd z formuli A, —A neni prvkem 7. Protoze
by T méla byt maximélni bezespornd, je mnozina T'U {-A} sporni. Podle véty
véty 4.2 je tedy T + A, coz podle tvrzeni 4.6 znamend A € T. Mame tedy opét
Spor. *

4.8 Lemma. Je-li T' maximalni bezesporna mnozina formuli a A, B formule,
potom plati:

(A->B)eT < -AeT nebo BeT
Diikaz. Za danych predpokladi budeme dokazovat vétu:
T+ (A- B) < T+-A nebo T+ B (1)
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Platnost lemmatu vyplyne z (1) diky tvrzeni 4.6, nebot T je maximdlni
bezesporna.

<) Dokézeme T + A — B a to jak za predpokladu T + - A, tak za predpo-
kladu T'+ B:

(1) Tr-A (pFedpoklad)
(2) F-A- (A~ B) (V2)
(3) T-A-B (MP z (1) a (2))
(4) T+ B (predpoklad)
(5) +B - (A~ B) (A1)
(6) T-A-B (MP z (4) a (5))

=) Dokéazeme obménu. Pfedpoklddejme, Ze neplati ani T+ - A, ani T + B.
Protoze je T' maximéalni bezespornd, musi podle tvrzeni 4.7 platit T - A a
T + -B. Potom:

(1) TrA (pfedpoklad)
(2) T+-B (predpoklad)
(4) T+ ~(A> B) (2x MP)
Odtud plyne (opét podle tvrzeni 4.7) neplatnost T+ A - B. Dog

4.9 Lindenbaumova véta pro vyrokovou logiku. Pro kazdou bezespor-
nou mnozinu 7" existuje maximéalni bezesporna mozina S takova, ze T € S.

Diikaz. Vsechny formule jazyka libovolné uspofadame do prosté® posloup-
nosti
Ay, A, As, ... (1)

Dale vytvorime ,neklesajici“ posloupnost bezespornych mnozin
T=TycTycTycTs,...
tak, ze pro Vi € N polozime

{ Ti-1U{4;}, je-li T;-1 u {A;} bezespornd
T = .
T4 jinak.

Necht S = To = UpgTn. Ziejmé T c S. Zbyva dokdzat, Ze S je maximAlni
bezesporna.

Pro spor necht S neni bezesporna. Potom podle véty 4.3 existuje formule A
takovd, ze S + A&—-A. Méjme tedy forméalni diikaz formule A&-A z predpokladi

3Bohuzel se mi nepovedlo pFijit na to, pro¢ prof. Stépanek pozaduje prostou posloupnost.
Dle mého néazoru je dulezité pouze to, aby se v posloupnosti vyskytla kazda formule alespon
jednou. ..
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S. Necht C je mnozina vSech formuli z S, které se v tomto dikazu vyskytuji.
Formuli A & —A lze tedy dokazat z predpoklada C' ¢ S, kterych je konecné
mnoho, a proto pro néjaky dostatecné velky index k jsou vSechny formule z C
prvkem T}j. Mnozina T} je ale bezespornd, a proto z ni zddnou formuli tvaru
A & - A dokazat nelze. Mame tedy spor.

Pro spor necht S neni mazimdini bezesporna. Potom existuje n&jaka beze-
sporna S’, ze S c ', BUNO takova, ze S’ \ S = {A}, tedy S’ obsahuje oproti S
navic pouze formuli A. Necht tato formule figuruje v posloupnosti (1) na misté
k, tedy A = Ag. Nebot S’ je bezespornd a mame A, € S’, Tp_1 € S c S a
tedy Tj-1 U {Axr} ¢S, je mnozina Ty_1 U {A} bezesporné. To ale znamend, ze
Ty =Ti-1 U{Ax} a tedy Ay € T, €S a mame spor, protoZe jsme predpoklddali
Ap ¢ S. ¥

4.10 Véta o bezespornosti a splnitelnosti. Je-li 7" mnozina formuli
vyrokové logiky, potom plati:

T je bezespornd <> T je splnitelna

Dikaz.

<) Predpokladejme, Ze T je splnitelnd a v je jeji model, tedy v £ T. Nej-
prve ukaZzeme, Ze kazda formule dokazatelnd z predpoklada T je pravdiva pii
ohodnoceni v.

Bud tedy A libovolna formule dokazatelnd z T a (A1, As,...,A,) jeji for-
mélni dikaz z predpokladt T. Indukci dokdzeme, ze T(A,,) = 1 pro Vm ¢
{1,...,n}:

e Formule A,, je axiom. Potom 9(A,,) = 1, nebot kazdy axiom je tautologie.

e Formule A,, € T. Potom ©(A,,) =1, nebot v = T podle pfedpokladu.

e Formule A,, je odvozena z formuli A;, A;, kde ¢,j € {1,...,m—-1}, pouzitim
pravidla modus ponens. Z indukéniho pfedpokladu méame 5(A4;) = 5(A4;) =
1 a diky korektnosti pravidla modus ponens dostdvame 5(A,,) = 1.

Nyni uvazme libovolnou formuli tvaru A & —A. Tato jisté neni pravdiva pii
ohodnoceni v, proto tedy nemtze byt ani dokazatelnd z T. Mnozina T je tedy
bezesporna.

=) Nyni pfedpokladejme, Ze T je bezesporna. Potom ji lze podle Linden-
baumovy véty rozsifit do maximalni bezesporné mnoziny S. Definujeme ohodno-
ceni v: P —» {0,1}, kde P je mnozina vyrokovych proménnych v S, nésledovné:

v(p)=1 < peS
Necht A je libovolna formule. Indukci podle jeji sloZitosti dokazeme:
AeS < ©(A)=1 (1)

Pro formuli A mohou nastat tyto pfipady:
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e Formule A je vyrokovd proménna. Tvrzeni (1) pak plyne piimo z definice
ohodnoceni v.

e Formule A je tvaru =B, kde B spliiuje (1) jako indukéni pfedpoklad. Potom

1 P 2
Bes Y Bes C o amy-0 & w-p)-1
nebot S je maximalni bezespornd mnozina a ekvivalence (1) tak plyne z
tvrzeni 4.7. Ekvivalence (2) plyne ze sémantického vyznamu negace.

¢ Formule A je tvaru B - C, kde B a C spliiuji (1) jako indukéni predpoklad.
Navic mtizeme piedpokladat, ze tento pFedpoklad spliiuje i formule =B (viz
predchozi bod). Proto:

(B-C)eS < -BeSneboCeS (lemma 4.8)
< 9(-B)=1nebov(C)=1 (indukéni pfedpoklad)
<  T(B)=0nebov(C)=1 (vyznam negace)
< 9(B->C)=1 (v§znam implikace)

Dokézali jsme, 7e A€ S = (A) =1 a tedy v = S. Protoze T ¢ 5, je také
vET. Mnozina T je tedy splnitelna. *

4.11 Lemma. Necht T je mnozina formuli a A fomule. Plati:
TeA < Tu{-A} je nesplnitelna
Diikaz.

TeEA < kazdy model mnoziny T je modelem formule A
< zadny model mnoziny 7" neni modelem formule -A
< T u{-A} je nesplnitelnd

y-

4.12 Véta o tiplnosti pro vyrokovou logiku. Necht T je mnozina formuli
a A libovolna formule. Potom plati:

(1) THA < T=A
(ii) FA < EA
Dikaz.
(i) Plati:
TrA < Tu{-A} jespornd (véta 4.2)
< T u{-A} je nesplnitelna (véta 4.10)
< TEA (lemma 4.11)
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(ii) Toto tvrzeni je specidlnim p¥ipadem tvrzeni (i) pro T = @. ¥

4.13 Definice. Rikdme, ze formalni systém je sporng, je-li kazda jeho for-
mule dokazatelna. V opa¢ném pripadé fikame, ze formalni systém je bezesporny.

Formalni systém je tedy sporny, pravé kdyz je v ném sporna prazdna mnozina
formuli.

4.14 Dusledek (bezespornost vyrokové logiky). Formalni systém vy-
rokové logiky je bezesporny.

Drikaz. Z véty o uplnosti plyne, ze ve vyrokové logice jsou dokazatelné pravé
tautologie. Zadna formule tvaru A & —A ale neni tautologii, a proto neni podle
véty o uplnosti ani vétou vyrokové logiky. Dle definice je tedy vyrokova logika
bezesporna. ¥

4.15 Véta o kompaktnosti vyrokové logiky. Mnozina formuli T je spl-
nitelna, pravé kdyz je splnitelnéd kazda jeji konecnd podmnozina T ¢ T.

Diikaz.

=) Trivialni.

<) Dokézeme obménu: je-1i T nesplnitelnd, potom existuje jeji koneéna pod-
mnozina 7", kterd neni splniteln4.

Necht tedy T neni splnitelné. Podle véty o splnitelnosti je T sporna. Existuje
tedy formule A takova, ze T'+ A& —-A. Dikaz této formule je ale koneény a proto
vyuziva jen konecny pocet predpokladd mnoziny 7', které zahrneme do koneéné
mnoziny 7" ¢ T. Mnozina T’ je sporné, proto je podle véty o splnitelnosti
nesplniteln4. ¥

4.16 Dusledek. Necht T je mnozina formuli a A je formule takova, ze T' = A.
Potom existuje koneénd podmnozina T’ ¢ T takova, ze T' = A.

Diikaz. Predpokladejme T E A, podle véty o tplnosti tedy 7'+ A. Dukaz ale
vyuzivé jen koneénou podmnozinu predpokladt 77 ¢ T, kde T’ + A. Opét podle
véty o tplnosti dostaneme T' E A.

Tato véta se vSak d& ukézat (opravdu) jako disledek véty o kompaktnosti.
Z T = A totiz plyne, 7e T U {=A} je podle lemmatu 4.11 nesplnitelnd. Potom
podle véty o kompaktnosti existuje nesplnitelnd podmnozina 7’ ¢ (T u {-A}).
Pfitom vSak mnoZina T u {-A} zlistane nesplnitelnd, i kdyby 7" formuli —-A
neobsahovala. Proto tedy (opé&t podle lemmatu 4.11) 77 £ A. ¥*

5 Dalsi uzitecné vysledky vyrokové logiky
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5.1 Lemma. Pro libovolné formule A, B a mnozinu predpoklada 7' plati:

TrA&B < TrA a T+B (KF)
Drikaz.
=) Postupujeme takto:
(1) T+-(A—--B) (pfepsana A & B)
(2) +-A— (A->-B) (V2)
(3) F-(A->-B)—> A (V5’, MP)
(4) TrA (MP z (1) a (3))
(5) +-B—>(A--B) (A1)
(6) +-~(A->-B)—>B (V5’, MP)
(7 T+B (MP z (1) a (6))
<) Dokézeme T + (A - =B), coz je prepis T + A & B:
(1) T-A (pFedpoklad)
(2) T+B (pfedpoklad)
(3) T+--B (V4, MP)
(4) +A-(--B—->-(A--B)) (V6)
(5) T+ --B - ~(A - -B) (MP z (1) a (4))
(6) T+ -(A--B) (MP z (3) a (5))
*
5.2 Dusledky.
(1) A&Br A (éli- (A& B)—~ A)
(i) A&Bv B (éli - (A& B) > B)
(iii) A,B+A&B (i A— (B- (A& B)))
(iv) A< B+A->B (¢li+ (A< B)—>(A- B))
(v) A< B+B->A (¢ii- (A< B) > (B - A))
(vifi A-B,B->ArA<B
(vii) T+A<B < TrA->B a TrB-A (KI)

Diikaz. (i) Protoze ziejmé (A& B) + (A& B), méame A & B+ A jako jedno-
duchy dusledek lemmatu 5.1. Stejné tak i tvrzeni (ii) a (iii).

(iv) Pokud si uvédomime, ze A

< B je zkratka za (A — B)& (B — A), plyne

(iv) ihned z (i) jako instance. Stejné tak i tvrzeni (v) a (vi) plynou z (ii) a (iii).
Tvrzeni (vii) plyne jako instance z lemmatu 5.1.
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Tvrzeni (vii) je docela dilezité, nebot ukazuje, Ze k dikazu ekvivalence staci
z danych predpokladt postupné dokazat obé implikace. Také fika, ze mame-
li vétu vyrokové logiky ve tvaru ekvivalence, je mozné z ni nezavisle pouzit
kteroukoliv implikaci.

5.3 Lemma.
(A< B) < (-A< -B)

Dikaz.
(1) A< B+B-A (5.2 (ii))
2) Ao Br-A--B (V5, MP)
(3) A< B+rA->B (5.2 (1))
(4) Ao Br-B--A (V5, MP)
(5) A< Br-A< -B ((KD) z (2) a (4))
(6) (A< B)—> (-A< -B) (VD)

Opacnd implikace a tedy podle (KI) i celkova ekvivalence se dokadze obdobné
(tentokrat vyjdeme z pfedpokladu —A < -B). ¥

5.4 Vlastnosti konjunkce.

(i) FAo (A& A) (idempotence)
(ii) F(A&B) < (B&A) (komutativnost)
(iii) F((A&B)&C) < (A& (B&(C)) (asociativita)
Diikaz. (i) Takto:
(1) F(A&A) - A (5.2 (1))
(2) AA- A& A (5.2 (ii1))
(3) F A (A& A) (2x VD)
(4) FAe (A& A) (5.2 (vii) z (1) a (3))
(ii) Takto
(1) A& B+ B (5.2 (ii))
(2) A& B+ A (5.2 (1))
(3) A&B+B& A (5.1z (1) a (2)
(4) F(A&B) > (B&A) (VD)
(5) F(B&A)—> (A& B) (instance (4))
(6) - (A& B) < (B& A) (5.2 (vii) z (4) a (5))
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(iii) Takto:

(1) F(A&B)—> A (5.2 (i)
(2) +(A&B)—>B (5.2 (ii))
(3) (A& B)&C+A&B (5.2 (1))
(4) (A&B)&C+HA (MP z (1) a (3))
(5) (A&B)&C+B (MP z (2) a (3))
(6) (A&B)&CrHC (5.2 (ii))
(7) (A& B)&C+B&C 1z (5)a(6))
(8) (A& B)&C+A&(B&C) 1z (4)a (7))
9) F((A&B)&C)— (A& (B&(C)) (VD)
(10) F(A& (B&C)) > ((A&B)&C) (obdobné)
(11) F((A&B)&C) < (A& (B&C)) (5.2 (vii) z (9) a (10))
*
5.5 Lemma. Pro libovolné formule A;,..., A, a mnozZinu pfedpokladi T
plati:
T-A1& ... & A, < T+-A, a ... a TrA, (KF)
Diikaz. Jde o zobecnéni lemmatu 5.1, které pouzijeme opakované:
THrA1 & ... &8A, oTrA1aTr-A & ... &A,
oTrAiaTrAsaTrA3& ... &A,
<TrAiaTrAsa ... aT+ A,
*

5.6 Dusledek. Pro libovolné formule Ay, ..

Al&&Anl—Az
A17...,An|—A1&...&An |—A1—>...

I—(Al&

LA, aie{l,... n} plati

L&A > A
> A, > (A1 & ... &A,)

Diikaz. Stejné jako dusledky 5.2 (i), (ii) a (iii), tentokrat z lemmatu 5.5. ¥

5.7 Tvrzeni.

I—(A1—>A2—>...

- A, > B)o (A &A2& ... &A,) > B)

Diikaz. Pro dopfednou implikaci vyjdeme z mnoziny predpokladu:

T:{(Al&&An),(Alﬁ
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Protoze ziejmé T+ A1 & ... & A,, mame diky lemmatu 5.5:
T+-A; a ... a T+A,

Skombinujeme-li to dohromady s T+ A; - ... - A, - B, dostaneme pomoci n-
nasobného pouziti pravidla (MP) vétu T + B. Odtud jiz pomoci véty o dedukci
dojdeme k nasemu cili:

F(A1—>...> A, - B)> (A1 & A& ... & A,) » B)
U opac¢né implikace vyjdeme z tentokrat z téchto predpokladi:
T={((A1 & ... & A,) > B),Ay,..., A}
Nyni plati T+ Ay, T+ Ay, ..., T + A, a proto opét podle lemmatu 5.5:
T-HA & ... &A,

A protoze mame taky T+ (A; & ... & A,) — B, dostaneme pomoci pravidla
(MP) vétu T + B. Nyni pouzijeme (n+1)-krat vétu o dedukei a ziskdme konecéné:

F((A1&...&A,)—>B)> (4 —>...- A, —> B)
¥

5.8 Véta o ekvivalenci pro vyrokovou logiku. Necht formule A’ vznikne
z formule A nahrazenim nékterych vyskytt podformuli Ay, As,..., A, po fadé
formulemi A}, A}, ..., A}, kde pro Vie{1,...,n} je - A; « Al. Potom:

FAw A
Diikaz. Indukci podle slozitosti formule A:

e Formule A je ndjakd z formuli A; a jeji vyskyt byl nahrazen, ¢ili A" =
Al. Ekvivalence - A < A’ potom plyne piimo z pfislusného piedpokladu
= Aj, <> A;

e Formule A je nenahrazené vyrokova proménné. V tom piipadé je A = A’
a ekvivalence - A < A’ plyne z (V1) a dusledku 5.2 (vii).

e Formule A je nenahrazena formule tvaru -B, pfi¢emZ ~ B < B’ bylo jiz
dokézano. Potom A’ = =B’. Formuli A <> A’ neboli =B «+> -B’ dokdZeme

takto:
(1) BB (predpoklad)
(2) +-B' - -B (V5, MP)
(3) +B' - B (ptedpoklad)
(4) - -B - B (V5, MP)
(5) F =B < =B’ (vysledek)
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e Formule A je nenahrazena formule tvaru B — C, pficemz - B < B’
a + C < C' bylo jiz dokdzéno. Potom A’ = B’ — C’. Prvni implikaci
A - A’ neboli (B - C) - (B’ — C") dokédZeme za pouziti véty o sklddani
implikaci:

(1) F(B'->B)-(B->C)-»(C-C")—> (B -C") (SI)

Pokracujeme takto:

(2) +B' - B (ptredpoklad)
3) FB->C)>(C->C)~>(B'~C") (MPz(1)a(2)
4) B-Cr+(C->C")—> (B -C") (VD)
(5) FC - C' (predpoklad)
(6) B->CrB >’ (MP z (4) a (5))
7 (B~ C) = (B =) (VD)

Opac¢nd implikace a tedy i celkovd formule A <> A’ se dokédZe naprosto
stejné, pouze zaménime carkované a necarkované symboly pro formule.

y-

5.9 Véta (de Morganova pravidla).

(1) |——|(A&B)<—>(—|AV—|B)
(i) +~-(AvB) e (-A&-B)
Dikaz. (1) Z vé&t (V3), (V4) a (KI) plyne - -—A < A. Toto aplikujeme

na formuli -—(A - -B), ktera je pfepisem -(A & B), a dostaneme dle véty o
ekvivalenci:

Totéz aplikujeme na formuli A v druhé zavorce:

(2) - —~(A>-B) < (~=A > =B)

Podrobné feceno jsme pouzitim véty o ekvivalenci ziskali ekvivalenci, ktera
mé na levé strané formuli (1) a na pravé (2). Z této ekvivalence jsme vybrali
dopfednou implikaci (KI) a k ziskdni (2) jsme aplikovali (MP) na (1) a tuto
implikaci.

Formule (2) uz neni nic jiného neZ pfepis dokazované (i).

(ii) Tato véta je jesté jednodussi. Ve formuli -(-A — B) (coz je ~(A Vv B))
staci nahradit formuli B formuli -—B a z véty o ekvivalenci dostaneme

= —|(—|A - B) <> —|(—|A - —|—|B)
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co? je prepis dokazované (ii). ¥

5.10 Dusledek (zobecnéna de Morganova pravidla).

(1) I——|(A1&...&An)<—>(—|A1v...v—|An)
(11) I——\(Al\/...\/A")H(—\Al& &—\An)

Diikaz. Z de Morganovych pravidel a véty o ekvivalenci:

(A& .. & A) o A V(A& ... & Ay)
<—>—|A1V—|A2V(A3&...&An)

<—>—\A1\/—\A2\/...V—|An

Fo(Aiv...vAy)) o -A1&-(Av... v AY)
<—>—|A1&—|A2&(A3\/...VAn)

oA &-A k.. &-A,

5.11 Vlastnosi disjunkce.

(i) FA-> (AvB) (monotdénnost)
(ii) +B—(AvB) (monotdénnost)
(iii) FA< (AVA) (idempotence)
(iv) F(AvB)< (BVvA) (komutativnost)
(v) F((AvB)v(C) <« (Av(Bv()) (asociativita)

Diikaz. (i) Uvédomime-li si, ze AV B je pouze zkratka za —=A — B, je tvrzeni
(i) (A - (-4 - B)) shodné s vétou (V2’) a tvrzeni (ii) (B — (-A - B)) je
axiomem (A1l).

(iii) Podle véty 5.4 (i) je - -A < (-~A & -A), z ¢ehoz aplikaci véty o ekvi-
valenci a de Morganova pravidla ziskdme + -A < (A v A). Odtud jiz pomoci
lemmatu 5.3 plyne dokazované tvrzeni.

(iv) Opét vyjdeme z véty 5.4. Podle (ii) je - (-=A & -B) < (=B & -A), z
¢ehoz podobné ziskdme + -(Av B) <> -(B Vv A) a nakonec i dokazovanou vétu.

(v) Taktéz obdobné z asociativity konjunkce. *

5.12 Lemma o dukazu rozborem pripadi. Necht T je mnoZina formuli
a A, B, C jsou formule. Potom plati:

T,AvB+rC < T, Ar-C a T,B+C

Dikaz.
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=) Snadno z monotdénnosti disjunkce:

(1) T,Ar AvB (5.11 (i), VD)
(2) T,B-AvB (5.11 (ii), VD)
(3) T+(AvB)->C (predpoklad, VD)
(4) T,A+C (MP z (1) a (3))
(5) T,B+C (MP z (2) a (3))
<) Takto
(1) T,-Cr-A (pfedpoklad, VD, V5, MP, VD)
(2) T,-C+-B (pfedpoklad, VD, V5, MP, VD)
(3) T,-Cr+ -A&-B (KF)
(4) T,-C+-(AvB) (de Morgan, KI, MP)
(5) T,AVB+C (VD, A3, MP, VD)

y-

5.13 Distributivnost konjunkce a disjunkce.
(1) F(Av(B&C)) < ((AvB)& (Av())
(i) F(A&(Bv(C)) < ((A&B)v(A&(C))
Diikaz. (i) Z monoténnosti disjunkce, (VD) a (KF) dostaneme:
A-(AvB)& (Av(O)
Totéz dokazeme z predpokladu B & C:

(1) B&Cr B (52 (1))
(2) B&C+ AvB (5.11 (ii), MP)
(3) B&CrC (5.2 (1))
(4) B&C+ AvC (5.11 (ii), MP)
(5) B&Cr(AvB)&(Av(C) (KF)

Dohromady podle lemmatu o dtikazu rozborem piipadt a (VD) dostédvame:
F(AV(B&C)) - ((AvB)&(Av())

Pro opac¢nou implikaci vyjdeme z toho, ze A v B je pouze jinak zapsana
formule -A — B:

(1) (AvB)&(Av(C),-A+-A—->B (KF, prepis)
(2) (AvB)&(Av(C),-A+-A->C (KF, pfepis)
(3) (AvB)& (Av(C),-A+ B (DP, MP)
(4) (AvB)& (Av(C),-ArC (DP, MP)
(5) (AvB)&(Av(C),-A+B&C (KF)
(6) (AvB)& (AvC)-Av(B&(C) (VD, pfepis)
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A odtud jiz jedinou (VD):
- ((AvB) & (AvC)) > (Av (B&O))

(ii) Dokézeme z (i) pomoci de Morganovych pravidel, véty o ekvivalenci a
lemmatu 5.3:

F(-mAVv (-B&-C)) < ((wAv-B)& (-Av-0))
F(mAv-(Bv(Q)) < (-(A&B)&-(A&C))
F-(A&(BVvC)) < -((A&B)Vv(A&C))
F(A& (Bv()) < (A& B)v(A&C))

5.14 Dusledek (zobecnéna distributivnost).

() FAV(Bi&...&B,)) <o (AvB)& ... & (AVB,))
() (A& (Biv...vB,)) o (A& By)v...v(A& B,))

Diikaz. Podobné jako diisledek 5.10 (zobecnénd de Morganova pravidla). ¥

6 Normalni formy vyrokovych formuli

6.1 Definice.
e Literdl je vyrokova proménna nebo jeji negace.

¢ Klauzule je disjunkce literald.

6.2 Definice.

e Formule je v konjunktivni normdini formé (CNF), mé-li tvar konjunkce
klauzuli.

e Formule je v disjunktioni normdlni formé (DNF), mé-li tvar disjunkce
konjunkci literalt.

6.3 Véta o normalnich tvarech. Ke kazdé formuli A vyrokové logiky lze
sestrojit formule Ay a Ay takové, ze Ay je v konjunktivni normélni formé, Ay
je v disjunktivni normalni formé a plati:

A Ay FAe Ay

Diikaz. Indukci podle slozitosti formule A:
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e Je-li A prvotni formule, je podle definice v CNF i DNF.

e Je-li A tvaru -B, potom predpokladame, Ze jiz mame sestrojeny By v
CNF a By v DNF, obé ekvivalentni s B.

Necht By je tvaru By v ...v B, kde B; je tvaru L} & ... & Lﬁn Ze
zobecnénych de Morganovych pravidel mame

+B< By = +-B<-B; = r-B< (-Bi1&...&-B,)

kde -B; < (=L{v...v=L., ). Necht A; vznikne z ~Lj v...v-L}, vyne-
chéanim dvojitych negaci u literal. Potom méame

FAo (A& .. & A)

kde napravo mame konjunkci disjunkci literala a tedy formuli Ax v CNF.
Uvedena ekvivalence plati diky vété o ekvivalenci.

Stejnym zplisobem se da z formule By, v CNF sestrojit formule A; v DNF.

e Je-li A tvaru B — C, z indukéniho predpokladu mame prislusné By, Cy,
By, a Cy. Zfejmé plati (coz lze dokazat vétou o ekvivalenci):

F(B->C)< (-Bv(C)

a diky tomu staci k sestrojeni Ay v DNF sestrojit DNF D formule —Bj,
coz jiz umime. Potom totiz bude formule D v C; hledanou formuli A,.

K sestrojeni Ay, v KNF vyjdeme z KNF tvaru D1 & ... & D,, formule =By,
kde D; jsou klauzule. Dostavame:

FAo (D1& ... & D,)vCy)
Odtud ze zobecnéné distributivity plyne:
FAe ((D1vCr) & ... & (D, v Cy)) (1)

Formule C}, je v CNF a proto ma tvar K3 & ... & K,;,, kde K; je klauzule.
Pro kazdé i € Set N potom je, opét ze zobecnéné distributivity:

F(D;vCy) < (DivKy) & ... & (D; v Ky))

Formule napravo je v CNF a proto bude v CNF i formule A, kterd vznikne
nahrazenim p¥islusnych (D; v C}) na pravé strané (1).

¥
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Cast II
Predikatova logika

7 Uvod do predikatové logiky

Nyni, kdyz uz mame za sebou zaklady ve formé vyrokové logiky, mizeme zacit
podrobnéji zkoumat samotné prvotni formule. Ty zde bude predstavovat predi-
kat aplikovany na vyrazy (termy), které mohou obsahovat proménné. Proménné
maji jediny typ, universum dané interpretace jazyka, a lze je kvantifikovat.

7.1 Definice. Jazyk pruniho 7ddu obsahuje nésledujici symboly:

e promeéenné — zastupuji jednotliva individua universa. Kazdy jazyk jich ma
k dispozici neomezené mnozstvi.

o funkcéni symboly — oznacuji operace na n individuich, kde n € Ny je cetnost
neboli pocet parametri dané funkce. Vysledkem operace je opét indivi-
duum. Funkéni symboly s ¢etnosti 0 budeme povazovat za konstanty.

o predikatové symboly — oznacuji relaci na n individuich, kde n € N je cetnost
neboli pocet parametrtt daného predikatu?.

o logické spojky — unérni - (negace) a binarni & (konjunkce), v (disjunkce),
— (implikace) a < (ekvivalence).

o kvantifikatory — V a 3.

e pomocné symboly — zavorky a jiné symboly bez sémantického vyznamu.
Tyto symboly nevystupuji pfimo v pomyslném syntaktickém stromu vy-
razl, pouze jej pomahaji prehledné a jednoznac¢né zapsat.

Neékdy do jazyka zahrnujeme i specidlni symbol = pro predikdt rovnosti.
Pro tento predikat plati jista specidlni pravidla a potom hovorime o jazyku s
rovnost.

7.2 Definice. Symboly jazyka prvniho fadu délime do dvou skupin, a to:

e logicke symboly — spolecné vSem formalnim jazykium bez ohledu na kon-
krétni ucel jazyka. Jde o proménné, logické spojky, kvantifikatory, po-
mocné symboly a predikat rovnosti, je-li v jazyku obsazen.

e specialni symboly — funkce a predikaty, které byly k jazyku pfidany za
celem pouziti v konkrétni matematické discipling, kterd jazyk vyuziva.

4Predikatové symboly by teoreticky mohly mit i nulovou Getnost, potom by plnily roli
logickych konstant. Prestoze je nebudeme vyuzivat, obcas se s nimi lze setkat. Konstanta
,bravda‘“ se zapisuje symbolem T (top) a ,nepravda“ symbolem L (bottom).
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Jazyk je tedy jednoznac¢né urcen vyctem svych specidlnich symbolt a tim,
zda obsahuje predikat rovnosti.

Ze symbolu jazyka se tvoii vyrazy, které mohou byt dvojiho typu: termy
a formule. Termy vzniknou postupnou aplikaci funkci na proménné nebo kon-
stanty a jejich hodnotou je objekt univresa, individuum. Formule vzniknou apli-
kaci predikatu na termy, spojenim jinych formuli logickymi spojkami ¢i kvanti-
fikovanim jinych formuli. Hodnotou formuli je pravdivostni hodnota.

7.3 Definice. Term vznikne koneé¢nym pocetem pouziti téchto induktivnich
pravidel:
(i) Kazda proménnd je term.

(ii) Je-li f n-arni funkéni symbol a vyrazy tq,ts,...,t, jsou termy, potom je
term i vyraz:
fltr,ta, .. tn)

7.4 Definice. Formule predikatové logiky vznikne koneénym pocetem pou-
ziti téchto induktivnich pravidel:

(i) Je-li p n-arni predikatovy symbol a vyrazy t1,ta, ..., 1, jsou termy, potom
je vyraz
p(tla t27 .. ;tn)
formule. Takova formule se navic nazyva atomickd formule.

(ii) Jsou-li vyrazy A, B formule, jsou formule i vyrazy:

A (A&B) (AvB) (A->B) (A< B)

(iii) Je-li x proménnd a A formule, jsou formule i vyrazy:

(Vo)A (3x)A

7.5 Definice. Necht ¢ je term a A formule.
e Podslovo s termu ¢, které je samo termem, nazveme podterm termu t.

e Podslovo B formule A, které je samo formuli, nazveme podformule formule

A.

7.6 Definice. Necht A je formule a x né&jaka jeji proménna. Rekneme, Ze
proménnd z ma ve formuli A vdzany vyskyt, je-li tento vyskyt soucasti néjaké
podformule A tvaru (Va)B nebo (3z)B. V opaéném piipadé je tento vyskyt
volng.

Rekneme, Zze mé proménné x je ve formuli A volnd, pokud v ni ma volny
vyskyt. Rekneme, Zze ma proménna x je ve formuli A vdzand, pokud v ni ma
vazany vyskyt.

30



7.7 Definice.
e Formule A je otevrend, pokud neobsahuje Zadnou vézanou proménnou.

e Formule A je uzaviend, pokud neobsahuje zddnou volnou proménnou.

8 Sémantika predikatové logiky

V této kapitole se budeme zabyvat pravdivosti formuli predikatové logiky. K
tomu budeme potfebovat prifadit pouzitému jazyku néjaky konkrétni vyznam,
interpretaci.

8.1 Definice. Interpretace (realizace) jazyka L je rela¢ni struktura M ob-
sahujici:
e Neprazdnou mnozinu M, kterou nazyvame universum (doména) a jeji
prvky individua.
e Pro kazdy n-arni funkéni symbol f zobrazeni fy : M™ — M, které nazy-
vame realizace funkcéniho symbolu f.
¢ Pro kazdy n-4rni predikatovy symbol p (kromé piipadného symbolu pro

predikat rovnosti) relaci pyy € M™, kterou nazyvame realizace predikdto-
vého symbolu p.

8.2 Definice. Ohodnoceni proménngch (jazyka L pii interpretaci M) je
zobrazeni e : P - M, kde P je mnozina vSech proménnych jazyka L a M je
doména M.

8.3 Definice. Interpretace termu t pfi ohodnoceni e (a pii realizaci M ja-
zyka L) se znadi t[e] (nebo t[e,M], neni-li struktura M jasné z kontextu) a je
definovana takto:

fe] - e(x) je-li t proménné x,
= fM(tl[e]th[e]v"'at’n[e]) je_littva‘ru f(t1;t27"';tn)'

8.4 Lemma. Necht P je mnoZina vSech proménnych termu ¢ a e, e’ jsou dvé
ohodnoceni takovd, ze pro Vx € P je e(x) = ¢’(x). Potom t[e] = t[e].

Diikaz. Indukci podle slozitosti termu ¢. Je-li ¢ proménné z, potom z € P a
z pfedpokladu mame:
tle] = e(z) =¢'(x) = t[€']

Jinak je t tvaru f(t1,ta,...,t,), pfiCemz pro V¢; plati indukéni pfedpoklad,
potom:

tle] = fu(ti[el, ta[e], - .- tale]) = fm(t1[e’], t2e’], - . ., tu[€']) = t[e']
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8.5 Definice. Necht e je ohodnoceni proménnych, x1,xs,...,x, jsou pro-
ménné a my,ms,...,m, € M individua. Zapisem e(x1/my,x2/ma, ..., zn/my,)
rozumime pozmeénéné ohodnoceni definované predpisem:

i je-li y = x; pro néjaké i,

e(w1/my,x2/ma, ..., xn/my)(y) = { e(y) jinak.

V ohodnoceni e vlastné nahradime hodnotu pfifazenou proménné z indivi-
duem m.

8.6 Definice pravdivosti formule (Tarski). Necht L je jazyk, M jeho
interpretace, e ohodnoceni proménnych a A formule jazyka L. Rikdme, ze A je
splnéna v M pii ohodnoceni e, a piseme M E A[e] za nékteré z téchto podminek:

e Formule A je atomickd formule tvaru p(t1,ts,...,t,), kde p neni predikét
rovnosti, a plati:

(ti[e] talel,... tnle]) € pu

Formule A je atomicka formule tvaru ¢; = t5 a plati:

ti[e] = ta[e]

Formule A je tvaru -B a M # Ble].

e Formule A je tvaru B — C a M # B[e] nebo M £ C[e].

e Formule A je tvaru (Vz)B a M &= Ble(z/m)] pro kazdé m € M.
e Formule A je tvaru (3z)B a M = Ble(xz/m)] pro n&jaké m € M.

Formule A je pravdivd v M (znaceno M = A), je-li A splnéna v M pii kazdém
ohodnoceni proménnych.

8.7 Pozorovani. Necht P je mnozina vSech volnych proménnych formule
A a e, e’ jsou dvé ohodnoceni takovd, ze pro Vx € P je e(xz) = ¢/(x). Potom
M Ale], pravé kdyz M = Ale'].

Diikaz. Indukci podle slozitosti formule A:

o Je-li A atomicka formule tvaru p(t1,ta,...,t,), jsou v ni vSechny proménné
volné a podle predpokladu a lemmatu 8.4 je:

(t1[e],ta[e], .- tule]) epm <= (tile'],tae],- .-, tnl€’]) € pm

e Je-li A formule tvaru =B nebo B — C, kde pro B a C tvrzeni plati, bude
jisté platit i pro formuli A.

e Je-li A formule tvaru (Vz)B nebo (3z)B,
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¢ TODO!
-

Splnitelnost uzaviené formule tedy nezévisi na ohodnoceni proménnych.

8.8 Definice. Formule A je wvalidni (platnd, logicky pravdivd), jestlize je
pravdiva pii kazdé interpretaci svého jazyka. Takovou formuli znacime = A.

8.9 Definice. Jsou-li x1, ..., x, rizné proménné, ¢t term a t1, to, ..., t, termy,
potom vyrazem

twl,zz,...,a:n [t17t2a s 7tn:|
oznalime term, ktery vznikne z ¢ (soucasnym) nahrazenim kazdého vyskytu
proménné x; termem ¢; pro Vie {1,...,n}.

Protoze nahrazujeme podterm jinym termem, je zfejmé, ze takto vznikne
opét term.

8.10 Definice. Jsou-li x1,...,x, ruzné proménné, A formule a ty,to,...,t,
termy, potom vyrazem

Azl,mz,...,zn [t17t27 v 7tn:|

oznaéime formuli, kterd vznikne z A (souc¢asnym) nahrazenim kazdého volného
vyskytu proménné x; termem t; pro Vie {1,...,n}.

Vzniklé formuli se ¥ik4 instance formule A.
BAisahu

8.11 Definice. Term t je substituovatelny do formule A za proménnou ,
jestlize pro kazdou proménnou y vyskytujici se v termu ¢ zadné podformule A
tvaru (Yy)B a (Jy)B neobsahuje x jako volnou proménnou z hlediska formule

A.

Cili je-li term ¢ je substituovatelny do formule A za proménnou z, pak na-
hrazeni volného vyskytu proménné x ve formuli A termem ¢ nezpisobi to, Ze by
se néjaka proménna termu ¢ stala ihned po nahrazeni vazanou.

Substituovatelnost je snadné rozpoznat za téchto okolnosti:

e Formule A je oteviena.

e Zadné proménnd substituovanych termi neni vazand v A.

8.12 Lemma. Necht L je jazyk, M jeho interpretace, A formule, ¢,t1,t2,...,t,

termy, e ohodnoceni a my, ma, ..., m, individua M takovd, ze Vie {1,...,n} je
m; = t;[e]. Potom:
(1) tor, ozt talle]l = tle(zi/ma, ..., zn/my)]

t
(i) MeAy,  z.[t,..ta]le] <= MeAle(zi/ma,...,zo/my)]



Diikaz. (i) Indukei podle slozitosti termu ¢. Oznacéme ¢’ term ty, . o, [t1,.-.,tn].

e Je-li ¢ jedna z proménnych x;, je ¢’ rovna t;. Potom podle predpokladu
méme t'[e] = t;[e] = m;, coz je rovno t[e(x1/m1,. .., zn/my)].

e Je-li t jind proménnd, potom ziejmé tvrzeni plati.
e Je-littvaru f(s1,...,s,),z indukéniho pfedpokladu méme pro Vi € {1,...,r}:
Sigy iy tn]le] = sile(@r/ma, ... 20 /my)]
Individuum ¢'[e] je rovno
Su(sray, o, [t tn]le], o sray g, [t tn]le])
coz je diky indukénim pfedpokladiim rovno
fm(sile(xr/ma, ..., xn/mp)], ... sele(zr/ma, ..., xn/my)])

a to je rovno:

tle(z1/ma, ..., xnfmy)]
(ii) Indukei podle slozitosti formule A. Ozna¢me A’ formuli Ay, . 4. [t1,. - tn].
e Je-li A atomicka formule tvaru p(sy,...,s,), mame diky bodu (i) tohoto

lemmatu:

ME A,[e] Aad (8111,...,xn [tla s 7tn:||:6]7 .. 'vsracl,...,mn [tla .- -atn][e]) € Pm
< (sile(zr/ma,...;xnfmn)], ..., srle(z1/ma, ..., zn/mp)]) € P
< ME Ale(x1/ma, ..., xq/my)]

e Je-li A tvaru —-B, mame diky indukci a definici sémantiky negace:

Mk A'[e] & M ¢ B'[e] (vyznam negace)
< M# Ble(z1/m1,...,zn/my)]  (indukéni predpoklad)
< MEe Ale(x1/m1,...,z5/my)]  (vyznam negace)

e Je-li A binarni logickou spojkou formuli B a C, postupujeme obdobné. For-
mule A’ je splnéna pfi M a e, pravé kdy?z jsou za téchto okolnosti splnény ¢
nesplnény formule B’ a C” dle vyznamu té které spojky. Splnénost téchto
formuli je ale dle indukéniho predpokladu ekvivalentni splnénosti téchto
formuli pfi ohodnoceni e(x1/my,...,x,/my). To je zase ekvivalentni spl-
nénosti formule A’ pfi ohodnoceni e(x1/my,...,x,/my) dle vyznamu dané
spojky. Hotovo.

e Je-li A tvaru (Qz)B a z je néjaké z proménnych z;, potom A’ je formule:
BI

(Qxi) Bay .. miy wivsseaon 15+ - s ticts biey - - -5 T ]
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Nahrazuje-li Q' slovo ,libovolné“ nebo ,né&jaké* podle kvantifikdtoru @,
potom:

Mk A'le] < M & B'[e(z1/m)] pro Q" m e M
< ME Ble(z1/m1,...,zi/m,...,zn/my,)] pro Q" meM
< ME Ale(z1/ma, ..., zn/my)]
Prvni ekvivalence plyne z vyznamu kvantifikdtoru @), druhé z indukéniho

predpokladu a posledni z toho, Ze pravdivost formule A na ohodnoceni
proménné z; vubec nezavisi.

o Je-li A tvaru (Qz)B a z neni zadnéd z proménnych z;, potom méame ob-
dobneé:
Mk A'[e] < Mk B'[e(z/m)] pro Q" m e M
< ME Ble(z/m,z1/m1,...,2,/my,)] pro Q" m e M
< MEe Ale(x1/m1, ..., x5/my)]

9 Formalni systém predikatové logiky

9.1 Redukce jazyka. Podobné jako u vyrokové logiky i zde budeme budo-
vat formalni systém pouze pro dvé logické spojky, a sice negaci -~ a implikaci —,
a jeden kvantifikitor, universdini V. Ostatni spojky budeme opét chapat jako
odvozené a budeme je pokladat pouze za syntaktickou zkratku pro zjednodu-
Seni zapisu formuli vyuzivajicich pouze uvedenych dvou spojek a kvantifikatoru.
Konkrétné

(A& B) je zkratka za formuli -(A - -B)
(Av B) je zkratka za formuli (-A - B)

(A< B) je zkratka za formuli (A->B)& (B—A)
a nove:

(3x)A je zkratka za formuli -(Va)-A

Neni tézké nahlédnout, Ze ze sémantického hlediska je formule (3z) A ekviva-
lentni formuli -(Vx)-A, nebot pro kazdou interpretaci jazyka M a ohodnoceni
e je:

M (3z)A[e] existuje m € M takové, ze M E A[e(x/m)]
neni pravda, Zze pro kazdé m € M je M # A[e(x/m)]
neni pravda, ze pro kazdé m € M je M = —A[e(x/m)]
Mg (Va)-Ale]
M = ~(Vz)-Ale]

R

35



9.2 Definice. Necht L je jazyk prvniho fadu. Formdini systém predikdtové
logiky bez rovnosti obsahuje:

e Jazyk. Pouzijeme redukovany jazyk L'.

o Axiomy. Jsou-li A, B,C formule, pak kazd4 formule nasledujicich tvaru je
axiom predikatové logiky:

A—-(B—A4) (A1)
(A-(B-C))>[(A->B)—>(A-0)] (A2)
(=B - -A) - (A - B) (A3)

Je-li A formule, x proménné a ¢ term, pak kazda formule tvaru
(Vo)A — A,[t] (AS)

je axiom predikatové logiky, tzv. azxiom specifikace. Kone¢né jsou-li A, B
formule a z proménnd, kterd nemé volny vyskyt ve formuli A, potom je
axiomem kazda formule tvaru:

(Vz)(A - B) > (A - (Vz)B) (AP)

Tomuto axiomu se ik axiom preskoku.

e Odvozovaci pravidla. Z vyrokové logiky je zachovano pravidlo modus po-
nens:

»Z formuli A a A - B odvod formuli B.“ (MP)

Navic ptfidame pravidlo generalizace (x je libovolnd proménnd):

»Z formule A odvod formuli (Va)A.“ (PG)

9.3 Véta o pienositelnosti vét vyrokové logiky. Necht ve vyrokové
logice plati T+ A. Déale méjme zobrazeni, které kazdé vyrokové proménné po-
uzité ve formulich mnoziny 7" a A pfifadi néjakou formuli predikatové logiky.
Necht mnozina 7" a formule A’ vznikne z mnoziny T a formule A tak, Zze v
kazdé formuli nahradime kazdy vyskyt vyrokové proménné prislusnou formuli
predikdtové logiky. Potom bude v predikatové logice platit 77 + A’.

Diikaz. Méjme formalni diikaz formule A z predpokladt 7. V tomto dikazu
nahradme vSechny vyrokové proménné prislusnymi formulemi. Pokud dtkaz po-
uziva néjakou vyrokovou proménnou navic, muzeme vSechny jeji vyskyty nahra-
dit libovolnou, ale stejnou formuli predikatové logiky. Protoze je kazdy pouzity
axiom a pravidlo modus ponens soucasti predikatové logiky, ziskdme formalni
dtikaz formule A’ z predpokladu T”. ¥
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9.4 Poznamka. Dtikazové postupy vyrokové logiky se pfendsi jen potud,
pokud rozumime pojmem ,dokazatelnosti“ pouze dokazatelnost ve vyrokové
logice, tedy pomoci (Al), (A2), (A3) a (MP). Napfiklad vétu o dedukeci jsme
dokézali jen pro formalni systém vyrokové logiky a neptredpokladali jsme, ze
by diikazy, které transformuje, pouzivaly i (AS), (AP) nebo (PG). Predikitova
logika m4 sice vlastni vétu o dedukci, ta mé ale silnéjsi predpoklady a neni tak
univerzalni jako jeji obdoba ve vyrokové logice.

9.5 Pozorovani. Uvédomme si napiiklad, Ze i nadale miZeme z platnosti
ekvivalence odvodit platnost obou smért implikace a také mizeme ekvivalenci
dokazat samostatnym diikazem obou implikaci. To je mozné diky vétam vyro-
kové logiky ukdzanych v pozorovani 5.2, body (iv), (v) a (vi):

F(peq) — (-9
F(p+<q)—(¢—Dp)
Fp—=q) = (g—p)~(p=q)
Diky platnosti véty
F=(p = —p) > q

(viz dikaz véty 4.3) mizeme zase charakterizovat sporné mnoziny jako takové
mnoziny T, u kterych pro néjakou formuli A plati T+ A & —A. Diky vétam

F(p&aq)—>p
F(p&aq)—q
Fp—>q—(p&aq)
(viz opét dusledek 5.2, (i), (ii) a (iii)) muzeme tvrdit, Ze mnozina 7' je sporna,
praveé kdyz pro néjakou formuli A plati T+ A a zarovén T + -A.
Casto budeme pouzivat také vétu o skladani implikaci a vétu o zaméné

predpokladti. Protoze v predikatové logice neméme k dispozici plnohodnotnou
obdobu véty o dedukci, budou nam tyto dva jeji pfimé disledky velmi uzitecné.

9.6 Véta (pravidlo substituce). Pro libovolnou formuli A, proménnou x
a term ¢ plati:
FAg[t] > (32)A (PS)
Dikaz. Ve vyrokové logice ziejmé plati véta (p - q) — (=—-p = q), coZ lze jed-
noduse dokazat napiiklad z véty o skladani implikaci, (V3) a (MP). Dosazenim
(Va)-A za p a -A,[t] za ¢ dostaneme:

(1) = ((Ve)=A > A, [t]) = (o=(Va)-A > =4, [t])

(2)  + (Vo)A - -A,[t] (AS)
(3)  Fo(Va)-A > =4, [1] (MP z (1) a (2))
(4)  F A [t] > (Vo)A (A3, MP)
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Posledni formule neni nic jiného nez rozepsand A, [t] - (Jz)A. Y

Vsimnéme si, ze pravidlo substituce tvori jakysi doplnék k axiomu specifi-
kace. Kromé toho je uzitecné si uvédomit, ze A,[z] = A a obé pravidla lze tedy
pouzit i takto:

F(Vz)A—> A
FA-(3x)A

9.7 Véta (pravidlo zavedeni V). Nemé-li proménnd x volny vyskyt ve
formuli A, potom:

FA-B = +A-(V2)B (ZV)
Drikaz.
(1) +rA->B (pfedpoklad)
(2) = (V)(A—~ B) (PG)
3) = (Ve)(A— B) > (A~ (Va)B) (AP)
(4) =A-(Vo)B (MP z (2) a (3))

Pfedpoklad o proménné x jsme vyuzili v kroku (3). Bez néj bychom nemohli
pouzit axiom preskoku. ¥

9.8 Véta (pravidlo zavedeni 3). Nem4-li proménnéd = volny vyskyt ve
formuli B, potom:

rA-B = +(32)A->B (Z3)
Dikaz.
(1) +A->B (pFedpoklad)
(2) F-B->-A (V5, MP)
(3) F-B - (Vr)-A (ZVY)
(4) F-(Vz)-A—- B (V5', MP)

Posledni formule jiz je dokazovana (3z)A — B. Piedpoklad o proménné z
jsme vyuzili v kroku (3). *

9.9 Lemma o distribuci kvantifikatoru.
HrA->B = F(Vz)A—> (Vz)B a +(32)A - (3z)B (DK)

Diikaz. Oba dusledky lze ukézat z véty o skladani implikaci. Napted ji pou-
Zijeme ve tvaru

F((Vz)A—> A)—> (A—- B) - ((Vx)A > B)
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kde prvni zavorka je axiom specifikace a druhéd nas predpoklad. Dvojim uZitim
pravidla (MP) ziskdme samostatnou t¥eti zadvorku, na kterou jesté aplikujeme
pravidlo zavedeni V (coz lze, nebot z je ve formuli (Vx)A vézand) a ziskdme
tak:

F(Vz)A - (Vz)B

Druhy disledek se dokéze obdobné. Vétu o skladani implikaci napiseme jako:
+(A-B)— (B~-(3z)B) - (A- (32)B)

Zde je prvni zévroka predpoklad a druha pravidlo substituce. Po dvou (MP)
aplikujeme na tfeti zévorku pravidlo zavedeni 3 (opét si uvédomme, pro¢ to
lze). Dostaneme:
+(3z)A - (32)B
*

9.10 Véta o instancich. Necht A je formule, x1,...,x, proménné a tq,...,t,
termy. Potom:
FA = FAg e[t tn]

Dikaz. Napied dokédzeme pomocny krok, a sice pokud + A, pak + A, [t]:

(1) A (pfedpoklad)
(2) F(Vz)A (PG)
(3) F (Vo)A — Ag[t] (AS)
(4) - Agt] (MP z (2) a (3))

Tento krok mtzeme pouzit samostatné, pokud n = 1. Pokud n > 2, musime
postupovat opatrnéji. Nemiizeme pouze opakované pouzit uvedeny krok, protoze
nic nebrani naptiklad vyskytu proménné zs v termu ¢;. Potom by totiz formule
Az, [t1]s,[t2] byla riznd od formule A, ,,[t1,t2]. Dosazovani totiz probiha na-
jednou, a my bychom takto dostali formuli, ktera by vznikala postupné. Pokud
bychom ale dokazali zarucit, ze term t; neobsahuje proménnou x2, potom by
skuteéné Aarl [tl]zg [tg] = ACEl,Iz [tl s tz].

Proto necht z1,...,2, jsou proménné, které se nevyskytuji ani ve formuli
A, ani v termech t4,...,t,. Postupnym opakovanim pomocného kroku skutecné

dokazeme:
B

FA = Ay a2, 2]

V takto vzniklé formuli B se nevyskytuji proménné x4, ..., z,, takze mizeme
totéz zopakovat, tentokrat jiz pro termy t1,...,t, (svou substituovatelnost ur-
Cité neztratily, protoZe jinak by nebyly substituovatelné jiz predtim):

Azl,...,zn [tlv--~7tn]

FA = FB, [t ts]
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Véta tika, ze je-li formule dokazatelna, je dokazatelnd kazda jeji instance.
Také z ni plyne, ze volné proménné mohou byt libovolné pfejmenovany.

9.11 Lemma (zobecnéni axiomu specifikace a pravidla substituce).
Pro libovolnou formuli A, proménné x1,...,x, a termy t¢1,...,t, plati:

@) (Va1) ... (Yau)A = Ao [t tn]
() Ay o[t tn] = (321) ... (32n) A

Diikaz. (1) Z axiomu specifikace dostaneme formule:

(1) F(Vzp,)A—> A (AS)
(2) F(Vap-1) (Vo)A - (Vz,)A (AS)
(3) F(Vzy)...(Va,)A - (Vo) ... (Vz,)A (AS)

Nyni pouzitim véty o skladani implikaci dostaneme ze vSech téchto formuli
postupnou aplikaci pravidla (MP) implikaci:

(4) - (Ya1) ... (Va,)A > A (SI, MP)

Dokazovana formule neni jiz nic jiného nez instance této formule (prvni ¢ést
instanciace neovlivni, nebot jsou v ni vSechny vyskyty proménnych z1,...,x,
véazané), jeji platnost tedy plyne z véty o instancich.

(ii) Dokézeme obdobné:

(1) FA-> (3z,)A (PS)
(2) F(3zp)A = (Izp-1)(Fz,)A (PS)
(3) F(Jze)...(3zp)A - (F21) ... (x,)A (PS)
(4) FA-> (3z1)...(32,)A (ST, MP)
(5) FA e[t tn] = (321) ... (32,)A (instance)

¥

9.12 Dusledek (zaména kvantifikaci). Necht A je formule a 7 permutace
na mnoziné indext {1,...,n}. Potom:

(ii) = (Hxl)(al‘n)AH (3.%‘71.(1))(3.’1?7‘.(”))14

Dikaz. (i) Z predchoziho lemmatu plyne:
F(Vzy)...(Va,)A—> A
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Opakovanym pouzitim pravidla zavedeni V postupné na proménné (), . . . (1)
dostaneme:

= (le) AN (Vxn)A - (Vmﬂ(l)) NN (wa(n))A

Opacna implikace vznikne z této pfejmenovanim proménnych a pouzitim in-
verzni permutace.

(ii) Opét z predchoziho lemmatu plyne:
FA- (3zr1)) . (Brrn))A
Opakovanym pouzitim pravidla zavedeni 3 dostaneme:
F(3z1) . (3zn)A = (3221)) -+ (T2 (n)) A
Opacna implikace vznikne podobné jako v (i). og

9.13 Definice. Necht A je formule a x1,...,x, jsou pravé vSechny volné
proménné formule A. Formuli (Vz1)...(Vz,)A nazveme uzdvér formule A.

Podle této definice ma proménnd s alesponi dvéma volnymi proménnymi
vice riznych uzavért, nicméné diky dusledku 9.12 jsou vSechny tyto uzavéry
navzajem ekvivalentni.

9.14 Véta o uzavéru. Je-li A’ uzdvér formule A, potom plati:
FA o A

Dikaz. Necht je A" tvaru (V1) ... (Va,)A.

=) A’ odvodime postupnym pouzitim pravidla generalizace:

(1) A (pFedpoklad)
(2) = (Ya,)A (PG)
(3) F(Vzy)...(Vz,)A (PG)

<) Podle zobecnéného pravidla substituce (lemma 9.11) je:
F(Vzy)...(Vzp,)A > A

Formule A se odtud dokaze z pfedpokladu A’ pravidlem (MP). *

Véta o uzavéru ukazuje, Ze volné proménné maji ve formuli stejny vyznam,
jako kdyby byly uzavieny obecnym kvantifikitorem. Skuteéné: ze sémantického
hlediska (viz definice 8.6) je formule povazovana za pravdivou, je-li splnéna pro
vSechna ohodnoceni proménnych.
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9.15 Véta o ekvivalenci pro predikatovou logiku. Nechf formule A’
vznikne z formule A nahrazenim nékterych vyskytt podformuli A;, As,..., A,
po fadé formulemi A}, A5, ..., A}, kde pro Vie{1,...,n} je - A; « A]. Potom:

FAw A
Diikaz. Indukci podle slozZitosti formule A podobné jako ve vyrokové logice:

e Formule A je né&jakd z formuli A; a jeji vyskyt byl nahrazen, ¢ili A’ =
Al. Ekvivalence - A < A’ potom plyne pfimo z p¥islusného predpokladu
= Ai <~ A;

e Formule A je nenahrazend atomicka formule. V tom piipadé je A= A" a
ekvivalence - A <> A’ plyne z véty vyrokové logiky p <> p.

e Formule A je nenahrazené formule tvaru -B, pficemz +~ B < B’ bylo jiz
dokdzéno. Potom A’ = -B’.

Formuli A <+ A’ neboli =B <> =B’ dokiZeme takto:
(1) +B- B (ptredpoklad)
(2) +-B' - -B (V5, MP)

Implikaci v opa¢ném sméru obdrzime stejné, pouze zaménime ¢arkované
a necarkované symboly pro formule.

e Formule A je nenahrazend formule tvaru B — C, pficemz + B < B’ a
+ C < C' bylo jiz dokézdno. Potom A’ = B - C’.

Prvni implikaci A - A’ neboli (B - C) - (B’ - C") dokdzeme za pouziti
vyrokové logiky (véty o skladani implikaci a véty o zdméné predpokladi):
(1) (B -B)->(B-0)-(C-0C")~ (B -C" (ST)
(2) (B -B)->(C->C")>(B->C)—>(B'-C") (ZP,MP)
Protoze B’ - B a C — C’ jsou predpoklady, dostaneme (B - C) - (B’ —

C") dvojim pouzitim pravidla (MP). Opacéné implikace a tedy i celkova
formule A < A’ se dokéZe naprosto stejné, viz predchozi bod.

e Formule A je nenahrazend formule tvaru (Vz)B nebo (3z)B, pfiemz
+ B < B’ bylo jiz dokdzéno. Potom A’ je tvaru (Va)B’ nebo (3z)B’.

Z obou predpokladtt B - B’ i B’ - B pfitom plyne A - A'i A’ - A a
tedy celkové A < A’ z lemmatu o distribuci kvantifikdtort (lemma 9.9).

y:

9.16 Znaceni. V nésledujicim textu bude symbol @ oznacovat néktery kvan-
tifikdtor, bud' V, nebo 3. Symbol ) bude oznacovat kvantifikator opacny.
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9.17 Definice. Rikdme, Ze formule A’ je variantou formule A, jestlize A’
vznikne z A postupnym nahrazenim podformuli tvaru (Qz) B formulemi (Qy) B, [y],
kde y neni volna proménna v podformuli (Qx)B.

9.18 Véta o variantach. Je-li A’ varianta formule A, potom + A < A'.

Dikaz. Stacéi dokdzat (Qx)B < (Qy)B:[y], dokazovana véta pak vyplyne z
definice varianty a véty o ekvivalenci. Pfedpokladejme navic, ze z # y. Kdyby
totiz x = y, bylo by (Qz)B = (Qy)B.[y] a protoZze p < p je véta vyrokové logiky,
byl by diikaz hotov.

Oznaéme C = B,[y]. Potom Cy[x] = B,[y],[x] = B. Uvédomme si, Ze pokud
byla y substituovatelnd do B za z... TODO

Pro Q = V postupujeme takto:

(1) = (Vz)B — Bely] (AS)
(2) = (Va)B ~ (Vy)B.[y] (2v)
(3) = (Vy)C = Cylz] (AS)
(4) = (Vy)C — (Va)Cy[z] (2v)
(5) = (Yy)Ba[y] - (Yz)B (pfepis)
A pro @) = 3 velmi podobné:

6
7

+ B.[y] = (32)B
+(3y)B:[y] » (32)B

)
)
8) FCylz] - (3y)C
)
)

o~ o~ —_— o~

9 = (32)Cy[x] ~ (3y)C

(10 + (32)B ~ (3y) B:[y] (pfepis)

Krok (2) lze provést, nebot y neni v (Vz)B volna dle pfedpokladu, stejné
tak krok (4), nebot vSechny volné vyskyty z jsme ve formuli C' = B, [y] nahradili
proménnou y. Obdobné ospravedlnime i kroky (7) a (9).

9.19 Véta o dedukci pro predikatovou logiku. Nechf T' je mnozina
formuli, A je uzaviend fromule a B libovolna formule. Potom:

T-A>B < T,A-B

Diikaz. Je skoro stejny jako ve vyrokové logice.

=) Mé&jme posloupnost formuli (Aj, As,..., A,_1, A > B), ktera je formal-
nim dtikazem formule A — B z pfedpokladii T'. Posloupnost (Ay, A, ..., Ap_1, A —>
B, A, B) je pak formalnim dtukazem formule B z pfedpokladid T, A.

<) Nyni méjme posloupnot (Ai,As,..., A, = B), kterd je formédlnim dd-
kazem formule B z pfedpoklada T, A. Indukci podle délky formalniho dukazu
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ukdzeme, ze pro Vi € {1,...,n} plati T + A - A;. Tim budeme hotovi, nebot
pro ¢ =n dostaneme 7'+ A — B. Pro dané i uvazime tentokrat ¢tyri pripady:

e Formule A; je formule A. PouzZijeme vétu vyrokové logiky + p — p a pfi-
dame predpoklady T'.

e Formule A; je axiom predikatové logiky nebo formule z mnoziny 7. Potom
posloupnost (A;, A; > (A — 4;),A - 4;) je formélnim diikazem formule
A - A; z predpoklada T

e Formule A; je odvozena pravidlem modus ponens z formuli A;, Ay pro
néjakd j,k < i, kde A; je formule tvaru A; — A;. Podle indukéniho
predpokladu jsme tedy jiz difve museli dokdzat T - A — (A - A;) a
T+ A— Ag. Vyjdeme z instance axiomu (A2):

(A= (A > A)) > [(A—> Ap) > (A~ A))]
a k ziskani dikazu T+ A — A; pouzijeme dvakrat pravidlo (MP).
A nové:

e Formule A; je odvozena pravidlem generalizace z formule A; pro néjaké
J <4, cili A; = (Va)A;. Jiz diive jsme museli dokdzat T+ A — A;. Pro-
toze predpokladame, Ze A je uzaviend, neni v ni zadnd proménna volna a
muZeme pouzit pravidlo zavedeni obecného kvantifikatoru:

(1) Tr-A- A (indukéni predpoklad)
(2) TrA- (Vx)A, (ZV)
(3) TrHA- A (pfepis)

¥

9.20 Poznamka. Jak vidime, pfedpoklad uzavienosti formule A jsme pou-
7ili jenom k tomu, abychom se ujistili, ze v dukazu véty T, A — B nebylo pouzito
pravidlo generalizace na zadnou promeénnou, kterd je v A volna. Tato okolnost
by se vSak univerzalné formulovala i ovéfovala ponékud obtizné. Navic predpo-
klad vyuzivame pouze ve sméru <=, opacny smér muzeme pouzivat bez tohoto
omezeni.

9.21 Dusledek (dukaz sporem v predikatové logice). Necht A’ je uza-
vér formule A a T je mnoZina formuli. Potom:

TrA < Tu{-A"} jesporna

Diikaz. Je stejny jako ve vyrokové logice, pouze si musime uvédomit oprav-
nénost pouziti véty o dedukci.
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=) Necht B je libovolnd formule a T+ A. Potom je podle véty o uzavéru i
T + A’. Dale postupujeme stejné jako ve vyrokové logice:

(1) Tr A (predpoklad)
(2) F-A"—» (A" > B) (V2)
(3) A - (=A"> B) (ZP z (2))
(4) Tr-A'>B (MP z (1) a (3))
(5) T,-A'+B (VD)

<) Protoze je T u {-A'} sporna, miizeme z ni dokdzat libovolnou formuli,
tfeba A. Proto:

(1) T,-A"+ A
(2) Tr-A - A (VD)
(3) (A - A - A (V7)
(4) Tr A (MP z (2) a (3))
Odtud opét diky veté o uzavéru T+ A. g

9.22 Véta o konstantach. Necht T je mnozina formuli a A je formule
jazyka L a x1,...,x, jsou proménné. Déle necht jazyk L’ vznikne rozsifenim
jazyka L o nové symboly cj,..., ¢, pro konstanty (funkéni symboly s nulovou
aritou). Potom plati:

T+ Ag . a[c1y...,cn) vijazyce L' < T+ Av jazyce L

n

Diikaz.
<) Tato implikace plyne pfimo z véty o instancich (véta 9.10).

=) Oznaéme A" = A, . a.[c1,...,cn]. M&me posloupnost (Af,...,A],),
kterd je formélnim dtikazem formule A’ z predpokladt T. Necht y1,...,y, jsou
nové proménné, které se nevyskytuji ani v Zzadné formuli dikazu, ani v A. Pokud
by se ndm podafilo dokdzat formuli A” = A;, . .. [v1,...,Yn] z pFedpokladt T
tak, Ze zadnd formule dikazu nebude obsahovat Zaddnou konstantu c;, mame
dtikaz formule A v jazyce L, nebot A je instanci A”.

Necht pro Vie {1,...,m} vznikne formule A; z formule A nahrazenim kaz-
dého vyskytu konstanty c¢; proménnou y;. Ziejmé A,, = A” a navic se nikde
nevyskytuje zaddné konstanta ¢;. Posloupnost (A1,..., A, ) je tedy hledanym
dikazem formule A" z pfedpokladt 7', nebot vzdy, kdyz je formule A} instanci
axiomu, prvek T nebo odvozena odvozovacimi pravidly, je formule A; instanci
stejného axiomu, prvkem T nebo odvozena stejnym pravidlem. *

9.23 Dusledek (véta o dedukci a konstanty). Chceme-li z T, A + B
odvodit T + B, stac¢i pro vsechny volné proménné z1,...,z, formule A zavést
nové konstanty ci,...,c, a dokazat:

Ta Azl,.“,x" [Cla sy Cn] = Bxl,“.,zn [Cla ey Cn]
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Diikaz. Formule Ay, .. 4, [c1,-..,¢,] je uzaviend a proto dostaneme z véty o
dedukci
T+ Aavl,“.,wn [Cla R Cn] - Bavl,...,;cn [Clv cee 7cn]

z ¢ehoz plyne T+ A - B pomoci véty o konstantach. *

10 Prenexni tvary formuli

Podobné jako jsme ve vyrokové logice méli normaélni tvary formuli, i zde mizeme
kazdou formuli pfevést do ekvivalentniho tvaru, ktery spliiuje urcita uzitecna
pravidla.

10.1 Definice. Rekneme, ze formule A je v preneznim tvaru, pokud mé tvar

(lel)(QZTQ) s (ann)B

kde B je oteviena formule a x1,...,x, jsou navzijem rtuzné proménné.
Formule B se nazyva otevien€ jadro a posloupnost kvantifikaci pfed B se
nazyva prefi.

10.2 Lemma (prenexni operace).

() (Qu)-Bo-(Qr)B

(ii) F(Qz)(B—-C) < (B-(Qx)C), pokud z neni volna v B
(iii) F(Qx)(B - C) < ((Qz)B - C), pokud x neni volna v C
(iv) F(Qz)(B& C) < ((Qr)B & C), pokud z neni volnd v C
(v) F(Qx)(BvC) < ((Qx)Bv (), pokud x neni volna v C

Diikaz. (i) Pro Q =V mame + B < —-B, proto podle véty o ekvivalenci je
coz je prepis formule (3z)-B < =(Vz)B. Pro @ = 3 dosadime do + p < ——p
primo:

F (Va)-B < -—(Yz)-B
To je prepis formule (Vx)-B < —(3z)B.

(ii) Necht x neni volna v B. Nejprve dokézeme formuli pro @ = V. Implikace
F(Vz)(B—>C)— (B— (Vz)C)

je axiom pfeskoku. Pro druhy smér pouzijeme vétu o sklddani implikaci, zdméné
predpokladii, axiom specifikace a pravidlo zavedeni V (z neni volnd v B a tedy
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ani v B - (Vz)C):

(1) (B - (Vz)C) - ((Vz)C - C) - (B->C) (SI)
(2) F((V2)C - C) - (B - (Vz)C) > (B-C) (ZP, MP)
(3) F((Va)C - C) (AS)
4) (B~ (¥z)C)~>(B~C) (MP z (2) a (3))
() (B~ (Vz)C)~ (Vz)(B~>C) (2v)
Pro @ = 3 dokézeme doprednou implikaci obdobné jako obracenou pro @ = V:
(1) F(B-C)—- (C-(32)C)— (B~ (3x)C) (SI)
(2) F(C - (32)C) > (B->C)— (B-(32)C) (ZP, MP)
3)  H(C~>(3x)C) (PS)
(4) F(B->C)—-(B~-(3x)C) (MP z (2) a (3))
()  +(@Ex)(B->C)~> (B~ (32)0) (z3)

Obréacena implikace bude slozitéjsi®. Nejprve ukazeme, Ze ve vyrokové logice
plati:
F(p=or)=>(g->r)> (-9 —>r 1)
Potom do této formule dosadime postupné za vyrokové proménné p, ¢, r formule
B, (3z)C, (3z)(B — C). Dostaneme tak:

= (=B~ (3z)(B~0)) > ((32)C » (32)(B~C)) - X (2)

kde X je dokazovana implikace. K jejimu dikazu bude tedy nutné dokazat
formule

+-B - (3z)(B - C) (3)
F(32)C - (Fz)(B - C) (4)

nebot pak X vyplyne z (1) dvéma pravidly (MP).

K dikazu formule (1) ve vjrokové logice vyjdeme z véty o sklddani implikaci
(misto vyrokovych proménnych p,q,r pouZivim symboly A, B,C, protoZe mi
pfijdou ptehlednéjsi):

(1) F(-C—->A)-(A->B)->(B-C)—-(-C-0) (SI)
(2) -A->Cr+(-C—A) (V5’, VD)
3) -A-C+(A->B)->(B-C)->(-C-0C) (MP)

5Motivaci tohoto postupu lze nalézt ve slidech prof. Stépanka, tamni postup se mi ale po
formalni strance moc nezamlouvéa. Je vSak velmi podobny, taktéz dojde na dil¢i dikazy vét
(3) a (4). Uvedeny postup pochézi ze skript prof. Stépanka, az na dikaz formule (1), ktery je
vlastni.
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Dale mame:

(4) -A-C,A->B,B->C+-C->C (2x VD)
(5) F(-C->C)->C (V7)
(6) -A-C,A-B,B->C+C (MP)

Pouzitim véty o dedukci dostaneme finalni:

F(=A>C)>(B>C)>(A>B)>C

Nyni koneéné k ditkazu formuli (3) a (4). Z véty o skladani implikaci mame

F[-B~> (B~ )] > [(B~C)~(32)(B~>C)] > [-B~ (32)(B~> ()]
pFicemz prvn{ hranaté zavorka je instanci (V2) a druhé substitu¢niho pravidla.
Odtud plyne dvojim (MP) platnost formule (3). Formule (4) plyne z instance

C - (B - C) axiomu (A1) distribuci existen¢niho kvantifikdtoru.

(iii) Bude se ndm hodit véta vyrokové logiky, kterd vznikne kombinaci (A3)

a (V5):
Fp—q) <

F((Vz)B - C) < (-C - ~(Yx)B)
< (-C - =(Vz)--B)
< (=C ~ (37)-B)
< (3z)(-C - -B)
< (3z)(B-0)

a pro @ = 3 velmi podobné:

F((3z)B - C) < (-C - -(3x)B)
< (-C - —=(Vz)-B)
< (=C ~ (Vz)-B)
e (V)(=C » =B)

o (Y2)(B > C)

(=q — -p)

Pro QQ = V postupujeme, zkracené zapsano, takto:

(1)

(instance (1))

(véta o ekvivalenci)
(zkratka za 3)
(pfipad (ii) lemmatu)
(v

éta o ekvivalenci)

(instance (1))
(zkratka za 3)

(véta o ekvivalenci)
(pfipad (ii) lemmatu)
(v&

ta o ekvivalenci)

(iv) Pomoci jiz dokazanych ptipadi, definice konjunkce a véty o ekvivalenci:

- ((Qr)B& C) < -((Qx)B ~ -C)
< =(Qz)(B - -0)
< (Qz)~(B > -0)
< (Qx)(B&C)
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(v) Obdobné jako (iv):

F((Qx)Bv ()« (~(Qx)B - C) (zkratka za V)
< ((Qx)-B > C) (pifpad (i), VE)
= (Q)(~B - C) (ptipad (i)
< (Qx)(Bv(O) (zkratka za V)
¥

10.3 Véta o prenexnim tvaru. Ke kazdé formuli A 1ze sestrojit formuli
A’ v prenexnim tvaru takovou, ze - A < A’

Diikaz. Indukci podle slozitosti formule A:
e Formule A je atomickd formule. Potom je v prenexnim tvaru sama o sobé.

e Formule A je tvaru -B, pficemz z indukéniho predpokladu existuje pre-
nexni formule B’ ekvivalentni s B. Formuli A’ obdrZime z formule -B’
postupnou aplikaci operace (i) pfedchoziho lemmatu na vSechny kvantifi-
kace v prefixu formule B’:

I—A<—>—\B<—>—\B,(—>A,

Prvni ekvivalence plyne z rovnosti obou formuli, druha z predpokladu a
véty o ekvivalenci a tieti z pfedchoziho lemmatu. Navic je A’ v prenexnim
tvaru.

e Formule A je tvaru B — C, pfidem? k B i C mame ekvivalentni formule B’
a C’ v prenexnim tvaru. Z nich sestrojime varianty B a C" tak, aby zaddna
volnd proménnd formule B” nebyla vdzana ve formuli C"" a naopak. Potom
z implikace B — C" sestrojime formuli A’ postupnou aplikaci operace
(ii) predchoziho lemmatu na vSechny kvantifikace v prefixu formule C”
a operace (iii) na vSechny kvantifikace v prefixu formule B”. Formule A’
pak bude v prenexnim tvaru a navic:

A< (B->C)e (B -C")e (B">0")« A

Prvni ekvivalence plyne opét z rovnosti obou formuli, druha z ptredpo-
kladu a véty o ekvivalenci, tfeti z véty o variantach a ¢tvrta z predchoziho
lemmatu.

e Formule A je tvaru (Va)B, pfi¢emz k B mame opét ekvivalentni formuli
B’ v prenexnim tvaru. PoloZime-li

Y B’ je-li z v B jiz vazana,
(Va)B’ jinak,

pak jsme ziejmé hotovi.
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Ruéni pfevod formule do prenexniho tvaru spoc¢iva v postupné aplikaci ope-
raci naznacenych v lemmatu 10.2 a v pfipadném prejmenovani vazanych pro-
ménnych. Ponékud komplikovanéjsim pripadem je ekvivalence, kterou je nutné
rozepsat na konjunkci implikaci, coz mé za nasledek ,zdvojeni“ kvantifikator®.

11 Predikatova logika s rovnosti

Chceme-li k jazyku prvniho fadu pridat predikat pro rovnost, je vhodné pro néj
zavést jisté axiomy, které by zarucily, ze se bude chovat tak, jak to od rovnosti
intuitivné ocekavame.

11.1 Definice. Formdalni systém predikdtove logiky s rovnosti obsahuje vse,
co obsahuje formalni systém predikatové logiky bez rovnosti, a navic tyto axi-
omy:

e Je-li z proménna, je nasledujici formule aziomem identity:

T=x (R1)

e Jsou-li x1,...,2, @ y1,...,y, proménné a je-li f n-arni funkéni symbol,
potom je nasledujici formule axiomem rovnosti pro funkce:

T1=y1 > Ta=Yo > ... > Ty =Y > f(T1,..,x0) = (Y1, un) (R2)

e Jsou-li z1,...,2, a y1,...,yn proménné a je-li p n-arni predikatovy sym-
bol, potom je nésledujici formule aziomem rovnosti pro predikdty:

T1=Y1 > T2=Y2 = .. > Ty = Yn = D(T1,. ., Tn) > P(Y1,-. ., yn)  (R3)

Tyto axiomy vyjadc¢uji prirozené pozadavky, které matematika klade na rov-
nost: aby byla reflexivni a aby sobé rovna individua méla stejné vlastnosti vaci
kazdému predikatu jazyka a davala stejné vysledky pfi pouziti libovolné operace
jazyka.

Protoze rovnost bézné chapeme jako ekvivalenci, je pfirozené po ni kromé
reflexivity pozadovat i dalsi vlastnosti ekvivalence, které mezi uvedenymi axiomy
chybi: symetrii a tranzitivitu. Jak ale ukdzeme, tyto vlastnosti se ze zavedenych
axiomd daji odvodit. Pouzijeme k tomu skutecnost, ze rovnost je predikat a
proto muze v axiomu (R3) figurovat i na misté predikatu p.

11.2 Tvrzeni (symetrie rovnosti). Pro libovolné proménné z,y plati:

Fr=y—>y=2x (SR)

SPtiklady viz skripta a slidy prof. Stépanka.
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Diikaz. Vyjdeme z axiomu rovnosti pro binarni predikaty

FT1=Y1 > T2 =Y2 —’p(ﬂfl,@) *p(ylayQ)

do kterého dosadime za 1,1, x2,y2 po fadé x,y,z,r a za predikat p dosadime
predikat rovnosti:
FE=yYy—>T=r->r=r—>Y==

Nyni pouzijeme vétu o zaméné predpokladl a prvni predpoklad posuneme o dvé
mista doprava:
FT=x->T=x->T=yY—>yY=2

Jak je vidét, prvni dva predpoklady jsou axiomem identity, proto dvojim (MP)
dostaneme konecné:
x = y — y =X

¥

11.3 Tvrzeni (tranzitivita rovnosti). Pro libovolné proménné z,y,z
plati:
Fr=yYy—s>Yy=z—->r=2 (TR)

Diikaz. Je podobny. Opét vyjdeme z axiomu rovnosti pro binarni predikaty

FT1=Y1 > T2 =Y2 —’p(l"l,l"z) —>p(y1,y2)

do kterého tentokrat dosadime za x1,¥y1,22,ys po fadé z,x,y, z a za predikat p
opét predikat rovnosti:

Fr=r>yY=z->r=YyY—>r==2

Nyni opét pouzijeme vétu o zdméné predpokladil, tentokrat prohodime druhy a
tfeti predpoklad:
Fr=x—>2x=y—->y=2->r=2

Prvni pfedpoklad je opét axiomem identity, proto pravidlem (MP) dostaneme:

Fr=y—->y=z->c=2

¥

11.4 Poznamka. Uvédomme si, ze ackoliv vSechny tfi axiomy pro rovnost i
predchozi dvé tvrzeni hovoti pouze o proménnych, neni problém nahradit slovo
,broménnd“ slovem ,term“. Miazeme totiz vyjit z dané formule s proménnymi
a vytvorit instanci této formule, kde nahradime proménné pfislusnymi termy. Z
véty o instancich potom plyne platnost takto upravené formule.

Nyni uvedeme vétu, kterd je obdobou véty o ekvivalenci.

11.5 Véta o rovnosti. Necht ¢1,...,t, a s1,...,5, jsou termy takové, Ze
pro Vie {1,...,n} plati - ¢; = s;.
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(i) Je-li t term a s term, ktery vznikne z t zdménou nékterych vyskytd termit
t; odpovidajicimi termy s;, potom:

Ht=s

(ii) Je-li A formule a A’ formule, ktera vznikne z A zdménou nékterych vyskyti
termti ¢; odpovidajicimi termy s;7, potom:

FAo A

Dikaz. (i) Indukei podle slozitosti termu ¢:

e Je-li t zaménény term ¢;, potom s je s; a rovnost + ¢t = s plyne ihned z
predpokladu + t; = s;.

¢ Je-li t nezaménénd proménnd, potom s je t a rovnost + ¢ = s plyne ihned
z axiomu identity.

o Je-li t nezaménéna funkee f(rq,...,7), potom s je f(ry,...,r.), pfiCemz
z indukéniho pfedpokladu méme + r; =} pro Vi e {1,...,k}. Vyjdeme z
axiomu rovnosti pro funkce:

'_,r.lz,'ai_)_“_>7"k:r,;—>f(7"17...,7"]€):f(’l“i,...,r;c)

Formule + f(r1,...,7%) = f(r],...,7) neboli -t = s zbude po k-nasobné
aplikaci pravidla (MP) na indukéni pfedpoklad.

(ii) Protoze se termy vyskytuji pouze v atomickych formulich, staé¢i, kdyz
dokdzeme, Ze vSechny atomické podformule formule A tvaru p(ry,...,7) jsou
ekvivalentni svym transformovanym variantdm p(ri,...,r;). Tvrzeni véty po-
tom vyplyne z véty o ekvivalenci.

Z &&sti (i) této véty vime, ze pro Vi € {1,...,k} je + r; = rl. Pouzijeme-li
axiom rovnosti pro predikaty

Fri=r)—...orpg=r,=>p(ry,...,r) > p(ry, ..., 1) (1)

dostaneme implikaci p(ry,...,ry) = p(ry,...,r,) pouzitim k pravidel (MP).

Opacnou implikaci odvodime podobné. Ve formuli (1) nejprve prohodime
carkované a nec¢arkované symboly pro termy. Protoze pouzitim symetrie rovnosti
(tvrzeni 11.2) a pravidla (MP) snadno dojdeme od véty + r; = 7} k vété + r} = r;,
dostaneme opac¢nou implikaci opét k-nidsobnym (MP). ¥

Nasledujici dusledek je pouze jinou formou véty o rovnosti.

7Zde prof. Stépanek dodava: ,kromé pifpadi, kdy je term t; proménna z, které je soucasti
kvantifikace (Qx)“. To v8ak nepovazuji za nutné, nebot ono ,z“ v kvantifikaci neznadi term,
ale kvantifikovanou proménnou a té se zdména termu netyka.
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11.6 Dusledek. Jsou-li tq,...,t,,81,...,8, termy, term s vznikne z termu
t zdménou n&kterych vyskytt termi ¢; odpovidajicimi termy s; a formule A’
vznikne z formule A taktéz zaménou nékterych vyskytt terma ¢; odpovidajicimi
termy s;, potom plati:

(i) Ft1=8—>...>t,=8,>t=35
(ii) Fi1=81 > ...t =8, > (A< A")
Diikaz. TODO! *®

11.7 Tvrzeni. Necht A je formule, ¢ term a x proménné neobsazend v termu
t. Potom:
(i) FA[t] o (Va)(z =t > A)
(ii) FAt] o (Fz)(z=t& A)

Diikaz. (1)
(1) (Vo) (@ =t > A) > (t=t > A[t]) (AS)
(2) Fi=t— (Vo) (z =t > A) > Ag[t] (Z1, MP)
(3) - (Va)(z =t - A) > Ag[t] (R1, MP)
TODO! *

12 Uplnost predikatové logiky

12.1 Definice. Je-li L jazyk prvniho fadu a 7" mnozina formuli jazyka L,
fikame, ze T je teorie pruniho 7ddu s jazykem L.

Formulim z mnoziny T fikdme specidlni axiomy teorie T.

12.2 Definice. Necht T je teorie s jazykem L a M je interpretace jazyka L.

e M je modelem teorie T (psdno M = T'), je-li v M pravdivy kazdy specidlni
axiom teorie 7.

e Formule A je sémantickym disledkem teorie T (pséno T £ A), je-li A
pravdiva v kazdém modelu teorie T'.

12.3 Lemma (korektnost axiomu predikitové logiky). Vsechny axi-
omy predikatové logiky jsou validni formule.

Driikaz. Necht M je libovolné interpretace a e ohodnoceni proménnych. Ro-
zebereme vSechny axiomy A predikatové logiky s rovnosti a u kazdého ukézeme
M i Ale]. Tim podle definice dokdzeme, Ze A je validn{ formule.

93



e A je axiom vyrokové logiky. Necht A’ je formule vyrokové logiky, ktera
ma stejnou strukturu jako A a vyrokové proménné pi,...,p, v ni zastu-
puji podformule Ay, ..., A, tak, Ze dosazenim vSech A; za p; dostaneme
puvodni formuli A.

Protoze A’ je tautologie, na splnénosti jednotlivych Aq,..., A, pii M a e
nezédlezi a M = Ale] plati vzdy.

e A je axiom specifikace tvaru (Vz)B — B,[t]. Neni-li pfedpoklad (Vz)B
pii M a e splnén, je implikace splnéna.

Necht tedy plati M = (Vz)B[e]. Podle definice pravdivosti to znamen4,
Ze pro kazdé individuum m € M je M = B[e(xz/m)], specidlné tedy i pro
m = t[e]. Diky lemmatu 8.12 (ii) je tedy M = B.[t][e] a implikace je
splnéna.

e A je axiom pfeskoku tvaru (Vz)(B - C) - (B - (Vx)C). Opét zkou-
mejme piipad, kdy je pfedpoklad (Vz)(B — C) pfi M a e splnén. Podle
definice pravdivosti potom mame pro libovolné individuum m € M:

M (B > C)[e(z/m)]

To znamend, e pii ohodnoceni e(x/m) bud neni splnéna B, nebo je spl-
néna C.

ProtoZze B neobsahuje proménnou x volng, je M = Ble(x/m)], pravé kdyz
M E B[e]. To znamené, ze B je bud vzdy splnéna, nebo ne, nezavisle na
m. Pokud tedy B neni pfi e(xz/m) splnéna, neni splnéna ani pii e a v
implikaci B — (V2 )C neni splnén pfedpoklad. Implikace tedy splnéna je,
stejné jako cela formule A.

Pokud naopak B je pfi e(x/m) splnéna, je splnéna pro jakékoliv m a
proto musi byt pro jakékoliv m pfi e(x/m) splnéna i formule C. Je tedy
M & C[e(xz/m)] pro libovolné m € M a to podle definice znamend M =
(Vx)C[e]. Proto je v implikaci B - (VY )C pfi M a e splnéno tvrzeni, a
tedy implikace samotna, a tedy cela formule A.

Jesté zbyva rozebrat axiomy pro rovnost. Uvédomme si, Ze binarni predikat
rovnosti je v kazdé interpretaci M realizovan pro Vmy, mg € M jako

(m1,m2) €=y <  mp=mo
Cili sobé rovna jsou prave identickd individua.

e A je axiom identity tvaru x = x pro proménnou z. P¥i ohodnoceni e je
proménné x realizovana individuem m = e(x), plati m = m a formule A je
splnéna.

e A je axiom rovnosti pro funkce tvaru

331:y1—>--~—>$n:yn—’f(1517-~-75€n):f(yla~--,lln)
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kde z1,...,z, a Y1,...,Yn jsou proménné a f je m-arni funkéni symbol
daného jazyka. Opét rozebereme pouze pripad, kdy jsou splnény vsechny
predpoklady, jinak je totiz A splnéna.

Necht tedy v daném ohodnoceni plati x; = y; pro Vi € {1,...,n}. To
znamend, Ze je e(x;) = e(y;). Proto

f(xl" .. awn)[e] = fM(e(xl)a .. .,6(.’En)) =
= fM(e(y1)7 .. 've(yﬂ)) = f(ylv s 7yn)[e]

a skutecné tedy plati M= (f(z1,...,2n) = f(y1,---,yn))[€]

e A je axiom rovnosti pro predikaty tvaru

T1=Y1 > ... > Tpn =Yn > (1, ., Tn) > (Y1, Yn)

kde x1,...,xy a y1,...,Y, jsou proménné a p je n-arni predikatovy symbol
daného jazyka. Postupujeme obdobné. Opét rozebereme pouze piipad,
kdy jsou splnény vSechny pfedpoklady (a tedy opét e(z;) = e(y;) pro
Vie{l,...,n}), navic i predikdt p(z1,...,2,):

ME p(z1,...,2,)[e] = (e(x1),...,e(xn)) € Pm
= (e(y1)7 s 76(yn)) € PMm
=MEp(y1,- -, yn)le]

y-

12.4 Lemma (korektnost odvozovacich pravidel predikatové logiky).
Méjme interpretaci M.

(i) Je-li formule B odvozena z formuli A a A — B pravidlem modus ponens,

potom:
MeA a MEe(A-B) = Mg B

(ii) Je-li formule (Vx)A odvozena z formule A pravidlem generalizace, potom:

MeA = Mk(Vr)A

Dikaz. (i) Plyne pfimo z definice vyznamu implikace. Mé&jme libovolné ohod-
noceni e. Pokud by platilo M £ A[e] a pfitom neplatilo M = B[e], nemohlo by
ani platit M = (A - B)[e] a méli bychom spor, nebot dle pfedpokladii plati
Mk Ale] a M = (A - B)[e] pti kazdém ohodnoceni. Proto pfi kazdém ohod-
noceni plati i M = B[e] a je tedy M = B.

(ii) Pfedpoklad M £ A znamend, ze M = A[e] plati pfi kazdém ohodnoceni
e. Pro libovolné individuum m € M a ohodnoceni e je tedy M = A[e(a/m)], coz
dle definice znamend M (V) A[e]. Dokazali jsme tedy M = (V) A. Y
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12.5 Véta o korektnosti. Je-li T teorie s jazykem L a A formule jazyka
L, potom:
T-A = TgA

neboli kazda véta teorie T' (kazdad formule dokazatelnd z pfedpoklada T') je
pravdivd ve vSech modelech (je sémantickym disledkem teorie T'). Specidlné

pro T = & dostaneme
FA = EA

neboli kazdé véta predikatové logiky je logicky validni.

Diikaz. Indukci podle délky formélniho dikazu formule A z predpokladi
T. M&jme posloupnost (Aj,...,A,), kterd je formalnim dékazem T + A. Pro
Vie{l,...,n} postupné dokdzeme T E A;. Tim budeme hotovi, nebot pro i =n
dostaneme T = A.

Mg&jme i € {1,...,n}. Pokud pro libovolny model M teorie T' dokdzeme M
A;, budeme mit T' = A;. Necht je tedy M libovolny model teorie T'. Rozebereme
vSechny ulohy, které muze formule A; v dikazu mit:

e Formule A; je axiomem predikdtové logiky. A; je potom podle lemmatu
12.3 validi formule a proto M £ A;.

e Formule A; je specidlnim axiomem teorie 7. Potom M £ A;, nebot M T
dle predpokladu a A; € T

e Formule A; je odvozena z formuli A; a Ay (j,k < i) pravidlem modus
ponens, pricemz z indukéniho pfedpokladu médme M £ A; a M = Aj.
Odtud diky lemmatu 12.4 (i) také M A,.

e Formule A; je odvozena z formule A; (j < i) pravidlem generalizace. Opét
mame M A; a diky lemmatu 12.4 (ii) také M e A;.
*

12.6 Definice. Necht T je teorie nad jazykem L. Rekneme, Ze struktura M
je kanonicky model teorie T', pokud:

e Universum M tvoii pravé vsechny termy jazyka L bez proménnych.

o Jelity,... . t, e M a f je n-arni funkéni symbol jazyka L, je jeho realizace
fum definovéna jako:

fua(te, . tn) = f(t1, ... tp) €M

o Jeli t1,...,t, € M a p je n-arni predikdtovy symbol jazyka L, je jeho
realizace py definovana jako:

(tl,...,tn)EpM <~ Tl—p(tl,...,tn)

12.7 Poznamka. S uvedenou definici kanonického modelu M je fada ne-
snazi:
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1) Je-li L jazyk s rovnosti, miize se stat, ze dva rizné termy ¢, s bez promén-
nych spliuji T + ¢t = s. V interpretaci M ale nebude tato rovnost splnéna,
nebot t a s jsou rizné individua.

2) Je-li A uzaviend formule, musi byt pfi interpretaci M pravdivd jedna z
formuli A nebo ~A. Zadna z nich pfitom nemusi byt vétou teorie 7.

3) Neobsahuje-li jazyk L Zadné konstanty, potom neexistuji Zddné termy bez
proménnych a universum M je prazdné. M tedy neni podle definice inter-
pretaci jazyka L.

4) Je-li formule tvaru (3z)A vétou teorie T, nemusi byt pravdivd v inter-
pretaci M. Nemusime totiz najit individuum (term bez proménngch) ¢,
ktery by pravdivost formule ,dosvédé¢ilo* (kdybychom takové individuum
t nalezli, znamenalo by to, Ze i formule B,[t] je vétou teorie T).

Nesnaz 1 vytesime tak, ze budeme povaZzovat vSechna individua ¢, s spliujici
T+t = s za identicka. Zavedeme ekvivalenci ~ na univerzu M, kterou definujeme
takto:

trs < Trt=s (1)

Nebot jsme o predikatu rovnosti dokdzali, Ze je reflexivni, symetricky a tranzi-
tivni, je takto definovana relace skutecné ekvivalenci.

Misto celého univerza M budeme uvazovat jeho tiidy ekvivalence M/ ~. Je-li
t individuum, budeme zapisem [¢] rozumét takovou t¥idu, do které individuum
t ,,padne“:
[t]={seM|t~s}

Funkéni symboly potom realizujeme jako
Su[tad, - [tn]) = [f (b, tn)]
a predikatové jako:
([t1],-- 5 [tn]) epm <= TrEp(te,...,ts)

Zbyva ukazat, ze takova definice realizace je korektni, tedy ze plati-li pro
néjaké n € N identity [¢1] =[s1],-..,[tn] = [$n], mame pro n-ari funkéni symbol
f

(f(trtn)] = [f (5150005 8m)] ()

a pro n-arni predikatovy symbol p:
T'_p(tla"'7tn) And T'_p(sla"‘vsn) (3)

Z [t;] = [si] plyne t; ~ s; a tedy podle definice (1) T + t; = s;. Uvazime-li ale
axiom rovnosti pro funkce

I—t1:S1—’...—>tn=Sn—>f(t1,...,tn):f(Sl,...,Sn)
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vyplyne ndm T + f(t1,...,tn) = f(S1,...,8n), coZ opét dle definice (1) znamena
f(1,. o tn) ~ f(s1,...,8n), z GehoZ plyne (2).

Podobnym zptsobem plyne z axiomu rovnosti pro predikaty (a pro obrace-
nou implikaci navic ze symetrie rovnosti)

Trp(ts,...,tn) < p(s1,.-.,84)

odkud snadno dostaneme (3).

12.8 Lemma. Necht z1,...,x, jsou pravé vSechny proménné termu ¢, p¥i-
padné préavé vSechny volné proménné formule A, a méjme ohodnoceni e takové,
ze e(x;) = [t;] pro Vi € {1,...,n} a n&jaké termy bez proménnych ti,...,t,.

Potom plati:

(i) tle] = [ty an[t1y-stn]]
(ii) M e Ale] < MEAs, an [t tn]

Diikaz. TODO Revize! Plati-li e(z;) = [¢;] pro Vie {1,...,n}, je jisté:
e=e(x1/[t1],-- -, xn/[tn]) (1)
Odtud dostavame:

tle] = tle(za/[t1],- -, n/[tn]] (2)

=tyyan iy tn][e] (3)

= [tay, o [t1, s tn]] (4)

MEe Ale] < M e Ale(z1/[t1],- - zn/[tn])] (5)
eMEeA;, o[t ta][e] (6)

< MEe Ay, o[t ts] (7)

Prvni ekvivalence (2) a (5) plynou z rovnosti (1), druhé (3) a (6) z lemmatu 8.12
(kde mame m; = t;[e] = [t;]) a tFeti (4) a (7) z toho faktu, Ze vSechny proménné
termu ¢, pfipadné volné proménné formule A nahradili termy bez proménnych
a proto nezalezi na ohodnoceni e. *

12.9 Tvrzeni. Necht M je kanonicky model teorie T nad jazykem L. Potom
pro kazdou atomickou formuli A bez promeénngch plati:

MEA < T+rA
Dikaz. Necht A je tvaru p(ty,...,t,). Je-li t; term bez proménnych, potom
pro libovolné ohodnoceni e je t;[e] = [t;]. Mame:
M e A < ME Ale] pro vSechna ohodnoceni e
< (t1]e],...,tn[€]) € pm pro vSechna ohodnoceni e
< ([t1],---,[tn]) € Pm
< T '_p(tla' 7tn)
<TrA

98



-

12.10 Definice. Necht T je teorie s jazykem L.

e T je uplnd teorie, je-li bezesporna a pro libovolnou uzavienou formuli A
jazyka L je préavé jedna z formuli A a -A dokazatelnd v T'.

e T je Henkinova teorie, jestlize pro libovolnou uzavienou formuli tvaru
(3z) A existuje konstanta ¢ takovd, Ze plati:

T+ (Jz)A - Aylc]

Uvédomme si, zZe je-li teorie uplna a Henkinova, potom odpada nesniz 2
(diky tplnosti) i nesndze 3 a 4 (diky Henkinové vlastnosti).

12.11 Véta o kanonickém modelu. Je-li T uplnd Henkinova teorie nad
jazykem L, potom je kanonicky model teorie T' skute¢né modelem teorie 7T'.

Diikaz. Napried dokézeme, Ze pro kazdou uzavienou formuli A redukovaného
jazyka L plati
MeA < TrA (1)

a to indukci podle slozitosti formule A:
e Je-li A atomickd formule, plyne (1) z tvrzeni 12.9.

e Je-li A tvaru -B, kde B je taktéz uzaviena formule. Potom:

MeEA<eM#gB (vyznam negace)
<Tw+ B (indukéni predpoklad)
< T+-B (T je tplna)
<TrHA

e Je-li Atvaru B —» C, kde B a C jsou taktéz uzaviené formule. Potom:

ME A< M# B nebo MEeC
< T# BneboT+C
< Tr+-BneboT+C
<T+B-C
<TrHA

vyznam implikace)
indukéni pfedpoklad)
T je Gplnd)

P

viz nize)

Predposledni ekvivalence si zaslouzi vysvétleni. Ve vyrokové logice mame
véty

F-B—>(B-0C) (V2)
FC - (B-C) (A1)
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ze kterych lze platnost T+ B — C odvodit snadno z platnosti alespon
jedné z vét T + B nebo T + C pravidlem (MP). Kdyby naopak 7'+ B — C,
musela by diky tiplnosti T a uzavienosti B platit bud T'+ B, nebo T + -B.
V prvnim pfipadé by se pavidlem (MP) odvodilo T + C, druhy vyhovuje.
Srovnej s dikazem lemmatu 4.8.

e Je-li A tvaru (Vz)B, potom:

ME A < ME (Vz)B[e] pro libovolné ohodnoceni e (1)
< M = Ble(z/[t])] pro libovolné e a term bez proménnych ¢t (2)
< M = B,[t] pro libovolny term bez proménnych ¢ (3)
< T+ B,[t] pro libovolny term bez proménnych ¢ (4)
<TrA (5)

Ekvivalence (1) a (2) plynou z definic, (4) z indukéniho pfedpokladu, nebot
formule B, [t] je uzavienda (formule A uzaviend byla a B obsahuje jedinou
volnou proménnou, x, kterou jsme nahradili termem bez proménnych, ¢).
Ekvivalence (3) plyne z lemmatu 12.8 (ii).

vvvvvv

omu specifikace. Pro opa¢ny smér necht plati pro hbovolny term bez pro-
ménnych ¢ véta T + B,[t]. To, ze potom musi platit T + (Vz)B neboli
T + A dokazeme sporem:

Tw (Vx)B (pro spor)
T+-(Vx)B (aplnost T')
T+ =(Vz)--B (VE)
T+ (32)-B (pTepis)
T + (32)-B — =B,[c] pro néjakou konstantu ¢~ (Henkinova T')
T + -B;[c] pro n&jakou konstantu ¢ (MP)
T v B,[c] pro néjakou konstantu ¢ (aplnost T')

Jak vidime, dosli jsme ke sporu, nebot pfedpokldaddme T + B.[t] pro
libovolny term bez proménnych ¢, tedy i pro danou konstantu c. Proto
musi platit 7'+ (Va) B neboli T + A.

Nyni jiz k dikazu samotné véty. Méjme libovolny specidlni axiom A teorie T’
a jeho uzavér A’. Podle véty o uzaveru je i A’ vétou teorie T, proto je podle prvni
éasti diikazu A’ pii M pravdiva. A protoze je A’ uzdvér A, je pfi M pravdiva i
formule A (viz definice pravdivosti). Y

12.12 Definice. Necht T je teorie s jazykem L a T teorie s jazykem L’.

o Jazyk L' je rozsifenim jazyka L, je-li kazdy n-arni specidlni symbol (p¥i-
padné i predikat rovnosti) jazyka L také n-drnim symbolem jazyka L’.
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e Teorie T' je rozsifenim teorie T, je-li jazyk L' rozsifenim jazyka L a kazdy
specidlni axiom teorie T je vétou teorie T".

e Teorie T' je konzervativnim rozsitenim teorie T, je-li T’ rozsitenim T a
navic pro kazdou formuli A jazyka L plati:

T"-A = TrA

12.13 Pozorovani (ekvivalentni definice rozsifeni teorie). Teorie T"
je rozsifeni teorie T s jazykem L, pravé kdyz pro kazdou formuli A jazyka L
plati:

T-A = T +A

Diikaz.

=) Dle definice rozsifovani teorii je kazdy specidlni axiom teorie T' doka-
zatelny v teorii T”, zkombinujme proto jejich formalni diikazy do jedné veliké
posloupnosti formuli P. Déale uvazme posloupnost formuli @), kterd vznikne z
forméalniho dikazu T + A vypusténim vSech formuli, které patii do T

Neni tézké si uvédomit, Ze zietézenim posloupnosti P a () vznikne formalni
dtikaz T’ + A, nebot vZdy, kdyZ v dikazu T + A pouZijeme odvozovaci pravidlo
na néjakou formuli z T, je tato formule, i kdyz jsme ji v () odstranili, souc¢asti
posloupnosti P.

<) Pro kazdy specidlni axiom A € T je zfejmé T + A a tedy diky pfedpokladu
iT'+ A. Teorie T' je tedy rozsifenim T' dle definice. Y

12.14 Dusledek (ekvivalentni definice konzervativniho rozsifeni te-
orie). Teorie T" je konzervativni rozsifeni teorie T s jazykem L, pravé kdyz pro
kazdou formuli A jazyka L plati:

T-rA < T +A

Diikaz. Ziejmé. *

Cili je-li T s jazykem L' rozsifenim teorie T s jazykem L, pak kazd4a véta,
kterou lze dokazat v teorii T, je dokazatelnd i v teorii T”. Konzervativni rozsifeni
teorie je takové rozsSifeni, ve kterém neplati oproti ptivodni teorii zadné véty
jazyka L navic.

12.15 Pozorovani.
(i) Je-li T' rozsifenim teorie T', potom:
T’ je bezespornda = T je bezesporna
(ii) Je-li 77 konzervativnim rozsifenim teorie T', potom:

T’ je bezesporna < T je bezesporna

61



Dikaz.

(i) Pro spor necht T neni bezesporné, potom pro néjakou formuli A plati
T+ A& -A. Protoze je T' rozs$ifenim T, plati podle pozorovani 12.13 i T" +
A& —A a teorie T je spornd, coZ je spor.

(ii) Smér = plyne z bodu (i), opaény smér se dokdZze naprosto stejné (spor
se u konzervativniho rozsifen{ pfenasi popsanym zptisobem obéma sméry). ¥x

12.16 Henkinova véta. Ke kazdé teorii T' lze sestrojit jeji konzervativni
rozsiteni Ty, které je Henkinovou teorii.

Diikaz. Teorii Ty sestrojime z teorie T' konzervativnim rozsifenim, které
ptidé nové konstanty a specidlni axiomy tak, aby vysledna teorie méla Henki-
novu vlastnost.

Méjme teorii T}, s jazykem L,. Pro néjakou uzavienou formuli jazyka L,
tvaru (3z)A uvazme konstantu

C(3x)A (1)
a specidlni axiom tvaru:
(3z)A > Aylc@Ea)al 2)
Budeme fikat, ze konstanta (1) piislusi k axiomu (2) a naopak.

Teorie T),.1 s jazykem L,,; vznikne pak z teorie T, s jazykem L, tak,
ze pro vSechny uzaviené formule jazyka L, tvaru (3z)A pfiddme do jazyka
L, +1 vSechny vySe naznacené konstanty do teorie T),,1 vSechny vysSe naznacené
specidlni axiomy. Pf¥idané konstanty nazveme ,,Henkinovymi konstantami (n +
1)-tého fadu“ a piidané specidlni axiomy ,Henkinovymi axiomy (n + 1)-tého
radu“.

Oznac¢me puvodni teorii 1" jako Ty a jeji jazyk L jako Ly. Sestrojime-li na-
znacenym postupem teorii 77 jazyka Lq, stale jeSté€ nemusi mit Henkinovu vlast-
nost. V novém jazyce L totiz existuje oproti Ly vét$i mnozstvi (uzavienych)
formuli (formule obsahujici néjakou konstantu, kterd je v L; oproti Ly navic) a
k takovym formulim neméame pfislusné Henkinovy konstanty ani axiomy.

Proto musime naznaceny postup ,,do nekonecna® iterovat a vytvorit posloup-
nost jazyku a teorii:

LOCL1CL2C... T0CT1CT2C...
Oznacime-li
Ly=Le=JL, T =Too = |J Ty
n=0 n=0

tvrdime, Ze teorie Ty s jazykem Ly je Henkinovou teorii a konzervativnim
rozsifenim teorie 7.

Kdyby Tx nebyla Henkinova teorie, existovala by v jazyce Ly uzaviena
formule tvaru (3x)A, ale pro zddnou konstantu ¢ jazyka Ly by neplatilo:

Ty + (Jx)A - Ac]
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Formule (3z)A je ale koneéna (jako kazda jina formule) a proto obsahuje jen ko-
neény pocet Henkinovych konstant. Necht k je fad takové Henkinovy konstanty
maximalniho fadu. Proto jiz teorie Tx,1 a jazyk Li.1 musi obsahovat konstantu
C(ax)a @ axiom (3z)A — Ag[c(3z)a]- Protoze tato dvojice je jisté soucasti teorie
Ty s jazykem Ly, dostavame spor. Teorie Ty je tedy Henkinova.

Zbyva dokazat, ze teorie Ty je konzervativnim rozsifenim teorie T'. Protoze je
T c Ty, je teorie Ty jist€ rozsitenim teorie T'. Dale méjme v jazyce L libovolnou
formuli A, ktera je vétou teorie Ty. Abychom dokézali, Ze Ty je konzervativnim
rozSifenim teorie 7', musime ukazat T + A.

Necht formule Bi,..., B, jsou pravé vsechny Henkinovy axiomy pouZité ve
formalnim dtkazu Ty + A sefazené podle fadu sestupné (B; tedy odpovida
Henkinové axiomu nejvyssiho fadu a B,, nejnizsiho fadu, pozor, nékteré mizou
mit i stejny ¥4d). Potom jisté:

T,Bi,...,Bo+ A

Protoze kazdy Henkintiv axiom je uzaviena formule, z véty o dedukci dostavame:

Tr-By—>...»B,—- A (3)
Necht je axiom Bj tvaru:
(32)C = Cyle@nyo]
Protoze konstanta c(s,)c neni obsazena ve formulich B, ..., B, (diky jejich

sefazeni) a uz viibec ne v teorii T, mame diky vété o konstantach pro novou
proménnou y:

T+ (((32)C > Cily]) > (B2~ ... > By > A))y[canc] = (4)
= T+((32)C—>Cily]) > (By—~...—> B, > A) (5)
Piedpoklad (4) je vlastné jiny zapis formule (3), odtud dostadvame platnost

tvrzen{ (5). Toto tvrzeni dale upravime (uvédomme si, Ze se proménna y ve
formulich B, ..., By, A nevyskytuje):

T+ (3y)((32)C > Cyly]) > (B2 » ... > B, > A) (zavedeni 3)
T+ ((32)C - (Fy)Cyrly]) = (Ba > ... > B, > A)  (prenexni operace)

F(32)C - (Fy)C.ly] (véta o variantdch)
T-By—...»B,—~> A (modus ponens)

Celkovy vysledek T + A ziskdme iteraci tohoto postupu. ¥

12.17 Lindenbaumova véta pro predikatovou logiku. Kazdou beze-
spornou teorii 7' lze rozsifit do Gplné teorie S se stejnym jazykem L.

Diikaz. Je podobny, jako ve vyrokové logice. BUNO piedpoklidejme, Ze
vSechny specidlni axiomy teorie T jsou uzaviené formule. Vznikne-li totiz T’

63



uzavérem vsech axiomt T, je T” rozsifenim T (kazdy specilni axiom T je v T"
dokazatelny pomoci véty o uzdvéru) a rozsifeni je vlastnost tranzitivni, takze i
S postavena z T” bude rozsifenim ptivodni teorie T

Usporadejme viechny uzaviené formule jazyka L do libovolné prosté® po-

sloupnosti
Ala A27A37 cee

Vytvorime ,neklesajici“ posloupnost bezespornych mnozin
T=TycTycTycTs,...
tak, Ze pro Vi € N polozime

{ Tio1U{4;}, je-li T;-1 u {A;} bezespornd
T = .
T 1 jinak.

Necht S =T = U5y T,. Naprosto stejné jako ve vyrokové logice se dokdze,
ze S je maximalni bezespornd mnozina, tentokrat ale pouze uzavrengch formuli.
Zbyva dokézat, ze S je uplna teorie.

Teorie S je bezespornd (a proto se z ni nedd dokézat uzaviend formule A
a zaroveni ~A), ale pro spor predpoklddejme, Ze existuje uzaviena formule A
takova, Ze je zaroven:

S+A a Sw-A

Protoze A neni dokazatelna z S, je mnozina T U {-A} bezesporna a S je jeji
vlastni podmnoZinou (protoze —A neni vétou S, nemize byt ani prvkem S).
Mame tedy spor s maximalitou S a S je Gplna teorie. *

12.18 Definice. Necht je jazyk L' rozsifenim jazyka L, M je interpretaci
jazyka L a M’ je interpretaci jazyka L'.

o Redukce struktury M’ do jazyka L je struktura M’ | L, kterd vznikne ze
struktury M’ vynechanim funkei a relaci, které realizuji takové funkéni a
predikatové symboltim, které jsou v jazyce L', ale nejsou v jazyce L.

o M’ je expanzi struktury M, jestlize M = M| L.

12.19 Lemma. Necht 7" je rozsifeni teorie T s jazykem L a M’ je model
teorie 7". Potom M’ = M | L je model teorie T'.

Diikaz. Struktury M a M’ maji stejné univerzum a také stejné realizuji
vSechny specialni symboly jazyka L. Proto pro libovolné ohodnoceni promeén-
nych e a term ¢ jazyka L je hodnota t[e] stejnd v obou strukturach a pro
libovolnou formuli A jazyka L plati:

ME Ale] < M ke Ale]

8 Ani zde se mi nepodaiilo predpoklad prostosti odiivodnit. Ze by opét proto, aby posloup-
nost obsahovala kaZdou (uzavfenou) formuli?
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Formalné by se obé tvrzeni dala dokazat indukci podle slozitosti termu ¢ ¢i
formule A. Dale mame:
MeEA < MeA (1)

Je-li A eT, potom je podle definice rozsifeni formule A vétou teorie 7" a dle
véty o korektnosti mame M’ = A. To diky (1) znamend, ze M £ A. Struktura
M =M’ | L je tedy skute¢né& modelem teorie 7. ¥

12.20 Véta o uplnosti predikatové logiky prvniho fadu (Godel).
Necht T je teorie s jazykem L.

(i) Je-li A libovolné formule jazyka L, potom:
T-A <o TEeA

(ii) Teorie T je bezespornd, pravé kdyz mé model.

Diikaz. Napted dokazeme bod (ii) a bod (i) z néj pak vyplyne jako disledek.

<) Necht M je model teorie T a A je n&jakd uzaviend formule jazyka L.
Podle definice pravdivosti je v modelu M pravdivd pravé jedna z formuli A a
-A. Druhé, nepravdivé formule nemize byt podle véty o korektnosti dokazatelna
v teorii T'. Teorie T je tedy bezesporna.

=) Mé&jme bezespornou teorii 7. Podle Henkinovy véty k ni lze sestrojit jeji
konzervativni rozsiteni Ty s jazykem Ly, které je Henkinovou teorii. Diky pozo-
rovani 12.15 navic vime, ze T je také bezespornd, a proto podle Lindenbaumovy
véty existuje rozsiteni T” teorie Ty, které je tiplné a navic mé stejny jazyk jako
teorie Ty, tedy Ly .

Obé teorie Ty a T" se tedy vztahuji ke stejnému jazyku, proto je i tplna
teorie T” teorii Henkinovou (kazd4 uzaviend formule A jazyka teorie T” je i
formuli jazyka teorie Ty a protoze je T rozSifenim Ty, dd se v T’ dokazat
Henkintv axiom pro formuli A).

Teorie T” je tedy tiplna a Henkinova, proto pro ni podle véty o kanonickém
modelu existuje model M. Protoze je T” rozsifenim teorie T s jazykem L, podle
lemmatu 12.19 je struktura M = M’ | L modelem teorie T. Nalezli jsme tedy
model M teorie T

Nyni zpét k bodu (i). Kromé toho, ze smér = je vlastné tvrzeni véty o ko-
rektnosti, je celd ekvivalence disledkem bodu (ii) (symbolem A’ zna¢ime uzavér
formule A):

Tr A< Tu{-A"} je sporna (dusledek 9.21)
< T'u{-A"} nemd model (dokdzany bod (ii))
< %4dny model T neni modelem —A’ (sporem)
< kazdy model T je modelem A’ (vyznam negace)
=TEeA (definice)
<TEA (definice)
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Uvédomme si, ze idea dikazu véty o uplnosti predikatové logiky je velmi
podobné diikazu véty o iplnosti vyrokové logiky. Bod (ii) véty je vlastné obdoba
véty o bezespornosti a splnitelnosti a bod (i), samotnd tplnost, se dokdZe velmi
podobné. Nejinak je tomu i v pfipadé nasledujci véty o kompaktnosti.

12.21 Véta o kompaktnosti predikatové logiky. Teorie T' ma model,
pravé kdyz méa model kazda konecnd teorie T' ¢ T'.

Diikaz.

=) Ziejmé

<) Necht pro spor nemé teorie T zaddny model. To podle véty o Uplnosti,
bod (ii) znamen4, Ze je sporn, a proto pro néjakou formuli A existuje formalni
diikaz véty T + A & —A. Tento ditkaz ale vyuziva jen koneéné mnozZstvi speci-
alnich axiomu teorie T', proto musi platit 7" + A & - A 1 pro néjakou konecnou

podmnozinu 77 ¢ T. To ale znamend, Ze tato podmnoZina T’ je sporné a nem4
tedy zadny model, coz podle pfedpokladu nelze. Dosli jsme ke sporu. ¥

12.22 Dusledek. TODO!!!
Dikaz. ¥

13 Vyvoj teorii

Formalni systémy matematickych teorii za¢inaji axiomy, které jsou formulovany
usporné a v co nejjednodussim jazyku. S rozvijenim teorie pribyvaji nové pojmy
(konstanty, operace, predikaty), které definujeme pomoci jiz zndmych pojmi. V
této Casti ukazeme, Ze tyto definice maji pouze pomocny charakter, definované
symboly lze eliminovat a vratit se tak k ptivodnimu jazyku a rozsifeni teorie,
které definicemi vznikne, je konzervativni.

13.1 Lemma (charakterizace rozsifeni pomoci modela). Necht T je
teorie s jazykem L a T’ je teorie s jazykem L', ktery je rozsifenim jazyka L.
Potom:

(i) T’ je rozsifenim teorie T', pravé kdyz pro kazdy model M’ teorie 7" je jeho
redukt M =M’ | L modelem teorie 7.

(ii) T je konzervativnim rozsifenim teorie T', pokud je T’ rozsifenim T a kazdy
model M teorie T' lze expandovat do modelu M’ teorie T”.

Dikaz. (i) =) Lemma 12.19.

<) Necht redukt kazdého modelu teorie 7' do jazyka L je modelem teorie
T. Méjme libovolny specidlni axiom A teorie T'.

Déle méjme libovolny model M’ teorie T”. Protoze M = M’ | L je dle pted-
pokladu modelem teorie T, je M = A. Potom také M’ = A (viz dikaz lemmatu
12.19).
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Dokézali jsme, Ze A je pravdiva v kazdém modelu teorie T, a proto T = A.
Z véty o Uplnosti potom méme T” + A. Teorie T” je tedy rozsifenim teorie T'.

(ii) Necht M je libovolny model teorie T' a jeho expanze M’ je modelem teorie
T’. Déale necht formule A jazyka L je vétou teorie T". Podle véty o korektnosti
a opét podle dikazu lemmatu 12.19 je potom

T"+A = TEeEA => MEeEA = MeA

coz plati pro libovolny model M teorie T, proto T = A. A tedy protoze T' je
rozsifenim teorie T, je to také konzervativni rozsireni. *

13.2 Véta o definici predikatového symbolu. Necht T je teorie s jazy-
kem L, rozsifeni L jazyka L vznikne pfiddnim nového n-arniho predikatového
symbolu p a rozsifeni T teorie T' vznikne pfidanim specidlniho axiomu

p(x1,...,2,) < D

kde D je formule jazyka L takova, ze x1,...,x, jsou pravé vSechny jeji volné
promeénné.

Potom teorie T” s jazykem L’ je konzervativnim rozsifenim teorie T. Navic
pro libovolnou formuli B’ jazyka L’ lze sestrojit formuli B jazyka L takovou,
zZe:

T'+B <« B

Diikaz. Napred dokézeme, Ze definovany symbol lze eliminovat. Necht B’ je
libovolna formule jazyka L' a D’ je takova varianta definujici formule D, Ze
z4dné proménna formule B’ neni vdzand v D’ (potom muzeme libovolny term
formule B’ substituovat do formule D). Z véty o variantdch mame:

T' v plar,. . w0) o D' (1)

Formule B vznikne z formule B’ naznadenym nahrazenim vsech vyskytt
definovaného predikatu p:

p(t1,. .. tn) — D ot ta]
Z véty o instancich a z (1) potom pro takové nahrazeni plati
T Fp(ty, ... tn) < Dy [t t]
a proto podle véty o ekvivalenci mame:

T'-B< B

Nyni ukéZeme konzervativnost popsaného rozsifeni teorie T' na T”. Dokazeme
pondkud silné&ji, Ze pro libovolnou formuli B’ jazyka L’ plati

T'-B' = T+B (2)
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kde formule B jazyka L vznikla z B’ eliminovanim definovaného predikatu.
Potom specialné je-li formule B’ pouze z jazyka L, jsou B a B’ totozné formule
a (2) mé tvar

T"-B = T+B
¢imz bude konzervativnost rozsifeni dokazana.

Necht (B1,...,B;,) je formélni dukaz 7" + B’ a kazda formule B; vznikne
z B! eliminaci definovaného predikatu. Indukei podle tohoto formalniho dikazu
dokazeme, ze kazda takova B; je vétou teorie T, a to specidlné pro i = m zna-
mena, ze T + B.

e B! je axiom predikdtové logiky kromé axiomu rovnosti pro definovany
predikat p. B; je potom axiomem stejného druhu.

e B! je axiom rovnosti pro definovany predikat p, tedy:

Yyi=21=> ... 2 Yn=2n > P(Y1,.. ., Yn) > 0(21,...,2n)

Potom B; je tvaru

Y1=21—>...>Yn=2n > Dzl,...,wn [yh cee ayn] g Dajl,‘..,wn [21, cee ,Zn]
a to je disledek 11.6 véty o rovnosti.

e Je-li B} odvozena odvozovacim pravidlem, je B; odvozena stejnym pravi-
dlem z odpovidajicich formuli.

e Je-li B specidlnim axiomem 7", pak je bud B = B; € T a neni co dokazo-
vat, nebo je to definujici axiom a B; je tvaru D’ <> D a to plyne z véty o
variantach.

¥

13.3 Véta o zavedeni funkéniho symbolu. Nechf T je teorie s jazykem
L a plati

T+ (3y)A 1)
kde formule (3y)A jazyka L mé vSechny volné proménné mezi x1, ..., x,. Déle
necht T" vznikne z T rozsifenim jazyka o novy n-arni funkéni symbol f a axiom

Aylf(@1,.. 20)] (2)

Potom T" je konzervativni rozsifeni teorie T

Diikaz. K dikazu budeme potfebovat jisty vysledek teorie mnozin:

e Mnozina M je dobre usporddand relaci <, mé-li kazda neprazdnd podmno-
%ina M’ mnoZiny M nejmensi prvek vzhledem k uspofadani <.

¢ Na kazdé mnoziné existuje relace dobrého usporadani.
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Teorie T’ je jisté rozsifenim T. Konzervativnost rozsifeni dokdZzeme tak, Ze
kazdy model M teorie T expandujeme do modelu M’ teorie T’ (viz lemma 13.1).

Necht je tedy M libovolny model T a < relace dobrého usporadani na universu
M. Déale méjme libovolné ohodnoceni e. Diky (1) a definici pravdivosti plati pro
néjaké individuum m € M:
M E Ale(y/m)]

Toto m zavisi na individuich my,...,m,, kde m; = e(x;). MnoZinu vSech
takovych m oznac¢me:

F(my,...,mp)={m| Mk Ale(y/m)]}

Jde o neprazdnou mnozinu individui a protoze usporadani < je dobré, ma vzhle-
dem k nému nejmensi prvek. Interpretaci fy; nového funkéniho symbolu potom
zvolime predpisem

fm(ma,...,my) =min (F(my,...,my,))

a takto vytvorime expanzi M’ modelu M. Novy model M’ je modelem teorie T”,
nebot novy axiom (2) je pii M’ pravdivy. ¥

13.4 Definice.

e Formule A je univerzdlni (existencni), je-li v prenexnim tvaru a vSechny
kvantifikdtory prefixu jsou univerzalni (existen¢ni).

e Dvé teorie T, .S se stejnym jazykem jsou ekvivalentni, jestlize maji stejné
véty. PiSeme T = S.

e Teorie T je oteviend, jestlize jsou vSechny jeji axiomy oteviené formule.
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