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Cviceni €. 7
Konvergence posloupnosti a fad funkeci I
A. Posloupnosti funkci.
Stejnomérnou konvergenci posloupnosti funkei vySetiujeme podle nésledujictho sché-
matu: nejprve najdeme bodovou limitu (je-li to mozné) a uréime oblast bodové

konvergence. Potom vySetfime stejnomérnou konvergenci pomoci nasledujici véty.

Vé&ta. (ekvivalentni charakterizace stejnomérné konvergence) Necht M C R je
neprazdnd mnoZzina a necht f, f,, n € N, jsou funkce definované na M. Pak plati

fu = fna M & lim sup{|f,(@) = f(@)}; v € M} =0,

Jestlize oblast stejnomérné konvergence nesplyva s oblasti bodové konvergence,
musime vySet¥it oblast lokdlné stejnomérné konvergence (najdeme “podezielé” body
a pokusime se dokdzat lokalné stejnomérnou konvergenci na jejich dopliku.

Priiklad 1. Vysetfete stejnomérnou konvergenci posloupnosti funkci

fulx) := Y1+ 2 na intervalu z € [0, c0).

Reseni. Bodovou limitou posloupnosti f,, je funkce f(z) := max {1, z}. VySetiime
stejnomérnou konvergenci. Jest

lim sup |fn(z) — f(z)] = lim max{ sup (V1+a2"—1), sup (\"/l—l—m”—x)}.

N0 2€[0,00) n—0o0 z€[0,1) x€(1,00)

Zatimco vyraz /14 x™ — 1 je ziejmé rostouci v x, vyraz /1 4+ x™ — = je naopak
klesajici v x, jak se 1ze piesvédcit odstranénim odmocnin. Tudiz

lim sup |fa.(z)— f(z)|= lim ¥2-1=0.

N30 2€[0,00) n—eo
Posloupnost f,, tedy konverguje k funkci f stejnomérné na [0, o).
Piiklad 2. Vysetfete stejnomérnou konvergenci posloupnosti funkei
fo(2) == 2™ — 2" na intervalu z € [0,1].
Reseni. Bodovou limitou posloupnosti f, je (identicky nulova) funkce f(z) = 0.
Pro kazdé pevné n € N nalezneme supremum funkce f,(x) na intervalu z € [0, 1].
Jest

fi(z) =na™ ' —2na®" "t = pa" "t (122771,
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takze

1

n—1
fo(z) =0 < =0 nebo xz= (§> .

1
Snadno se presvéd¢ime, ze bod x, := (%) =1 je bodem maxima funkce f,. Navic

i i 1 ﬁ 1 721l1 . 1 ﬁ 1 nnj 1
nlzf;ofn<xn>—7}ango[(5) ~(3) ]—Jz&(g) [1—@ 1-#07

a tedy f, # f na [0,1]. Protoze problematické body x,, spliiuji

lim x, =1,

n—oo

loc
je rozumné se domnivat, Ze f, = f na [0, 1). Vskutku, tomu je ekvivalentni tvrzeni,
ze fn, = f na intervalu [0, a] pro kazdé a € (0,1).

Zvolme tedy néjaké a. Pak existuje ng € N takové, ze z,, > a pro kazdé n > ny.
Pro kazdé takové n je pak tedy f; > 0 na celém intervalu [0, a], takze

sup fn(z) = fnla) = a™ —a® =a" (1 —a") — 0, n €N, n > nyg,

z€[0,a

a tedy, podle vy8e uvedené véty, f,, = f na intervalu [0, a].
loc
Zavér: f, — fnal0,1], f, & f na[0,1], ale f,, = f na [0,1).

Piiklady k procviceni. VySetiete bodovou, stejnomérnou a lokdlné stejnomérnou
konvergenci nasledujicich posloupnosti funkei na zadanych intervalech.

nx

(1) fn(m) = m, S [0, 1]

(2) fo(z) = 2™ — 2"+, x €10,1]
2nx

3) fa(z) = 1+ 22 z € [0, 00)

(4) fn(x) = 1_}_77 T e [0,00)

(5) fn(x) := arctg(nz), reR

(6) fn(z) := zarctg(nz), reR

) fu(x) := sin(z/n), x€R

8 fal@) =22, aeR

B. Rady funkci — Weierstrassovo kritérium.

Definice. Rekneme, Ze fada funkei >°°7 | f, kde f,, jsou definovdny na neprézdné
mnozind M C R, je bodové konvergentni na M (respektive stejnomérné konver-
gentni na M respektive lokdlné stejnomérné konvergentni na M, jestlize posloup-
nost funkef {>°}_, fr},en je bodové, respektive stejnomérné, respektive lokdlné
stejnomérné konvergentni na M.



3

Véta. (Weierstrassovo kritérium) Necht > ° | f, je fada funkei definovanych na
mnoziné M a necht pro

sn = sup {|fn(2)|, * € M}

plati
oo
Z Sp < 00.
n=1

Potom ) _° | f, konverguje stejnomérné na M.

Priklad 3. VysSetfete stejnomérnou konvergenci fady funkci

o) e—nT _ e—(n+1)w
Z - na intervalu z € R.
n=1 n7
Reseni. Jest
e—nw
f;l(x) = T (—’I’L + (n + 1)6_1) )
nTt

takze

fi(xz,) =0 o Zn = log

Dale plati

n+1\"" 1

Tudiz > 7, a, < oo, a tedy fada konverguje stejnomérné na R podle Weier-

strassova kritéria.

Piiklady k procviceni. Vysetiete bodovou, stejnomérnou a lokalné stejnomérnou
konvergenci nasledujicich fad funkci na zadanych intervalech.
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