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Cviceni €. 8
Stejnomérna konvergence posloupnosti a fad funkci IT
C. Abelovo a Dirichletovo kritérium a véty o zaméné sumy a derivace.

Také u stejnomérné konvergenci fady funkci nejprve najdeme bodovou limitu (je-li
to mozné) a urlime oblast bodové konvergence. Potom vySetfujeme stejnomérnou
nebo lokalné stejnomérnou konvergenci. Je-li fada konvergentni stejnomérné i ab-
solutné, obvykle staci pouzit Weierstrassova kritéria. Jestlize fada konverguje ste-
jnomérné, ale neabsolutné, je tfeba pouzit jinych kritérii, v naSem pripadé nejcastéji
Dirichletova a nebo Abelova.

Véta. (Abelovo kritérium) Necht > 7 | f, = na neprdzdné mnoziné M C R. Necht
{gn},—, je posloupnost funkei stejnomérné omezend na M. Necht je pro kazdé
pevné x € M posloupnost ¢isel {g, ()} -, monoténni vzhledem k n (neklesajici
nebo nerostouci). Pak

Z fngn = ma M.
n=1

Vé&ta. (Dirichletovo kritérium) Necht mé posloupnost f,, funcki definovanych na
neprézdné mnoziné M C R stejnomérné omezené édstecné soucty, tedy posloupnost

£}

je stejnomérné omezend na M. Necht {g, },—, je posloupnost funkeci definovanych
na M, spliujici
gn(x) =0, x € M.

Necht je pro kazdé pevné x € M posloupnost &isel {g,,(z)} -, monoténni vzhledem
k n (neklesajici nebo nerostouci). Pak

o0
Z fngn = mna M.
n=1

Casto je tloha formulovana tak, Ze je tfeba dale vySetfit spojitost limitni funkce
(funkce definované fadou) nebo vySetfit existenci jeji derivace v néjakém bodé& nebo
na néjakém intervalu, tuto derivaci spocitat, a nebo fadu pfimo secist. V takovych
pfipadech obvykle kombinujeme nékteré z vyse uvedenych kritérii s vétou o zaméné
sumy a derivace.

Véta. (o zdméné sumy a derivace) Necht > ;| fi je Fada funkei majicich vlastni
derivace na intervalu (a,b) a necht existuje tzv. “zachytny bod” zq € (a,b) takovy,
ze fada ¢isel "7, fr(zo) konverguje. Jestlize plati

o loc
> fi = na(a,b),
k=1

1



pak

ka 1;;3 na (a,b)

k=1

a pro z € (a,b) plati

(an>=2m@.
k=1 k=1

Véta. (ekvivalentni charakterizace stejnomérné konvergence) Necht M C R je
neprazdnd mnozina a necht f, f,, n € N, jsou funkce definované na M. Pak plati

fn= fna M < lim sup {|fn(z) - f(2)]; 2 € M} = 0.

Jestlize oblast stejnomérné konvergence nesplyva s oblasti bodové konvergence,
musime vySet¥it oblast lokdlné stejnomérné konvergence (najdeme “podezielé” body
a pokusime se dokdzat lokalné stejnomérnou konvergenci na jejich dopliku.

Piiklad 1. Necht funkce f je definovéna jako soucet fady
> . (10
f(z) = Z(—l) sin (F) .
n=1

Urdete defini¢éni obor funkce f, obor spojitosti a rozhodnéte, jestli existuje f(0).
Pokud ano, tuto derivaci spocitejte.

Regeni. Polozme

Fule) = (1" sin (15

n2

10z

) . ha(z) = (=1)",  gn(z) =sin <?> , z€R neN.

Potom mé posloupnost {h,},-, omezené ¢astecné soucty. Posloupnost {g,} -,

sice nespliiuje g, = 0 na R (protoze ke kazdému n € N lze najit € R takové, ze
loc

sin (19%) = 1), dokézeme ale, Ze splije alespoii g, =% 0 na R. Necht K € (0, 00).

Potom lze najit ng € N dostatecné veliké k tomu, aby pro vechna n € N, n > ng

a pro viechna z € [~ K, K] platilo 1% < Z. Odtud plyne, ze
10K 10K
sup |gn(z)| = sin (—2) <—5 —0,
z€[—K,K] n n

loc
a tedy g, = 0 na [ K, K], jinymi slovy g, = 0 na R. Podle Dirichletova kritéria
je tedy

loc

Z fn(z) =, z €R.
n=1

Podle dtsledku Mooreovy—Osgoodovy véty je funkce f spojitd na R. Déle jest

fr(x) = MCOSCOJJ), z €R,

n2 n2



a tedy

10
F1@)] < 13 0.

Podle Weierstrassova kritéria tedy
0 loc
Y. fi=f,  maR
n=1

Navic v ‘zédchytném’ bodé x( := 0 plati

> falwo) =0,
n=1

takze podle véty ozaméné sumy a derivace mame

loc

> fa=f  maR,
n=1

a navic
oo

f@)=3 fi@), wekR

n=1

Tedy specialné pro x = 0 jest

Fo) =3 no=10y S -5

2
n
n=1 6

Posledni rovnost lze ziskat napiiklad néasledujicim vypoctem:

= (1) =1 =1 1 1 2
Z n? :7ZF+2;(2n)2:(71+§)2ﬁ:77lr_2'

n=1 n=1

Priklad 2. Urlete defini¢ni obor funkce f a spoététe f’ viude, kde existuje.

o= 5 0l

n=1

Piiklad 3. Vysetiete, zda fada

S
arctg ]_—}—714;133

n=1

konverguje stejnomérné na R.

Priklad 4. VySetfete, zda fada
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konverguje stejnomérné na intervalu [—1,1]. Oznaéme soucet fady v bodé z jako
f(z). Spoctéte f(0).

Piiklad 5. Vysetiete, zda fada

oo

Z "t/ 2gin (in)
n=0 i
konverguje stejnomérné na intervalu [—10,10]. Pro z € [—10,10] definujme f(x)

jako soufet vySe uvedené ¥ady. Vypoditejte f’(0).

Priklad 6. Rozhodnéte, zda mé funkce

derivaci v bodé 0.

Ptiklad 7. Rozhodnéte, zda je funkce

> 24\ 1
= 1 1+— | = jité int lu [0, 1].
f(z) ;0g< +n>n spojita na intervalu [0, 1]

Priklad 8. Spocitejte

oo
lim > v
1m — -
z—00 14+ n222
n=1

Priklad 9. Seététe radu

Priklad 10. Sectéte fadu

o
an”fl, z € (-1,1).
n=1

Priklad 11. Sectéte fadu

x
-1 n—1
;( )
tam, kde je to mozné.
Priklad 12. Spoditejte
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Dalsi priklady k procviéeni. VySetfete bodovou, stejnomérnou, lokalné ste-
jnomérnou a absolutni konvergenci nasledujicich fad funkci na zadanych intervalech.

(13) 3 CD™ L 0,00),

— +n
2 (=D 14+ nx
(14) nz:; s  2€(0,2),
(15) sin(nz) ctgn, z €R,
= logn

(16) Z(—mw, re[—1,1].



