MAII, LETNI SEMESTR 2004-2005
Cviceni €. 6

Aplikace uréitého integralu

(i) Délka kiivky. Necht f € C([a,b]). Délka kiivky dané grafem funkce f na

intervalu [a, 0] je €islo
b
L) = [ Vi+ @)

Zobecnéni pro parametricky zadané kfivky v R™. Necht ¢ : [a,b] — R", ¢ €
C'([a, b]). Délka kiivky dané parametrizaci p(t) je &islo

L(p) := /ab \/@%(w) +¢3(x) - + ¢h(2) dr.

Polarni soutadnice. Specidlnim piipadem parametrického zadani kiivek jsou tzv.
polarni soufadnice v R2:

x=rcost, y=rsint, r €[0,00), t € [0,2m).
Potom plati

r=z>+4y% z,y €R, atgtzg, x # 0.
x

Délka krivky zadané poldrnimi soutadnicemi. Dokazte si jako cviCeni, Ze je-li kifivka
zadand polarni rovnici

r= f(t), kde t € [o, 5] a f je néjakd nezdpornd funkce na [a, f],

pak je jeji délka rovna ¢islu

B
L:/ r2(t) + (r'(t)) dt.

Piiklad 1. Spoctéte obvod kruznice kruznice zadané obecnou rovnici

2 a>0.

2 + y2 =a
Pak spoctéte obvod téze kruznice pouzitim jeji polarni rovnice
r=a.

Uskali 1. Pozor na eliptické integraly! Pokuste se stejné jako v piedchozim
prikladu spoditat obvod elipsy zadané rovnicemi

(B 4 () =1 a0
1



respektive jeji polarni rovnici

ed

r=-——-
1—ecost’

kde e je excentricita elipsy a x = d je jeji fidici pfimka. Pro¢ nejde obvod piesné
spocitat?

Piiklad 2. Spoctéte obsah plochy v R? vymezené kiivkami

1 1 Wz
N

t € [0, 27].

(ii) Obsah plochy seviené poldrni kiivkou. Je-li kiivka zadand polarni rovnici
r= f(t), kde t € [a, 5] a f je néjakd nezdpornd funkce na [«, 3],

pak je plocha ohraniend grafem kfivky a polarnimi “paprsky” ¢ = a, t = (8 rovna

¢islu 5
t

A:/ T 4
o 2

Priklad 3. Vypoctéte obsah plochy, kterd se nachdzi uvniti kruhu r(t) = 3sint a
zaroven vné kardioidy r(t) = 1 + sint.

ResSeni. Nejprve spoéitdme hodnotu parametru ¢, pro kterou se obé hraniéni kiivky
protnou. Vyjdou ndm hodnoty ¢t = g at = %“. Pak jiz muZeme spocitat obsah po-
dle vzorce, pfi¢emz vyuzijeme symetrie zadané plochy podle svislé osy odpovidajici
paprsku t = 3.

A=2

1 /2 1 /2 .
5/ 951n2tdt75/ (1+Slnt)2 dt] = ... =1

s
6 6

Uskali 2. Pozor pfi hledani pruseéikti na nejednoznaéné zadané body!
V polérnich soufadnicich nejsou body v R? zaddny jednozna¢né. Tento fakt mtize
velice zkomplikovat hledani priaseéikit dvou kfivek. Napiiklad v predchézejicim
pfikladé maji obé kiivky jesté t¥eti prusecik (nakreslete si obrézek!), a to pocétek.
Ten vSak nemd zaddnou polérni reprezentaci, kterd by vyhovovala obéma rovnicim.

(iii) Objem a povrch rotacniho télesa. Necht f € C([a,b]), f > 0. Necht

T= {[%y,z] ER3 V2422 < f(z), x € [a,b]}.

Pak objem télesa T je ¢islo

b
V(T) = 77/ ()] da.



Je-li navic f’ spojitd na [a,b], pak povrch plasté télesa T je &islo

b
S(T) := 27r/ F@/ 1+ (f(x))” da.

Priklad 4. Vypoctéte objem télesa vzniklého rotaci plochy seviené zadanymi

kiivkami okolo zadané pfimky:

y=ux, y=a1a% okolo pfimky z = —1.

Reseni. Objem vypocitdme podle vzorce

V= /jA@) day,

kde A(y) je obsah fezu t&lesem ve vysce y a a, (5 jsou hodnoty x, pro které se obé
hraniéni kfivky protnou. Tedy mame

a=0, 6=0.
Plochu fezu pro pevné y € [0,1] stanovime podle vzorce
A(y) = 7 (vn&jsi polomér)” —  (vnitini polomér)®
tedy v nasem pripadé
Aly) =7 (1+ V)" =7 (L+y)”.

Celkem tedy méame

V=7r/01 [(1+\/§)2—ﬂ(1+y)2} dy=---=

bl

Piiklad 5. Spoctéte objem a povrch kuZele vzniklého rotaci grafu funkce
f@ =55 zefodl,
kolem osy .

Piiklad 6. Spoctéte objem a povrch “nekonecéného trychtyie” vzniklého rotaci
grafu funkce

1
Y=, T e [1700],
x
kolem osy .

P¥iklad 7. Oblouk paraboly y = 22 mezi body [1,1] a [2,4] rotuje kolem osy y.
Spoctéte obsah vzniklé plochy.
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Reseni. Podle vzorce pro povrch rotaéniho télesa (upraveného pro rotaci kolem

osy y) mame
2 [ 2
S=/27rx 1+<@> dx
1 dx

2
:/ 2rx/1 4+ 422 dx

1

.--:%(1Nﬁ—5\/5).

(iv) Integrdlni kritérium konvergence fad. Necht f je nezdporné, rostouci a spojitd
funkce na intervalu [ng, co) pro néjaké ng € N. Polozme a,, := f(n), n € N, n > ny.
Potom

/ f@)dr < oo & Z a,, konverguje.
ng

n=1

Priklad 8. VySetfete konvergenci fady (v zévislosti na parametru a € R)

- 1
;::2 n(logn)®’

(v) Séitdni nekonecéngch Tad.

Piiklad 9. Spocitejte

lim s,,
n—oo
kde
1 + 2 n n—1
Sp = — + —
" n?2  n? n?
ResSeni. Protoze
n—1
1 7
Sp = — -
n n
i=1

mame

Piiklady k procviéeni.



(i) Vypoctéte délku nasledujicich kiivek v R2:

2
y~ logy
=3 T Ty I<y<eg
1 32
x® 1 1261
= — 4+ — 1 <x<2; —_—
V=% Tios T STES {240]
, 1 , 1
y:xfglog(x),lgxga,a>1; a+§loga71

y=logz, 1<z < \/3;
z¥ +y3 =a? (astroida);

(ii) Vypoététe délku kfivek zadanych v polarnich soufadnicich v R? nésledujicimi
rovnicemi:

1
r=—, 7w<t<2m;
t

t
r= sin3(§), 0<t<m;

r =14 cost (kardioida).
(iii) Vypoctéte obsah plochy seviené nasledujicimi kfivkami:

y' =2z, 2’ +y* = 8
y=2% s+y=2
ax =y°, ay = 2%

a3

2 V=0

y:

. ™
y=sinz, y=¢", x =0, T =5

1 1
y=—,y=—7, =2
X X

y=lz|, y =2 -2
(iv) Naértnéte grafy kiivek zadanych v polarnich soufadnicich v R? nésledujicimi
rovnicemi a vypoctéte obsah plochy jimi seviené:
r = sin(2t);
r? = 4cos(2t);

r =3 (14 cos(t));
r = 2cos(3t);

1
r=2cost — cost (strofoida).
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(v) Vypodctéte obsah plochy leZici uvniti prvni polarni kfivky a vné druhé polarni
kiivky:
r=4sint, r=2;
r=1-—sint, r=1;
r? =8cos(2t), r=2;
r=14cost, r=3cost.
(vi) Vypoététe obsah plochy lezici uvniti obou poldrnich k¥ivek:
r=sint, r = cost;
r =sin(2t), r = cos(2t);
r=3+2sint, r=2;
r? = 2sin(2t), r = 1.

(vil) Vypoctéte objem télesa vzniklého rotaci plochy seviené zadanymi kfivkami
okolo zadané primky:

y=2a2 =1, y=0, okoloosy z;
y=¢€*, =0, y=0, z=1, okolo osy z;
y=22, 0<x<2 y=4, =0 okoloosy y;
y==a, y=+x, okolopiimkyy=1;
(viii) Vypoctéte povrch plochy vzniklé rotaci zadané kiivky okolo zadané piimky:
y=¢e®, 0<x <1 okoloosy z; {7‘(‘ {e\/l-i-—eQ+log <e+ 1+e2) —V2—log <\/§+ 1)”
y=a3, 0< <2, okoloosy ;
y= \/m, —1<xz <1, okoloosy z; [87]
y= ¥z, 1<y<2 okoloosy y; {217 (145\/% — 10@)}

r=+va2—y2, 0<y< g, a >0 okolo osy y. [7a®]

(ix) Vysetfete konvergenci nasledujicich fad pomoci integralniho kritéria:

(oo}

Z n® a€R;

n=1
oo

Z ne ";

n=1
oo

Z ne™™" ;

n=1

- 1
, PER;
22 nlognlog(logn)p b

(oo}
Zn(l—l—nz)q, q € R;

n=

> 14+n\?2
> (i)

—-
leo

3
—



(x) Spocitejte

kde

lim s,,
n—oo

n n n ™
Sn =

PR AL Ry, DR 1

Sn = % (sin (%) +sin (%) 4o sin (- 1%)) ;

1
n , > 0, —_—
s np+1 p |:p+ 1:|




