/ 3 Vzdalenost a metrika v grafech \

V minulé lekci jsme mluvili o souvislosti grafu, tj. o moznosti prochazeni z jednoho vrcholu do
jiného. Nékdy je prostd informace o souvislosti dostadujici, ale vétsSinou bychom radi védéli i
jak je to z jednoho vrcholu do druhého daleko.
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V jednodussim pripadé se pri zjistovani grafové vzdélenosti divime jen na minimalni pocet
proslych hran z vrcholu do vrcholu.

V obecném pripadé vsak pfi urcovani vzdalenosti bereme do vahy délky jednotlivych hran
podél cesty (tyto délky musi byt nezdporné!).

Strucny prehled lekce

e Vzdalenost v grafech a jeji vlastnosti.

e Vypocet metriky grafu matici.

e Dijkstriv algoritmus pro nejkratsi (ohodnocenou) cestu v grafu.
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/3.1 Vzdalenost v grafu \

Vzpomernime si, ze sledem délky n v grafu GG rozumime posloupnost vrchol a hran
V0, €1, V1, €2, V2, . - ., €n, Un, V& které hrana e; ma koncové vrcholy v;_1, v;.

Definice 3.1. Vzdalenost d¢(u,v) dvou vrcholi u,v v grafu G
je dana délkou nejkratsiho sledu mezi v a v v G.
Pokud sled mezi u, v neexistuje, je vzdélenost d¢(u,v) = cc.

Neformalné receno, vzdalenost mezi u, v je rovna nejmensimu poctu hran, které musime projit,
pokud se chceme dostat z u do v. Specidlné dg(u,u) = 0.

Uvédomme si, Ze nejkratsi sled je vzdy cestou (vrcholy se neopakuji) — Véta 2.2.
Poznamka: V neorientovaném grafu je vzdélenost symetrickd dg(u,v) = da (v, u).
Lema 3.2. Vzdidlenost v grafech spliiuje trojihelnikovou nerovnost:
Vu,v,w € V(G) : da(u,v) +da(v,w) > da(u,w) .
Dukaz. Nerovnost snadno plyne ze zfejmého pozorovani, ze na sled délky dg(u,v)

mezi u, v |ze navazat sled délky d¢ (v, w) mezi v, w, &imZ vznikne sled délky dg (u, v) +
de(v,w) mezi u, w. Skute€nd vzdalenost mezi u,w pak uz maze byt jen mensi. O
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/Zji§téni vzdalenosti \

Véta 3.3. Necht u,v,w jsou vrcholy souvislého grafu G takové, Ze dg(u,v) <
de(u,w). Pak pri algoritmu prochdzeni grafu G do sitky z vrcholu u je vrchol v nalezen
drive nez vrchol w.

Dukaz. Postupujeme indukci podle vzdélenosti d¢(u,v): Pro dg(u,v) =0, tj. u = v
je tvrzeni jasné — vrchol u jako pocatek prohledavani byl nalezen prvni. Proto necht
da(u,v) = d > 0 a oznaéme v’ souseda vrcholu v blizsiho k u, tedy dg(u,v') = d—1.
Stejné tak znalme w’ souseda vrcholu w blizsiho k u, tedy dg(u,w') > dg(u,v’).
Potom byl vrchol v’ nalezen v prohleddvéni do $itky dfive neZ vrchol w’ podle indukéniho
predpokladu. To znamend, Ze v’ se dostal do fronty Gschovny dfive nez w’, a tudiz

sousedé v’ (mezi nima v) budou pfi prohledavéni nalezeni d¥ive nez sousedé w'. = O

Disledek 3.4. Zikladni algoritmus prochdzeni grafu do Sitky Ize pouZit pro vypocet
vzdalenosti z vrcholu u:

Toto je pomérné jednoduchd aplikace, kdy pocateénimu vrcholu prifadime vzdalenost 0,
a pak vzdy kazdému dalSimu nalezenému vrcholu prifadime vzdalenost o 1 vétsi nez
byla vzdalenost vrcholu, ze kterého jsme jej nalezli.

My si ale dale ukazeme obecnéjsi Dijkstriv algoritmus, ktery pocita nejkratsi vzdalenost pfi
libovolné kladné ohodnocenych délkach hran.
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/Daléi pojmy a fakta
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[ ]

Definice. Méjme graf G. Definujeme (vzhledem k G) nésledujici pojmy a znalent:

e Excentricita vrcholu exc(v) je nejdel$i vzdélenost z v do jiného vrcholu grafu;
exc(v) = max,ev(q) da(v, ).

rad(G) grafu G je nejmensi excentricita jeho vrchold.

rovna rad(G).

k choly W.

e Primér diam(G) grafu G je nejvétsi excentricita jeho vrcholl, naopak polomér
e Centrem grafu je mnozina vrcholi U C V(G) takovych, jejichz excentricita je

e Steinerova vzddlenost mezi vrcholy libovolné podmnoziny W C V(G) je rovna
minimalnimu poctu hran souvislého podgrafu v G obsahujiciho vSechny wvr-
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/Jedna zajimavost \

Pro zajimavost (a zvidavé studenty) si uvedme nasledujici vlastnost grafti. (Nebude
treba ke zkousce.)

Definice: Graf je vzddlenostné dédicny (distance-hereditary), pokud vzdalenost kazdé
dvojice jeho vrcholl u, v je stejna ve vsech indukovanych souvislych podgrafech obsa-
hujicich u, v.

Fakt. Grafy bez kruznic jsou vzdélenostné dédi¢né.
Fakt. Nasledujici konstrukce vytvari vzddlenostné dédi¢né grafy:

— Zac¢néme z jediného vrcholu.

— Méjme dva grafy G, G ziskané touto konstrukci (rekurzivné). Vytvotime jejich
disjunktni sjednoceni G1 U Gs.

— Méjme dva grafy Gy, G ziskané touto konstrukei (rekurzivné). Vytvo¥ime jejich
disjunktni sjednoceni G UG5 a pfiddme viechny hrany mezi V(G1) a V(Gs).

(Najdéte vzdalenostné dédi¢ny graf, ktery nelze takto sestrojit. .. )

Véta 3.5. Graf G je vzddlenostné dédi¢ny pravé kdyz kazda kruznice délky alespori 5
md v G dvé , zkrizené" tétivy.
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/3.2 Vypocet metriky \

Definice: Metrikou grafu myslime soubor vzdalenosti mezi vSemi dvojicemi vrcholl
grafu. Jinak feceno, metrikou grafu G je matice (dvourozmérné pole) d[,], ve kterém
prvek d[i,j] udava vzdalenost mezi vrcholy i a j.

Metoda 3.6. Iterativni vypocet metriky skladanim cest

e Na pocatku necht d[i,j] udava 1 (pfipadné délku hrany {i,j}), nebo oo pokud
hrana mezi i, j neni.

e Po kazdém kroku ¢t > 0 necht d[i, j] udava délku nejkratsi cesty mezi i, j, ktera
jde pouze pres vnitfni vrcholy z mnoziny {0,1,2,...,t —1}.

e P¥i prechodu z t na nasledujici krok ¢ + 1 upravujeme vzdalenost pro kazdou
dvojici vrcholll — jsou vzdy pouhé dvé moznosti:

— Bud je cesta délky d[i,j] z pFedchoziho kroku stéle nejlepsi (tj. nové
povoleny vrchol ¢ ndm nepomuZe),

— nebo cestu vylep$ime spojenim pres nové povoleny vrchol ¢, ¢imz ziskame
mensi vzdélenost d[i,t]+d[t,j].
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/Poznémka: V praktické implementaci pro symbol oo pouzijeme velkou konstantu, tfeba
MAX_INT/2.

Algoritmus 3.7. Vypocet metriky grafu
vstup: matice sousednosti G[1[] grafu na N vrcholech,
kde G[i,j1=1 pro hranu mezii,j a G[i,j]1=0 jinak;

for (i=0; i<N; i++) for (j=0; j<N; j++)
dli,jl = (i==j70: (G[i,3j1? 1: MAX_INT/2));
for (t=0; t<N; t++) {
for (i=0; i<N; i++) for (j=0; j<N; j++)
dli,j] = min(d[i,j], dli,tl+d[t,j1);

Poznamka: Algoritmus 3.7 je implementaéné velmi jednoduchy a provede zhruba N3 kroki
pro vypocet celé metriky.

Jeho jedinou (ale velkou) nevyhodou je, Ze vzdalenosti mezi véemi dvojicemi vrchold je tfeba
pocitat najednou. V praktickych situacich vsak obvykle pozadujeme zjisténi vzdalenosti mezi
jedinou dvojici vrcholt, a pak cely zbytek vypoctu je k nicemu. ..

Véta 3.8. Algoritmus 3.7 v poli d[1i,j] sprdvné vypocte vzddlenost mezi vrcholy i, j.
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/3.3 Vazena (ohodnocena) vzdalenost \

Definice 3.9. Vazeny graf je graf G
spolu s ohodnocenim w hran redlnymi ¢isly w : E(G) — R.
Kladné vazeny graf G,w je takovy, ze w(e) > 0 pro vSechny hrany e.

Definice: Mé&jme (kladné) vazeny graf G, w. Délkou vazeného sledu S = wvg,eq,v1,-
€2,0V2, ..., €n, Uy VG myslime soucet

dé(S) = w(er) + w(ea) + ... +wley).
Viazenou vzdalenosti v G, w mezi dvéma vrcholy u, v pak myslime

dé(u,v) = min{d&(S) : S je sled s konci u, v} .

Lema 3.10. ViZend vzdilenost v kladné vazenych grafech také spliiuje trojihelnikovou
nerovnost.




/ Podivejme se na nasledujici graf vlevo. (Cisla u hran udavaji jejich vahy, hrany bez\
Cisel maji vahu 1.) Véazena vzdélenost mezi vrcholy a, ¢ je 3, mezi b, ¢ také 3. Jaka je
vzdalenost mezi vrcholy a,b? Ne, neni to 6, ale najdeme kratsi cestu délky 5.

V druhém prikladé vpravo je uvedena i hrana se zapornou vahou —4. Nejkratsi cesta
mezi vrcholy x,y tak ma délku —2, ale pokud vezmeme sled, ktery hranu vahy —4
vicekrat zopakuje, dostaneme se na libovolné nizkou zapornou délku. To je samozrejmé

nesmysiné, a proto se takovému problému radsi vyhybame zdkazem zapornych vah
hran.
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/3.4 Hledani nejkratsi cesty \

Pro nalezeni nejkrat$i (vaZené) cesty mezi dvéma vrcholy kladné vaZeného grafu se
pouziva znamy tzv. Dijkstriv algoritmus.

Poznamka: Dijkstrav algoritmus je sice slozitéjsi nez Algoritmus 3.7, ale na druhou stranu
je vyrazné rychlejsi, pokud nas zajima jen nejkratsi vzdalenost z jednoho vrcholu misto vSech
dvojic vrchold.

Zrovna tento algoritmus se napriklad pouziva pri vyhledavani vlakovych ¢i autobusovych spo-
jeni. Pravdépodobné se i vy nékdy dostanete do situace, kdy budete nejkratsi cestu hledat,
proto si tento algoritmus zapamatujte.

Dijkstruv algoritmus

e Je variantou prochézeni grafu (skoro jako do 8itky), kdy pro kazdy nalezeny
vrchol je$té mame proménnou udavajici vzdélenost — délku nejkratsiho sledu (od
pocatku), kterym jsme se do tohoto vrcholu zatim dostali.

e Z Gschovny nalezenych vrcholt vzdy vybirdme vrchol s nejmensi vzdalenosti (mezi
uschovanymi vrcholy) — do takového vrcholu se uz Iépe dostat nemizeme, protoze
vSechny jiné cesty by byly dle vybéru delsi.

e Na konci zpracovani tyto proménné vzdalenosti uddvaji spravné nejkratsi vzdale-
nosti z poc¢ateéniho vrcholu do ostatnich.
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/Algoritmus 3.11. Dijkstrav pro nejkratsi cestu v grafu
Tento algoritmus nalezne nejkratsi cestu mezi vrcholy u a v kladné vazeného grafu G.
vstup: graf na N vrcholech dany seznamem sousedii sous[] [] a del[][],
kde sous[i] [0],...,sous[i] [st[i]-1] jsou sousedé€ vrcholu i stupné st[i]
a hrana z i do sous[i] [k] ma délku del[i] [k]>0;
vstup: u,v, kde hleddme cestu zu do v;

// stav[i] udadva zpracovanost vrcholu, vzdal[i] zatim nalezenou vzdalenost
for (i=0; i<=N; i++) { vzdall[il = MAX_INT; stav[i] = 0; }
vzdal[u] = 0;
while (stav[v]==0) {
for (i=0, j=N; i<N; i++)
if (stav[i]==0 && vzdall[il<vzdall[jl) j = i;
// zde jsme nasli nejblizsi nezpracovany vrchol j, ten ted zpracujeme
if (vzdal[j]==MAX_INT) return NENI CESTA;
stav[j] = 1;
for (k=0; k<st[j]; k++)
if (vzdall[jl+dell[j] [kl<vzdallsous[j][k1]1) {
prilsous[j][k]] = j;
vzdal [sous[j] [k]] = vzdal[jl+dell[j] [k];
}
}

kvystup ? Cesta délky vzdal[v], uloZend pozpatku v poli pril[]’

-
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/Poznémka: Uvédomme si, ze pokud nechame tento algoritmus probéhnout az do zpracovani
vSech vrcholii, ziskdme ve vzdal[i] nejkratsi vzdalenosti z pocateéniho vrcholu do vSech
ostatnich vrchold.

Vsimnéme si déle, ze Algoritmus 3.11 poditd stejné dobre nejkratsi cestu i v orientovaném
grafu.

Ptiklad 3.12. Ukazka béhu Dijkstrova Algoritmu 3.11 pro nalezeni nejkratsi cesty mezi vrcholy
w,v v nasledujicim grafu.

00 1 v
S
// v~ // \\ 9
2 / \ /><\ N
s ~ \
/ \\ // 2 T~ N\
g 5 ¢ o=
X S » o0
~ s s
I S~ s \ !
| o~ P
1 / + / 1
L 3\ \\</ |
\// \ // ~ |
\ S
0 & V5 » 00
\ an s
AN Ve 7/
\\ y \\ //
2 2
N0 v
-« - ¥
U 1 00







/Dﬁkaz spravnosti Algoritmu 3.11 pomoci indukce. \
Kli¢ovym faktem k dikazu spravnosti algoritmu je to, ze v kazdé iteraci (pocinaje
stavem po prvnim prichodu cyklem while() ) proménnd vzdal[i] udavd nejkratsi
vzdalenost z vrcholu u do vrcholu i pfi cesté pouze po vnitfnich vrcholech z, jejichz
stav[x]==1 (po zpracovanych vrcholech). = Stru¢né matematickou indukci:

e V prvnim kroku algoritmu je jako vrchol ke zpracovani vybran prvni j=u a potom
jsou jeho sousediim upraveny vzdalenosti od u podle délek hran z u.

e V kazdém dalSim kroku je vybran jako vrchol j ke zpracovani ten, ktery ma ze
vSech nezpracovanych vrcholi nejkratsi nalezenou vzdalenost od pocatku u. To
ale znamend, ze Zadna kratsi cesta uz do j nevede, nebot kazdd ,oklika" pres
jiné nezpracované vrcholy musi byt del$i dle vybéru j. (V tomto bodé& potre-
bujeme nezdpornost ohodnoceni del[][].) Naopak miZeme podle délek hran
vychdazejicich z j ,vylepsit" cesty do jeho sousedd.

Zavérem zbyva ovéfit, ze nalezend nejkratsi cesta z u do v je pozpatku uloZend v poli
prill, tj. pfedposledni vrchol pfed v je pril[v], pfedtim prilprilvl], atd... O

Fakt: Celkovy pocet krokl potrebny v Algoritmu 3.11 k nalezeni nejkratsi cesty z u do

v je zhruba N2, kde N je pocet vrcholt grafu.

Na druhou stranu, pfi lepsi implementaci Gschovny nezpracovanych vrchold (tfeba hal-

dou s nalezenou vzdalenosti jako kli¢em) lze dosdhnout i mnohem rychlejsiho béhu
ktohoto algoritmu na fidkych grafech — ¢asu zhruba imérného poctu hran grafu. /




