/ 9 Kratce o prunikovych grafech \

Od této lekce teorie grafii se zaméfime lehce na nékolik vybranych partii teorie grafi blizkych
autorovu srdci. . .

Nasim prvnim vybérem jsou priinikové grafy, coz jsou grafy, jejichz vrcholy jsou jisté mnoziny
a hrany spojuji pronikajici se dvojice. Pochopitelné hlavni motivaci studia téchto grafti je jejich
geometricka nazornost a aplikovatelnost v redlnych situacich.

Strucny prehled lekce

Co jsou prinikové grafy, priklad intervalovych grafi.

Chordalni grafy a jejich vlastnosti.

Nékteré dalsi tridy prinikovych grafi.

Reprezentace graft krivkami a Gseckami.
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KQ.I Intervalové a chordalni grafy

Definice 9.1. Pranikovym grafem mnozinového systému M
nazveme graf Iy( na vrch. V = M s mnozinou hran E = {A,B € M : AN B # 0}.

Intervalové grafy

Podivejme se na priinikové grafy interval na pfimce — intervalové grafy (zkratka INT).
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Fakt: Kazda kruznice délky vétsi nez tfi v intervalovém grafu ma chordu.
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e Intervalové grafy Ize popsat nasledujicicmi zakdazanymi indukovanymi podgrafy:

=1 B, B

Lyinz 2

e Graf je intervalovy, pravé kdyz neobsahuje indukovanou Cy a jeho doplnék ma
tranzitivni orientaci.

e Jednotkové intervalové grafy jsou ty majici intervalovou reprezentaci se vsemi
intervaly délky 1. Jsou to pravé ty intervalové grafy bez indukovaného K 3.

N\

J




/Chordélni grafy \

Definice: Graf G je chorddini pokud neobsahuje indukovanou kruznici deli nez tfi.

Véta 9.2. Kazdy chordalni graf G obsahuje simplicidlni vrchol, tj. vrchol s takovy, Ze
vsichni sousedé s tvofi kliku v G.

Dukaz: Dokazujeme posloupnost t¥i snadnych tvrzeni o chordalnim grafu G.

Rekneme, 7e graf H je bisimplicidlni, pokud H je Gplny nebo H obsahuje dva nespojené
simplicidlni vrcholy.




. Pro kazdou kruznici C' a hranu e v G existuje hrana f takovd, ze C'\ {e} U {f}\

obsahuje trojthelnik.

Necht uv je hranou G a sousedé v tvo¥i (indukuji) bisimplicidlni podgraf. Pokud
v je simplicidlni mezi sousedy u, ale ne v celém G, pak existuje vrchol w spojeny
s v a nespojeny s u takovy, ze w je simplicidlni mezi sousedy v.

Pokud G neni bisimplicidlni, ale sousedé kazdého jeho vrcholu indukuji bisimpli-
cidlni podgraf, pak G obsahuje kruznici C' odporujici bodu 1.

Tudiz G je bisimplicialni.




/PFimym disledkem Véty 9.2 je existence simplicidalni dekompozice libovolného chordél—\
niho grafu; jedna se o sefazeni jeho vrcholil do posloupnosti vy, vs, . . ., v, tak, ze kazdé
v, © = 2,...,n, je simplicidlni v podgrafu indukovaném na vy,...,v;_1.

Fakt: Simplicialni dekompozici Ize vyuzit k efektivnimu rozpoznavani intervalovych i
chordalnich grafi.

Véta 9.3. Graf G je chorddini pravé kdyz G je priinikovym grafem podstromi ve
vhodném stromé.

Dukaz (niznak): Povedeme indukci podle poctu vrcholti G. Baze pro jeden vrchol
je zfejma. Navic zfejmé kazdy prinikovy graf podstromil v néjakém stromé musi byt
chordalni.

Jinak necht v je simplicidlni vrchol chordéalniho grafu G. Indukci sestrojime priinikovou
reprezentaci také chordalniho grafu G — v. Pak sousedé v tvori kliku, tudiz v priinikové
reprezentaci grafu G — v se v nékterém uzlu stromu vSichni prekryvaji. Na tomto misté
priddme novy list stromu, ktery bude reprezentovat v a bude prekryt reprezentanty
sousedll v. O
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/9.2 T¥idy pranikovych grafi \

Zde si uvedeme jen stru¢ny neformdlni prehled nékterych typt pranikovych graft, které
jsou bézné studovany.

e Hranovy graf je prinikovym grafem hran v bézném grafu.
e Kruhové-intervalové grafy (CA) jsou priinikovymi grafy intervall na kruZnici.
e Kruznicové grafy (CIR) jsou prinikovymi grafy tétiv v kruznici.

e Diskové grafy (DISC) jsou prinikovymi grafy kruh( v roviné. Lze uvaZovat také
jen jednotkové kruhy (unit-DISC).

e Kvddrové grafy (BOX) jsou prinikovymi grafy kvadrii ve dvou, tfech & vice
dimenzich, se sténami rovnobéznymi se souradnicemi.

e Dotykoveé ... grafy jsou variantou prinikovych grafii geometrickych objektd, ve
které se pozaduje, aby vnitrky objektl byly po dvou disjunktni.

Véta 9.4. Graf je rovinny pravé kdyz je dotykovym grafem kruhi v roviné.

e Jiné, tzv. viditelnostni grafy nejsou definovany priniky objektd, ale jejich vza-
jemnou viditelnosti v geometrickém svété.
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/9.3 Pranikové grafy kfivek a Gsecek \
Definice: Nitovymi grafy nazveme priinikové grafy (obycejnych) kfivek v roviné.
Tvrzeni 9.5. Kazdy rovinny graf je nitovy.

Tvrzeni 9.6. Existuji grafy, které jsou nitové, ale kazdd jejich takovd reprezentace
obsahuje dvojici krivek majicich exponencidlné mnoho vzdjemnych prasecika.

Co se tyce algoritmické slozitosti, je poznani nitovych grafti velmi algoritmicky naro¢né.
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neZ jeho téZkost, [Kratochvil / Pelsmajer, Schaeffer, gtefankovié].

Véta 9.7. Problém rozpoznat, zda dany graf je nitovy, je N'P-aplny.

Velmi podobné je definovana tfida dseckovych grafi, coz jsou prinikové grafy (se-
&ek v roving. Opét je dokdzéno, Ze jejich rozpoznivani je N'P-t&zké [Kratochvil], ale

pFisludnost problému do tfidy NP zlstdva oteviend kviili nasledujicimu.

Tvrzeni 9.8. Existuji grafy, které jsou dseckové, ale kazdd jejich takovd reprezentace
obsahuje tsecku, k zapisu jejiz souradnic je tfeba exponencidlné mnoho bitd.

Hypotéza 9.9. Je kazdy rovinny graf seckovym grafem?
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»Zapalkové" grafy \

Vyse jsem zminili obecny pojem geometrickych dotykovych grafi, nyni se z tohoto Ghlu
pohledu podivime na dotykové grafy tisecek v roviné:

Timto pojmem nazyvame ty prinikové grafy Gsecek v roviné, u nichz je dodatecnou
podminkou, Ze Zadné dvé Gsecky se neprotinaji ve svych vnitfnich bodech.

(Jakoby ,,zapalkové" reprezentace v roviné.)

Véta 9.10. Graf je dotykovym grafem disjunktnich horizontdlnich a disjunktnich ver-
tikalnich dsecek, pravé kdyz se jednd o rovinny bipartitni graf.

Opét se jedna o vypocletné obtiznou tfidu grafd [PH].

Véta 9.11. Problém rozpoznat dotykovy graf iiseCek je N'P-dplny.

U ,,zépalkovych” grafti je mozno dale zkoumat nékolik dodate¢nych omezeni.

Luk

— Povolime ,,oboustranné” dotyky Gsecek, nebo jen jednostranné?
— Kolika tse¢kam dovolime dotyk v jednom bodé? — k-dotykové grafy

— Co kdyz zobecnime Gsecky na obycejné k¥ivky v roviné?

D4 se ukazat, ze tfidy dotykovych grafii popsané predchozimi body jsou riizné a obtiz-
knost jejich rozpoznani zistava, az na trividlni pripady. .. /




