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1 Asymptoticka notace
Porovnavani algoritmu

e Casova slozitost

e prostorova slozitost

Zavisi na velikosti vstupnich dat.

Odstranéni zavislosti na konkrétnich datech
e v nejhorsim pripadé
e v prumérném piipadé (vzhledem k rozloZeni)

e v nejlepsim pripadé
Meéreni velikosti vstupnich dat Obvykle pocet biti nutnych k napsani dat.

Priklad Vstupem je posloupnost ay,as,...a, € N, velikost dat D v binarnim
zapisu je Z [logaai].

1.1 Casova sloZitost algoritmu

Funkce f : N — N takova, ze f(|D|) udavd pocet krokii algoritmu, ktery je
spustén na datech D.

Co je krok algoritmu?

teoreticky operace daného abstraktniho stroje (Turingtiv stroj, stroj RAM)
prakticky (zjednoduSené) operace proveditelné v konstantnim Case

pro nas aritmetické operace (4, X, =+, ...), porovnavani 2 ¢isel (hodnot), pfi-

fazeni pro jednoduché typy

1.2 Asymptoticka slozitost

Zkouma chovani algoritmu na velkych datech. Zatazuje algoritmy do kategorii.
Zanedbani multiplikativni a aditivni konstanty.



Znacdeni

f(n) je asymptoticky mensi nebo rovno nez g(n)
f(n)je O(g(n)) & 3Je>03Ing Vn>ne:0< f(n) <c-gn)
e f(n) je asymptoticky vétsi nebo nebo rovno nez g(n)
fn)jeQgn) < Ic>03IngV¥n>n9:0<c-g(n) < f(n)
e f(n) je asymptoticky stejné jako g(n)
f(n)je©(g(n)) & Je1,c2 >0IngVn > ng: 0 < c1-g(n) < f(n) < cz2-g(n)
e f(n) je asymptoticky ostfe mensi nez g(n)
f(n) je o(g(n)) & Ve >03Ing Vn>ng:0< f(n) <c-g(n)
e f(n) je asymptoticky ostie vétsi nez g(n)

£(n) e w(g(n) & Ve > 0 Ing ¥ > ng - 0 < c- g(n) < f(n)
Asymptoticka slozitost dovoluje kone¢ny pocet vyjimek. Typicky
nejvétsi vyjimka + 1 = ng.
Tato technika je obecné, pouziva se pouziva tedy na ¢asovou i pamétovou slo-

zitost.

Amortizovana slozitost Nepocitame dobu jedné operace, ale pocitame cel-
kovou dobu a tu amortizujeme poctem operaci.

2 Binarni vyhledavaci stromy

Vrcholy obsahuji kli¢, ukazatel na levého, pravého néslednika, rodice.

Vlastnost binarnich stromu (invariant) =z je vrchol v bindrnim stromé.
Pokud y je vrchol v levém podstromé z, potom kli¢(y) < kli¢(z). Pokud y je
vrchol v pravém podstromé z, potom kli¢(y) > kli¢(x).

Operace
o find/search(S, k)
o min(S)
e max(S)
e preceddessor(S, x)
o successor(S, )
o insert(S,x)

o delete(S,x)



Slozitost operaci stromu s n vrcholy Casova sloZitost operaci je v nejhor-
$im pripadé timeérna vysce stromu.

nejlepsi pfipad vyvézeny (tplny) strom, slozitost G(logn)
nejhorsi pfipad linedrni seznam n vrchold, slozitost O(n)
nahodné postaveny strom vyska Q(logn), slozitost Q(logn)

Typicky mame nadhodné postaveny strom, vyvazeny strom stavime vétSinou v
pripadé kdy vime, Ze se jiz nebude ménit.

3 Cerveno-éerné stromy

Jsou to binarni vyhledavaci stromy které maji navic obarvené vrcholy, barva
cervend nebo cernd (implementaéné 1 bit informace).

Podminka obarveni Délka cest z kofene do listu se li$i nejvice 2x, stromy
jsou priblizné vyvazené.

Binarni vyhledavaci strom je cerveno-cerny strom, pokud spliiuje nasledujici
vlastnosti
1. kazdy vrchol je ¢erveny nebo cerny
2. kazdy list (jako listy bereme v tomto pfipadé ukazatele na nil) je éerny
3. pokud je vrchol ¢erveny, jsou oba potomci ¢erni
4. kazda cesta z vrcholu do podrizeného listu obsahuje stejny pocet ¢ernjych
vrchold

Lemma Cerveno-éerny strom s n vnitinimi vrcholy ma vysku h nejvice 2log (n + 1).

Dukaz Indukci podle hloubky podstromi. Podstrom ve vrcholu x mé aspon
24(=) _ 1 vnit¥nich vrcholti, kde b(z) je Gerna vyska x (pocet ernych vrcholt
na cesté z x do listd, kromé z). PouZijeme pro kofen: n > 2h/2 1 = h <
2log (n +1).

3.1 Operace
3.1.1 Rotace

Pottebné pro obnoveni vlastnosti pfi operacich insert a delete.



— prava rotace (T, y)
«— leva rotace (T, )

Plati v obou stromech
e Vzea Kkli¢(z) <klié(x)
o Vz e klié(z) < klié(z) < kli¢(y)

o Vzey Klid(y) < kliE(z)

3.1.2 Vkladani

Najdeme spravné misto pro x a priddme do listu, obarvime cervené. Mohla
vzniknout porucha vlastnosti 3, mezi  a otcem x. Musime opravit strom. Idea
opravy je, ze odstranime problém lokalné, nebo ho posuneme vys.

Rozbor
1. « je kofen, prebarvime na ¢erno
2. father(z) je ¢erny, strom je v porddku
3. father(z) je ¢erveny, grandfather(x) existuje a je Cerny

(a) uncle(x) je Gerveny, posun poruchy nahoru

(b) uncle(z) je ¢erny, lokalni odstranéni poruchy



3.1.3 Vypousténi

Vypoustime x z T'. Pokud ma z oba syny, najdeme naslednika x v T" a pfemistime
ho do z. Vznika tak porucha kdy vrchol je dvojité ¢erny. Odstranuji poruchu,
ale lokalné ztistava ¢ernd hloubka stejna.

Odstranovani poruchy
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4 AVL stromy

Definice (Adelson-Velskij, Landis) Binarni vyhledavaci strom je AVL stro-
mem (vyvazenym AVL stromem) pravé tehdy, kdyz pro kazdy uzel x ve stromé
plati |h(left(x)) — h(right(z))| < 1 kde h(z) je vyska (pod)stromu.

Pro efektivitu operaci si pamatujeme explicitné (v poloZce uzlu) aktualni vyvéa-
zeni: {—1,0,+1}.

Véta Vyska AVL stromu s n vrcholy je O(logn).

Dikaz (Idea) Konstruujeme nejnevyvazenéjsi strom s nejméné vrcholy
pii dané vysce. Oznacme p,, pocet vrchold takového stromu 73, s hloubkou n.

To=e po=1

Ty =

/ p1 =2

To

T = /\ DPn = Pn—1+ Pn_2 + 1= Fibonaci, 12 — 1
Tnfl n—2

Dusledek Vsechny dotazovaci operace pro BVS funguji na AVL stromé stejné
a maji slozitost O(logn).



4.1 Operace
4.1.1 Vkladani

Postupujeme zdola, upravujeme vyvazeni (pokud to stac¢i) a pfipadné pouzijeme

Analogicky symetrické pripady.

4.1.2 Vypousténi
Po rotaci musime zménu propagovat nahoru, protoze podstromy jako celek se
snizili.
Rotace
1. jednoducha

2. dvojita

5 B-stromy

Jsou vyvazené vyhledavaci stromy. Jsou s vét§im a promeénlivym poctem na-
slednikd. Vrchol x s n(x) kli¢i ma n(z) + 1 déti.

~evs

nacitaji celé.
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Vlastnosti
1. kli¢e jsou ulozeny v neklesajici posloupnosti

2. pokud je x vnitini vrchol s n(x) kli¢i, pak obsahuje n(z) + 1 pointert na
deéti

3. klice ve vrcholech rozdéluji intervaly kli¢a v podstromech
4. kazdy list je ve stejné hloubce
5. pro néjaké pevné ¢ plati, ¢ > 2 (tzv. minimalni stuperi)

e kazdy vrchol kromé kofene méa aspon ¢t —1 klica. Kazdy vnitini vrchol
kromé korene mé aspon ¢t déti. Pokud je strom neprazdny, ma kofen
aspon 1 kli¢.

e kazdy vrchol ma nejvic 2¢ — 1 klict, tedy nejvic 2¢ déti.

Tvrzeni Pron > 1, kazdy B-strom T s n kli¢i, vyskou h a minimalnim stup-

1
ném t > 2 plati h > logtn; .

Dukaz Pro strom dané vysky h je pocet vrchold minimélni, kdyz vrchol
obsahuje 1 kli¢ a ostatni vrcholy ¢t — 1 klicti. Pak jsou 2 vrcholy v hloubce 1, 2¢
vrchold v hlubce 2, 2¢2 v hloubce 3 ..., 2t"~! v hloubce h. Proto poéet kli¢t

h h

, t"—1

splituje n > 14 (t —1) Z2t%1 =142(t—-1) ( T 1 ) = 2t" — 1 odkud plyné
i=1

tvrzeni.

5.1 Operace

e search
e create
e insert
e delete

o split

AL T T T
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5.1.1 Vkladani

Slozitost O(h). Pii prichodu dold délime plné vrcholy (variantou je déleni pfi
navraceni, je nutné pamatovat si cestu). Specidlnim piipadem je déleni kofene
coz znamend zvySeni vysky (o 1).

Invariant Vklddame do ne-plného vrcholu.

5.1.2 Vypousténi

Rekurzivné od kofene prochazime stromem. Specidlnim piipadem je kofen (v
neprazdném stromé), pokud kofen nemd zadné klice a pouze 1 syna, snizime
vysku stromu.

Invariant Pocet kli¢id ve vrcholu je aspon t. Zabezpeceni invariantu tim, ze
kli¢ z aktudlniho vrcholu presuneme do syna.

AEREAY

T/TézL3$~4\f56 h /E]

Rozbor pfipadu

1. vypustime kli¢ k z listu & — pfimo
2. vypoustime kli¢ k z vnit¥niho vrcholu x

(a) syn y ktery predchézi k v x m4 asponi ¢ kli¢t — najdi pfedchiidce k'
ke kli¢i k ve stromé y, vypust k' a nahrad k klicem &’ v x (nalezeni
a vypu$tén{ k¥’ v jednom priichodu)

(b) symetricky, pro néslednika z klice k

(c) jinak synové y a z maji t — 1 kli¢ — slej k a obsah z do y, z vrcholu
x vypust kli¢ k a ukazatel na z, syn y ma 2t — 1 kli¢h a vypustime k
ze syna y

3. k neni ve zkoumaném vrcholu — uré¢ime odpovidajici kofen c¢; podstromu
s klicem k, pokud ¢; mé pouze t — 1 kli¢i, uprav ¢; aby obsahoval aspon
t kli¢t, pak vypoustéj rekurzivné v odpovidajicim synovi

(a) pokud ¢; ma ¢t — 1 kli¢d a mé souseda s t kli¢i, presuni kli¢ z z do ¢,
presuni kli¢ z (bezprostiedniho) souseda do x a pfesuti odpovidajiciho
syna ze souseda do ¢;

12



Pozorovani
e usporadani je zachovano J <T1) < K <To < L<T3< M
e hloubka se nezméni ani neporusi
e novy vrchol IJK ma t kli¢d, to jsme chtéli; novy vrchol M N ma
aspon t — 1 kli¢t po upraveé

(b) pokud oba sousedé maji t — 1, slej ¢; s jednim ze sousedil, pfitom se
presune 1 kli¢ z vrcholu & do nové vytvareného vcholu (jako medién)

SloZitost vypousténi ze stromu vysky h O(1) diskovych pfistupi na 1
hladiné, O(h) diskovych operaci celkem.

Souvislosti Pro t = 2 ma vrchol 2-4 syny, tyto stromy se oznacuji jako tzv.
2-3-4 stromy.

Tl/\7‘2

Varianty
e vrchol ma aspon t klica a nejvyse 2¢ klica
e vsechna data v listech

e provazané stromy - pointry na sousedy

6 Intervalové stromy

Rozsifeni datové struktury o dalsi informace a operace. Pracujeme s uzavienymi
intervaly [t1, 2], t1 < to. Interval [t1, t2] je objekt i s polozkami low(i) = t1 (dolni
konec) a high(i) = to (horni konec).

Definice Intervaly i a i’ se prekryvaji pokud i Ni’ # 0, tj. low(i) < high(i')
a low(i") < high(i).
Plati intervalova trichotomie. Nastava pravé jedna z moznosti

1. 7 a i’ se prekryvaji
2. high(i) < low(i)
3. high(i') < low(?)
Intervalovy strom je Cerveno-Cerny strom, kde kazdy prvek x obsahuje interval

int(x).

13



Podporované operace
e insert
e delete

e search
Datova struktura Vrchol z obsahuje int(x) a kli¢ je dolni konec low(int(x)).

Dodateéné informace Vrchol obsahuje hodnotu max(z), maximalni hod-
notu horniho konce pro néjaky interval v podstromé x.

Udrzba informace pii piidavani, vypousténi a rotaci

max(z) = maz(high(int(z)), maz(left(x)), max(right(x)))
Vyhledavani ¢ v T Najde jeden interval ve stromé T, ktery se prekryva s
intervalem i, pokud existuje. Idea je v porovnani max(left(z)) a low(7)
> doleva vlevo existuje prekryvajici se interval a nebo vpravo neexistuje

< doprava vlevo neexistuje prekryvajici se interval.

Varianty
e vyhledavani v otevienych intervalech
e vyhleddvéani pfesné daného intervalu (obé meze odpovidaji) v O(logn)

e vyhleddvéani prekryvajicich se intervalt v ¢ase O(min{n, klogn}), kde k
je pocet nalezenych intervald ve vysledném seznamu (tezsi varianta beze
zmény stromu)

7 HaSovani

Ideové vychazi pfimo z adresovatelnych tabulek, které maji malé univerzum
kli¢th U a prvky nemaji stené klice. Operace insert, search, delete v ¢ase O(1).
Realizace pomoci pole, hodnoty pole obsahuji reprezentované prvky (a nebo
odkazy na né) nebo nil. Ale pfimo adresovatelné tabulky nevyhovuji vZdy, uni-
verzum klicti U je velké vzhledem k mnoziné klicu K, které jsou aktudlné ulozeny
ve struktufe, prvky maji stejné klice.

Idea Adresubudeme z klice pocitat. Hagovaci funkce h : U — {0,1,...,n—1}

mapuje univerzum kli¢t U do polozek hasovaci tabulky 7{0, ..., m—1}, redukce
pameéti. Problémem jsou vznikajici kolize, dva klice se hasuji na stejnou hodnotu.

14



Pozorovani Kolizim se nevyhneme, pokud |U| > m.

n
Definice Faktor naplnéni « = — pro tabulku 7" velikosti m ve které je ulozeno
m

n prvku.

7.1 Volba hasovacich funkci

Dobré hasovaci funkce spliiuje (pfiblizné) pfedpoklady jednoduchého uniform-
niho hasovéani. Pro rozlozeni pravdépodobnosti P zvoleni klice k& a univerza U

chceme Z Pk) = %, pro j =0,1,...,m — 1, ale rozloZeni pravdépodob-
k:h(k)=j

nosti obvykle nezndme. Interpretujeme klice jako prirozena cisla, aby se daly

pouzivat aritmetické funkce.

déleni h(k) =k mod m (zbytek po déleni), nevhodné pro m = 27,107,27 — 1,
vhodné pro prvocisla ”vzdalené” od mocnin 2

nasobeni h(k) = [m(k-A mod 1)], obvykle pro m = 27!

univerzalni hasovani zvolime hasovaci funkci ndhodné a nezavisle na kli¢ich
(pocas béhu, z vhodné mnoziny funkci), pouziti randomize

7.2 Zretézeni prvku

Predpoklady Jednoduché uniformni hasovani. Kazdy prvek se hasuje do m
polozek tabulky se stejnou pravdépodobnosti, nezavisle na jinych prvcich. Hod-
nota hasovaci funkce h(k) se poCitd v ¢ase O(1).

7.2.1 Analyza haSovani se zietézenim

Véta V haSovaci tabulce s feSenim kolizi pomoci zfetézeni netspésné vyhle-
davani trva primérné O(1 + «), za predpokladu jednoduchého uniformniho ha-
Sovani.

Dukaz Podle predpokladu se kli¢ k£ haSuje se stejnou pravdépodobnosti
do kazdé z m polozek. Netispésné hledani klice k je primérny cas prohledani
jednoho ze seznamil do konce. Priimérné délka seznamu je «.. Proto je ocekavany
pocet navstivenych prvki « a celkovy ¢as (véetné vypoctu hasovaci funkce h(k))
je ©(1+ ).

Véta V hasovaci tabulce s fesenim kolizi pomoci zfetézeni tspésné vyhledani
trva prameérné ©(1 + «), za pfedpokladu jednoduchého uniformniho hasovani.

(vV5-1)
2

IKnuth doporucuje A ~ = 0,618033, tzv. zlaty fez

15



Dikaz Predpokldadame, ze vyhledavame kazdy z n ulozenych kli¢u se stej-
nou pravdépodobnosti. Predpokladame, ze nové prvky se uklddaji na konec
seznamu. Ocekavany pocet navstivenych prvka pii tspésném vyhledavani je o
1 vétsi nez pri vkladani tohoto prvku. Pocitdme primér pres n prvka v tabulce

z 1 + ocekdvand délka seznamu, do kterého se pridava i-ty prvek. Ocekavand
n

i—1 1o i—1 1
délk: j . Dost — 1 =14 — p—1) =
élka seznamu je — ostaneme nZ( + — ) + an(z )

i=1 i=1
1 (n—=1)n !
1+ ——"7——=14+-—-—=06(1
+ nm 2 + 2 2m O +a)
. n _ O(m) - )
Zavér Pokud n = O(m), pak o = e O(1). Po vyhledéni, vlastni

operace pro pfidani, resp. vypusténi prvku v ¢ase O(1).

7.3 Oteviené adresovani
Vsechny prvky jsou ulozeny v tabulce a@ < 1. Pro feseni kolizi nepotfebujeme
pointery, ale pocitame adresy navstivenych prvki, ve stejné paméti tedy mame
vétsi tabulku nez pii zfetézeni.
Posloupnost zkousenych pozic zavisi na kli¢i a pofadi pokusu b : Ux{0,1,...,m—
1} — {0,1,...,m—1}. Prohleddvame pozice v posloupnosti (h(z,0), h(x,1),..., h(z,m — 1)).
Operace

e search

e insert

o delete
Predpoklad uniformniho haSovani Kazda permutace pozici {0,...,m—1}
je pro kazdy kli¢ vybrana stejné pravdépodobné jako posloupnost zkousenych
pozici. Je tézké implementovat, pouzivaji se metody, které ho nesplnuji.
7.3.1 Metody
Linearni zkouseni

U —{0,...,m—1}, h(x,i) = (h'(z) +i) mod m

Pouze m ruznych posloupnosti zkousenych pozici. Problém primarniho klastro-
vani — vznikaji dlouhé useky obsazenych pozic. Pravdépodobné obsazeni zavisi
na obsazenosti predchozich pozic, pokud je obsazeno i pozic pfed, je pravdépo-

i
dobnost obsazeni , specialné pro ¢ = 0, tj. pfedchézejici prazdnou pozici je

1
pravdépodobnost —.

m
Lze implementovat delete tak, ze nasledujici prvky posuneme.
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Kvadratické zkouseni

h(x,i) = (W (x) + c1i + c2i®) mod m, ¢; # 0,¢c2 #0
Aby se prohledala celd tabulka, hodnoty c¢;, ¢ a m musi byt vhodné zvoleny.
Pro stejnou pocéateéni pozici kli¢h = a y (tj. h(z,0) = h(y,0)) nésleduje stejnd

posloupnost zkouSenych pozici, problémem je druhotné klastrovani. Pouze m
ruznych posloupnosti.

Dvojité hasovani
h(z,i) = (hi(x) +1i- ha(z)) mod m, hi,hs jsou pomocné hasovaci funkce

ha(x) nesoudélné s m, aby se prosla celd tabulka. Obvykle m = 2P a ha(x) je
liché, nebo m prvoéislo a 0 < ha(z) < m.

7.3.2 Analyza haSovani s otevienym adresovanim

Predpokladem je uniformni hasovani. Pro kazdy kli¢ x je posloupnost zkouSe-
nych pozic libovolnd permutace {0,...,m — 1} se stejnou pravdépodobnosti.

n .
Véta V tabulce s otevienym adresovanim s faktorem naplnéni o = — < 1, je
m

ocekavany pocet zkousenych pozic pri netspésném vyhledavani nejvice T ,
@

za predpokladu uniformniho haSovéani.

Dukaz Vsechny zkousky pozice kromé posledni nasly obsazenou pozici.
Definujeme p; = P(pravé i zkousek naslo obsazenou pozici). Ocekdvany pocet

o0
zkousek je 1+Zi - p;- Definujeme g; = P(aspoti 7 zkouSek naslo obsazenou pozici).

Plati Zz P = Z ¢;- Prvni zkouska narazi na obsazenou pozici s pravdépo-
=0 1=0
-1 — i+ i .
dobnosti - = g1. Obecné ¢q; = (ﬁ) " w < (ﬁ) =a’.
m m m—1 m—i+1 m
o0 o0 1
Spocteme 1+ Y i-pi=1+3 g <ltata’+a+. .= 0.

=0 =0

1
Dusledek Vkladani prvku vyzaduje nejvys 1 zkousek, za stejnych pred-

pokladi.

7.4 Univerzalni hasovani

Idea Zvolime haSovaci{ funkci ndhodné a nezévisle na klice (pocas béhu, z
vhodné mnoziny funkci), pouziti randomize.
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Nécht x je kone¢na mnozina hasovacich funkci z univerza kli¢t U do {0, ...,m—
1}. Mnozinu x nazveme univerzding, pokud pro kazdé dva rtizné klice z,y € U je

Ix

pocet hasovacich funkei h € x, pro které h(z) = h(y) roven —|, tj. pro ndhodné
m

1
zvolenou funkci h je pravdépodobnost kolize pro x a y, kde x # y, pravé —. To

je stejna pravdépodobnost, jako kdyZ jsou hodnoty h(x) a h(y) zvoleny ndhodné
z mnoziny {0,...,m — 1}.

Implementace HaSovaci funkce zavisi na parametrech, které se zvoli za bé&hu.
X ={ho(z): U —{0,...,m—1}|a € A, ho(z) = h(a,z) kde a je parametr}

Dusledky randomize
e 7zadny konkrétni vstup (konkrétnich n kli¢h) neni a priori Spatny

e opakované pouziti na stejny vstup vold (skoro jisté) ruzné hasovaci funkce,
pramérny pocet pripadt nastane pro libovolny pocet vstupnich dat

Véta Nécht h je ndhodné vybrand hasovaci funkce z univerzalni mnoziny ha-
Sovacich funkci a nechf je pouzita k haSovani n klica do tabulky velikosti m,
kde n < m. Potom ocekdvany pocet kolizi, kterych se uc¢astni ndhodné vybrany
konkrétni kli¢ x je mensi nez 1.

Dikaz Pro kazdy par ruznych kli¢t y a z oznacme c,, ndhodnou pro-
ménnou, kterd nabyva hodnotu 1, pokud h(y) = h(z) a 0 jinak. Z definice,

konkrétni par kli¢t koliduje s pravdépodobnosti —, proto ocekdvana hodnota
m

1

E(cy.) = —. Oznacme C, celkovy pocet kolizi klie x v haSovaci tabulce
m

T velikosti m obsahujici n kli¢h. Pro ocekdvany pocet kolizi médme F(C,) =

-1
E E(cgy) = i . Protoze n < m, plati E(C,) < 1.
m
yeT y#x

Poznamka Predpoklad n < m implikuje, Ze priamérnd délka seznamu
kli¢i nahasovanych do stejné adresy je mensi nez 1.

7.4.1 Konstrukce univerzalni mnozZiny hasovacich funkci

Zvolime prvoéislo m jako velikost tabulky. Kazdy kli¢ = rozdélime na (r+1) ¢dsti

(nap¥. znakti, hodnota r zavisi na velikosti kli¢). PiSeme = = (xg,21,...,2y).
Zvolené r spliiuje podminku, Ze kazda ¢ast x; je (ostfe) mensi nez m.
Zvolme a = (ag, a1, .. .,a,) posloupnost (r+ 1) ¢isel ndhodné a nezévisle vybra-

nych z mnoziny {0,1,...,m — 1}.
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x| = m"t

T
Definujeme h, € x : ho(x) = Zaia:i mod m, x = Ug{hs}. Plati
i=0
tj. pocet ruznych vektoru a.

Véta x je univerzalni mnozina hasSovacich funkeci.

Dikaz Uvazujeme ruzné klice x a y. Bez Gjmy na obecnosti xy # yo. Pro

pevné hodnoty aq,as,...,a, je pravé jedna hodnota ag, kterd splituje h(x) =
T
h(y). Je to FeSeni rovnice ag(zo — yo) = — Z a;(z; —y;) mod m. Protoze m je
i=0

prvocislo, nenulova hodnota zg — yo méa jediny inverzni prvek modulo m a tedy

existuje jediné feseni pro ayg mod m. Nasledné, kazdy par klict x, y koliduje

pro pravé m” hodnot vektoru a, protoze koliduji pravé jednou pro kazdou volbu

{ai,az,...,a), tj. pro jedno ag. Protoze je m"*! moznosti pro a, kli¢e koliduji
T

m
s pravdépodobnosti —— =
m

—. Tedy x je univerzalni.
r+1 m

7.5 Hasovani a rostouci tabulky

Dynamizace hasovaci tabulky. Chceme odstranit nevyhody hasovani pti zacho-
véni asymptotické ceny operaci (tj. O(1) pro pevné «)

e pevna velikost tabulky

e nedokonald implementace delete (u nékterych metod).

Idea Periodicka reorganizace datové struktury. Pfi rustu po dosazeni naplnéni
a zvétsime tabulku a-krdt (napt. a = 2, z m = 2 na m = 2*1) a prvky
piehasujeme (s novou hasovaci funkei). Déle pro o = 2 aspoit 2°~1 - o operaci,
insert zaplati 1 x p¥i p¥idani do staré struktury, 2x piehasovani 2-2°~1- o prvki

(kredit operace je obecné < 2;:11)-

Poznamka Vhodné « lze spocitat (z pohledu efektivity budoucich operaci
s a bez prehasovani).

Obecné feseni pfi rustu i zmensovani tabulky Pfi pfehaSovani je napl-

1 1
néni tabulky 1 az 3% a=a-m
" - . 1 .
e tabulku zvétsime, pokud mame @ prvka (aspon Ea operaci)

1 1
e tabulku zmensime, pokud mame g@ prvki (asponl g@ operaci).
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Poznamka Skuteény pocet prvkii si pamatujeme; pseudovolna mista uvol-
nime, vznik pseudovolného mista potfebuje (aspoil) 2 operace.

Existuji i jiné metody, napt. dynamizace datové struktury.

8 Haldy

Datova struktura pro implementaci ADT prioritni fronty (abstraktni datovy
typ).

Zakladni operace pro prioritni frontu
e create
e insert(M, z)
o min(M)

o deletemin(M)

Dalsi operace pro haldu
o lowerkey(M, z, k)
o delete(M,x)
o unificate(M1, M?2)

Znama implementace

binarni halda

®
0 )
(5} ® © O
(9 W W

pole vrchol ¢ ma syny na adrese 27 a 2¢ + 1

[5]7]6[9[8]15[11]16] 14|10 |
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Casova slozitost operaci Nasim cilem je aby operace byly logaritmické, ale
halda nemusi mit tvar binarniho stromu. Cim je halda uzsi, tim jednodussi je
nalezeni minima.

operace  binarni halda binomidlni halda Fibonacciho halda

insert O(logn) O(logn) o(1)
min O(1) O(logn) o(1)
deletemin ©(logn) O(logn) O(logn)
uni ficate O(n) O(logn) O(1)
lowerkey ©(logn) ©(logn) O(1)
delete ©(logn) O(logn) O(logn)

8.1 Binomické stromy

Binomicky strom By, fadu k, & > 0.

B,
By

Bj_1

Véta Binomicky strom By,
1. obsahuje pravé 2% vrchold

2. ma vysku k
(K . : .
3. mé pravé ( . | vrcholua v hloubce i, proi =0,...,k
i

4. kofen ma k syni, pfi¢emz i-tj syn zprava (proi = 0,...,k—1) je kofenem
podstromu B;

Dukaz (indukci)
1. By =2 B =2-2F1=2F
2. h(Bk) = h(Bk_l) +1= (k‘ — 1) +1=k

s () (2= ()
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4. Pro kofen By, plati ze nejlevéjsi syn je By_1, ostatni z indukéniho pfedpo-
kladu; ma k synt

Dusledek Maximalni stupenl vrcholu v binomidlnim stromé s n vrcholy je
logn

8.2 Binomicka halda

Spojovy seznam binomickych stromi s ohodnocenymi vrcholy, které spliuji:
1. pokud z je otcem y, potom key(z) < key(y), strom je haldové uspofadan
2. pro kazdé k > 0 se strom By vyskytuje v haldé nejvyse jedenkrat

3. stromy jsou usporadany podle Fadu (v rostoucim potadi)

Priklad

o) )
H (10) 1 6

8.2.1 Sjednoceni

function unificate(Hy, Ha)

H := create()

head(H) := merge(Hy, Hz)

if head(H) = nil then return H

else previous := nil;x := head(H); next := brother(H)
while next # nil do

1. k<l

previous X next previous y next
Br B
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previous X next previous y next
B, By B B, B. B

3. k<, key(z) < key(next)

previous X next previous next
B, Br B By,
Bk

4. k<1, key(z) > key(next)

previous X next previous next

TEEL R

By,

8.2.2 Dalsi operace

Vsechny tyto operace maji logaritmickou slozitost.

function insert(H, )
vytvoi haldu H’ obsahujici jediny prvek x
H := unificate(H, H')

function deletemin(H)

ve spojovém seznamu H najdi vrchol z s minimalnim klicem a vyjmi ho ze se-
znamu

vytvor prazdnou haldu H'

uloz syny vrcholu x do seznamu v obraceném poradi a hlavu seznamu uloz do
head(H'")

H := unificate(H, H')

return x

function min(H)
prohledej spojovy seznam kofent binomickych stromi, na ktery ukazuje head(H)
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return prvek s minimélni hodnotou

function lowerkey(H, x, k)

if k > key(z) then error

else key(x) ==k

porovnavej key(z) s klicem otce x a probublévej smérem ke kofeni stromu

function delete(H, )

lowerkey(H, x, —00)
deletemin(H)

8.2.3 Implementace

Zde zbrkla (eager, dychtivd) kdy strukturu reorganizujeme hned po jeji zméné,
versus lind (lazy) kdy strukturu reorganizujeme az je to skuteéné potieba.

9 Grafové algoritmy

9.1 Reprezentace grafu

Reprezentace grafu G = (V, E) kde V je mnozina vrcholt a je E mnozina hran.

G=(V,E)
V ={a,b,c,d,e, f}
E {ab)(ad)(be)( €),
1. (d.b). (e.d). (F. 1)

Matice sousednosti

01 0100

A = (a5) typu |V] x |V] 000010
4_|0000 11

w — {1 (vi,vj) € E 1010000
v 0 jinak 000 100
0 001 01

Seznamy sousedu Pole neighbours velikosti |V|, pro u € V' je neighbours(u)
hlavou seznamu obsahujiciho vrcholy v, pro které plati (u,v) € E. Spotieba
paméti je O(|V| + |E|) = O(maz(|V, |E])).

a| J—{b] 1 ——[d] |
b | 1 e
c______>f_____»|e| |
d| 1D
e | 1 d
£l 1L Jf
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Varianty
e neorientovany graf
e (hranové) ohodnoceny graf

e seznamy sousedil generované dynamicky

9.2 Prohledavani grafi
9.2.1 Prohledavani do hloubky (Depth First Search)

Vstup Graf G = (V, E), zadany pomoci seznamu sousedi.

Pomocné datové struktury

7(v) otec vrcholu v ve stromu prohledavani

o(v) pofadi, v némz jsou vrcholy v € V navstiveny
order globalni proménné, slouzi k ¢islovani vrcholt
Algoritmus

function df s(G)
forallu eV do

o(u) :==0
m(u) = nil
od
order := 0

forallu eV do
if o(u) = 0 then
visit(u)
fi

od

function visit(u)

order++

o(u) := order

forall v € neighbours(u) do
if o(v) = 0 then

m(v) =u
visit(u)
fi

od

Casova slozitost O(|V| + |E|)
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Graf pruchodu do hloubky (DFS-les) G, = (V,E;), E; = {(n(v),v)|v €
V am(v) # nil}

Klasifikace hran grafu G
stromova hrana vede do nového vrcholu
zpétna hrana vede do uZ navstiveného vrcholu (neuzavieného)

dopfedna hrana (u,v) pouze v orientovaném grafu, vede do uzavieného vr-
cholu v, kde o(u) < o(v)

pri¢na hrana (u,v) pouze v orientovaném grafu, vede do uzavieného vrcholu
v, kde o(u) > o(v)

uzavieny vrchol vSechny hrany vedouci z ného jsme prohledali

Aplikace DFS
e komponenty grafu

e existence kruznic

9.2.2 Prohledavani do $ifky (Breadth First Search)

Vstup Graf G = (V, E), zadany pomoci seznamu sousedid a vrchol s, ve kte-
rém zacind prohledavani. Pomocné datové struktury

7(v) otec vrcholu v ve stromu prohledévani
d(v) vzdalenost z vrcholu s dov € V

Q@ fronta

Algoritmus
function bfs(G)
forallu € V \ {s} do
d(u) = o0
m(u) = nil
od
d(s) =0
7(s) := nil
Q = {s}
while Q # () do
u := deletemin(Q)
forall v € neighbours(u) do
if d(v) = oo then
d(v) :==d(u) + 1
w(v) == u
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Q= QU{v}
fi
od
od

Casova slozitost O(|V| + |E|)

Graf priuchodu do hloubky (BFS-strom) G, = (V,E;), V = {v €
Vir(v) # nil} U{s}, Ex = {(x(v),v) € Elv € V'\ {s}}

Aplikace

e d(v) je nejkratsi cesta z s do v

e rekonstrukce cesty pomoci 7

9.3 Topologické usporadani

V1, V2, ..., Uy, je topologické usporadani vrchola orientovaného grafu G, pokud
pro kazdou hranu (v;,v;) € E plati ¢ < j.

Graf G lze topologicky usporadat < G je acyklicky < DFS nenajde zpétnou
hranu. Tyto grafy jsou nazyvany DAG (direct acyclic graph).

Pojmy
e vrchol, poprvé navstiveny algoritmem DFS, se stava otevrengm

e otevieny vrchol se stane uzavienym, kdyz je dokonceno zpracovani se-
znamu jeho sousedu

Algoritmus
function topologic(G)
volej df s(G) a spoéitej ¢asy uzavieni vrcholi
if existuje zpétna hrana then
return "G neni acyklicky”
kazdy vrchol ktery je uzavien uloz na zacatek spojového seznamu S
return S

Casova slozitost Celkova slozitost je ©(|V|+ |E|). Prohledavani do hloubky
mé slozitost O(|V| + |E|), vkladani vrchold do seznamu ma slozitost |V| - O(1).

9.4 Silné souvislé komponenty

Definice Orientovany graf je silné souwvisly, pokud pro kazdé dva vrcholy u,
v existuje orientovand cesta z u do v a souCasné z v do u. Silné souvisla kom-
ponenta grafu je maximalni podgraf, ktery je silné souvisly.
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Pojmy
e opaény graf GT = (V, ET), kde ET = {(u,v)|(v,u) € E}

e k(v),v € V poradi, v jakém jsou vrcholy uzavirany algoritmem DFS

Algoritmus

function ssk(G)

algoritmem df s(G) uréi Casy uzavieni k(v) pro Vv € V

vytvor GT

usporadej vrcholy do klesajici posloupnosti podle k(v) a v tomto pofadi je zpra-
cuj algoritmem df s(GT)

silné€ souvislé komponenty grafu G jsou pravé podgrafy indukované vrcholovymi
mnozinami jednotlivych DFS-stromti z minulého kroku

Lemma 1 Necht C, C’ jsou dvé rfizné silné souvislé komponenty grafu G.
Pokud existuje cesta v G z C do C’, pak neexistuje cesta z C’ do C.

Znaceni Pro U C V(G) polozme o(U) = min{o(u)|u € U} coz je ¢as prvniho
navstiveni vrcholu u (otevieni) a k(U) = max{k(u)|u € U} coz je ¢as uzavieni
u.

Lemma 2 Necht C, C’ jsou dvé rfizné silné souvislé komponenty grafu G.
Existuje-li hrana z C' do C’, pak k(C) > k(C").

Véta Vrcholové mnoziny DFS-stromu vytvofenych algoritmem ssk(G) pfi pri-
chodu do hloubky grafem G, odpovidaji vrcholovym mnozinam silné souvislych
komponent grafu G.

Dikaz Indukci podle poc¢tu projitych stromut. Z jednoho vrcholu kompo-
nenty projdu celou komponentu v G i v G. Pokud se dostanu hranou mimo
komponentu (do vrcholu v), je v uz uzavieny.

9.5 Problém nejkratsi cesty
Pojmy

e orientovany graf G = (V, E)

e ohodnoceni hran w: F — R

e cena orientované cesty P = vg,v1, ... V%

w(P) = Z w(vi—1,v;)

=1
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e cena nejkratsi cesty z u do v

d(u,v) = min{w(P)|P je cesta z u do v}

e nejkratsi cesta z u do v je libovolné cesta P z u do v, pro kterou ¢(P) =

o(u,v)

e §(u,v) = 0o znamens, Ze cesta neexistuje, oo +r = 00,00 > r pro Vr € R

Varianty problému Najit nejkratsi cestu
1. z u do v, u,v pevné
2. z uw do x, pro kazdé x € V, u pevné

3. z x do y, pro kazdé z,y € V

function releaseedge(u,v)

if d(v) > d(u) + w(u,v) then
d(v) = d(u) + w(u,v)
m(v) == u

fi

Rekonstrukce cesty pomoci predchidci .

9.5.1 Dijkstruv algoritmus

Vstup Orientovany graf G = (V, E), nezaporné ohodnoceni hran w : E — R,
pocatecéni vrchol s € V.

Vystup d(v), m(v) pro Yv € V, d(v) = d(s,v), m(v) = pfedchidce vrcholu v
na nejkratsi cesté z s do v.

Algoritmus
function dijkstra(G)
forallv eV do
d(v):=0c0
m(v):=nil
od
d(s) =0
D=0
Q:=V
while Q # () do
u := deletemin(Q)
D := DU{u}
forall v € neighbours(u),v € @ do
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releaseedge(u, v)
od
od

Casova slozitost n = |V|, m = |E|, operace deletemin se vykonéva nx,
operace lowerkey se vykonavad mx = T(disjktra) = n - T(deletemin) + m -
T (lowerkey).

struktura T (deletemin) T (lowerkey) T (dijsktra)
pole O(n) o(1) O(n?)
binarni halda O(logn) O(logn) O(m -logn)
Fibonacciho halda O(logn) 0o(1) O(n -logn + m)
Lemma 1 (optimélni podstruktura) Je-li vy,...,v; nejkratsi cesta z vy
do vy, potom v, ..., v; je nejkratsi cesta z v; do v; pro Vi, j,1 <i < j < k.

Lemma 2 (A nerovnost) §(s,v) < d(s,u) + w(u,v) pro kazdou hranu u, v.
Po provedeni inicializace je ohodnoceni vrcholt ménéno prostiednictvim releaseedge.

Lemma 3 (horni mez) d(v) > d(s,v) pro kazdy vrchol v a po dosaZeni
hodnoty (s, v) se d(v) uz neméni.

Lemma 4 (uvolnéni cesty) Je-livy,...,v; nejkratsi cesta z s = vg do vy, po-
tom po uvolnéni hran v pofadi (vo,v1), (v1,v2),..., (Vk—1,vk) je d(v) = §(s, vk).

Véta Pokud Dijkstriv algoritmus provedeme na orientovaném ohodnoceném
grafu s nezdpornym ohodnocenim hran, s po¢ateénim vrcholem s, pak po ukon-
¢eni algoritmu plati d(v) = (s, v) pro vSechny vrcholy v € V.

Dikaz (Idea) d(y) = d(s,y) pro vrchol y vklddany do D.

9.5.2 Bellman-Forduv algoritmus

Vstup Orientovany graf G = (V, E), ohodnoceni hran w : E — R, po¢atecni
vrchol s € V.

Vystup ”"NE” pokud G obsahuje zaporny cyklus dosazitelny z s. " ANO?”,
d(v), w(v) pro kazdé v € V jinak.
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Algoritmus
function bf(QG)
initialization(G, s)
fori:=1to|V|—1do
forall (u,v) € E do
releaseedge(u, v)
od
od
forall (u,v) € E do
if d(v) > d(u) + w(u,v) then return "NE” fi
od
return "ANO”

Casova slozitost O(|V] - |E|)

Lemma Pro graf G = (V, E) s po¢tem vrcholu s, cenou w : E — R, ve kterém
neni zaporny cyklus dosazitelny z s, skonéi algoritmus Bellman-Ford tak, ze plati
d(v) = (s, v) pro vSechny vrcholy v dosaZitelné z s.

Diikaz(Idea) Indukci podle po¢tu vnégjsich cykla. Po i-tém cyklu jsou mi-
nimalni cesty délky ¢ spravné spocitany.

Zaporné cykly se projevi jako zaporné ¢islo na diagonéle.

9.5.3 Floyd-Warshalluv algoritmus

Resi problém nalézt §(u,v) pro kazdé u,v € V.

Idea 0y(i,j) = délka nejkratsi cesty z ¢ do j, jejiz vSechny vnitin{ vrcholy jsou
v mnoziné {1,2,...,k}.

5ui, j) = w(t, j) pro k=0
FOI) = mind{0r-1(i, §), 0r—1(i, k) + 66—1(k, j)}  pro k>0

Vstup Orientovany graf G = (V, E), nezédporné ohodnoceni hran w : £ — R
(v matici).

Vystup Matice D;; = 0(4,j), II;; = pfedchiidce vrcholu j na nejkratsi cesté
z i do j.

Algoritmus
function fw(QG)
fori:=1tondo
for j:=1tondo
Hi’j = nil
if ¢ = j then Di,j =0
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else if (i,j) ¢ E then D, ; := o0
else D, ; == w(i,j); IL; ; :==1
fi
od
od
for k:=1tondo
fori:=1tondo
for j:=1tondo
if Di,k + Dk’j < Di’j then
Di,j = Di,k + Dk’j
Hi,j = de‘
fi
od
od
od

Casova slozitost O(n?), pamétova O(n?)

9.6 Algoritmy nasobeni matic

Postupujeme indukci podle po¢tu hran na nejkratsi cesté. Definujeme df'j =minimalni
cena cesty z ¢ do j s nejvySe k hranami, kde pro hodnotu & plati

df; =0 i=j
k=1: df‘j =w(i,j) pokud hrana (i,j) existuje
dfj =00 jinak

- cdF = min{d*~! mi k=1 NV = mi k=1 '
k—1—k:df =min{d; ’1I§nll£n{d” +w(l,7)}} 1I§nll£n{d” +w(l, 7))},
protoze w(j,j) = 0.

Hodnoty dfj jsou v matici D®), hodnoty w(i, ) v matici W. Potom D*+1) =
D®) @ W, kde pro maticové nasobeni ® pouzivame skalarni soucin, v némz je

e nasobeni nahrazeno s¢itanim
e séitani nahrazeno minimem.

Pokud v G nejsou zaporné cykly, potom je kazd4 nejkratsi cesta jednoduchd (t;j.
bez cykli), tedy kazda nejkratsi cesta mé nejvyse n — 1 hran, D=1 = p(n) —
DH) = =D.

Pomala verze algoritmu n — 2 maticovych nasobeni ® fadu n, slozitost

(n—2)-0(n3) = 0(n?).

Rychla verze algoritmu VyuZijeme asociativitu operace ® a poc¢itdme pouze
mocniny, [logn] nésobeni, slozitost [logn] - ©(n?) = ©(n®logn).
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Poznamka Pro ® nelze pouzit rychlé nasobeni matic (Strassentiv algorit-
mus).

Algoritmy lze adaptovat na tranzitivni uzévér grafu. Pro G = (V, E), je G* =
(V, E*) tranzitivni uzévér G, kde E* = {(i, j)|existuje cesta z i do j v G}. Kon-
struovana matice dosazitelnosti obsahuje boolovské hodnoty (nebo 0-1) a pou-
zivaji se boolovské operace.

Algoritmy pro vSechny cesty lze ziskat n-nidsobnym spusténim (pro V vrcholy)
algoritmi pro nejkratsi cesty z 1 zdroje (Dijkstra, kritickd cesta).
9.7 Extremalni cesty v acyklickém grafu

Z jednoho vrcholu s nalézt cesty do ostatnich, tedy tloha 2. Nejkratsi cesta je
vzdy dobie definovand, protoZe i kdyz se vyskytuji zdporné hrany, neexistuji
zaporné cykly.

Idea Vyuzijeme topologické usporadani vrchola

9.7.1 Nejkratsi cesta v acyklickém grafu
Vstup Acyklicky orientovany graf G = (V,E), w: E - R, s € V.

Vystup d(v) = d(s,v), m(v) pro Vv € V.

Algoritmus
topologicky usporadat vrcholy G
initialize(G, s)
for kazdy vrchol u v poradi topologického usporadani do
forall v € neighbours(u) do
releaseedge(u,v)
od
od

Casova slozitost ©O(|V| + |E|), protoze
e topologické uspotradani — O(|V| + |E|)
e zpracovani vrchol v cyklu — kazdy jednou v O(1)

e zpracovani hran ve vnitinim cyklu — kazda jednou, pfi zpracovani poca-
te¢niho vrcholu hrany, vlastni zpracovani O(1) (na rozdil od Dijsktrova
algoritmu)

9.8 PERT-kritické cesty

”Program evaluation and review technique”.
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Problém Je ddna mnozina tloh a délka vykonavani kazdé z nich. Nékteré
dvojice tloh mohou na sobé zaviset, tzn. jedna tloha musi skoncit diiv nez
druhd zacne. Cilem je ziskat nejkratsi c¢as, ve kterém mohou vSechny tlohy
skon¢it.

Reprezentace Hrany grafu odpovidaji tlohdm, ohodnoceni hran odpovida
¢asu trvani (vykondvani) dlohy. Pokud hrana (u,v) vstupuje do vrcholu v a
hrana (v,z) vystupuje z v, musi byt tloha (u,v) dokoncena pfed vykondnim
tlohy (v, x). Graf je DAG. Cesta reprezentuje tlohy, které se musi vykonat v
ur¢itém potadi.

Kriticka cesta je nejdelsi cesta v grafu. Odpovida nejdelsimu ¢asu pro vykonani
usporadané posloupnosti tloh. Cena kritické cesty je dolni odhad pro celkovy
¢as vykonani vsech tuloh.

Algoritmus nalezeni kritické cesty

1. znegovani cen hran a hledani nejkratsi cesty

2. hleddnim nejdelsi cesty v DAG (zména oo na —oo v inicializaci a > na <
v uvolnéni)

Pro¢ je bod 2 v DAG mozny? Plati princip optimality — libovolné ¢ast nejdelsi

cesty je opét nejdelsi.

Implementace Nulové hrany pro zavislosti. Prirozenéjsi reprezentaci je ze
tlohy jsou vrcholy, hrany odpovidaji zavislostem — hrana (u,v) znamené, Ze se
u vykonava pred v.

9.9 Minimalni kostra grafu

Vstup Souvisly graf G = (V, E) s hranovym ohodnocenim w : E — R.
Kostra Podgraf T spliwujici V(T') = V, ktery je stromem.

Minimalni kostra Minimalizuje w(7T) = Z w(e).

9.9.1 Kruskalav algoritmus

uspofadej hrany z E tak, aby w(e1) < w(ez) < ... < w(ey,)
E(T):=0
1:=1
while |[E(T)| < |V|—1do
if E(T) U {e;} neobsahuje kruznici then
pridej e; do E(T)
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fi
++
od

Casova slozitost Ttidéni hran m4 slozitost O(|E|-log |E|) (=O(|E|-log|V])),
zpracovani hrany pfi vhodné reprezentaci méa slozitost < O(log|F|), tzv. union-
find (faktorovd mnozina komponent).

Datova struktura Ke kazdé komponenté si pamatujeme reprezentanta (vr-
chol) v poli velikosti |V| anebo pomoci pointeri.

Pomocné operace
function unificate(u,v)
Ty = find(u)

ry = find(v)
representative(ry) := rp

function find(u)
projde reprezentany od u

Pii testovani hrany zjistujeme, zda reprezentanti koncovych vrcholi jsou stejné
(konce jsou ve stejné komponenté). Slozitost operace je rovna hloubce stromu
reprezentantii. Pokud v (1) pfipojujeme mensi komponentu k vétsi, dostaneme
hloubku O(logn), kde n je velikost komponenty.

Idea vybirani hran Postupné pfidavame hrany do mnoZiny E(T) tak, Ze
E(T) je v kazdém okamziku podmnozinou néjaké miniméalni kostry.

Definice Rozklad mnoziny vrchola na dvé ¢asti (S, V'\S) se nazyva fez. Hranu
(u,v) € E kif# fez (S,V '\ 9), pokud |{(u,v)} N S| = 1. Rez respektuje mnozinu
hran A, pokud Zadna hrana z A nekfizi dany fez. Hrana kfizici fez se nazyva

lehkd hrana (pro dany fez), pokud jeji vaha je nejmensi ze vSech hran kiizicich
fez.

Definice Necht je mnozina hran A podmnozinou néjaké minimdlni kostry.
Hrana e € F se nazyva bezpecnd pro A, pokud také A U {e} je podmnoZinou
néjaké minimalni kostry.

Véta Necht G = (V, E) je souvisly, neorientovany graf s vahovou funkei w :
E — R, necht A C F je podmnozinou néjaké minimalni kostry a necht (S, V'\ 5)
je libovolny fez, ktery respektuje A. Potom pokud je hrana (u,v) € E lehké pro
fez (S,V '\ 9), tak je bezpecna pro A.
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Dutikaz Necht T je miniméalni kostra, kterd obsahuje A a nebsahuje lehkou
hranu (u, v). Zkonstruujeme 7" — minimélni kostru, kterd obsahuje AU {(u,v)}.
Hrana (u,v) v T uzavird cyklus. Vrcholy u a v jsou v opaénych stranach fezu
protoZe fez respektuje A. Odstranéni (x,y) z T ji rozdéli na dvé komponenty
a pridani (u,v) opét spoji a vytvoii T/ = T\ {(z,y)} U {(u,v)}. Protoze (u,v)
je lehkd pro (S,V '\ S) a (x,y) kifzi tento fez, plati w(u,v) < w(z,y), proto
w(T") = w(T)—w(z,y)+w(u,v) <w(T), odkud 7" je minimdlni kostra. Protoze
AU{(u,v)} €T’ je (u,v) bezpeéna pro A.

Dusledek Necht G = (V, E) je souvisly orientovany graf s vahovou funkci
w: E — R, necht A C F je podmnoZinou néjaké minimalni kostry a necht
C' je souvisld komponenta (strom) podgrafu zadaného mnozinou A. Pokud je
(u,v) € E hrana s minimalni vahou spojujici C' s jingmi komponentami grafu
E 4 zadaného mnoZinou A, potom (u,v) je bezpecna pro A.

Ditkaz Rez (C,V \ C) respektuje A a (u,v) je lehka hrana pro tento fez.

9.9.2 Jarnikuv, Primuav algoritmus

forallv eV do
key(v):=o0
od
key(s) :=
7(s) := nil
Q:=V
while Q # () do
u := deletemin(Q)
forall v € neighbours(u),v € @ do
if w(u,v) < key(v) then
m(v) == u
key(v) == w(u,v)®

Casova slozitost O(|E| - log|V|) pomoci bindrni haldy. Postaveni haldy ma
slozitost O(|V]), operace deletemin ma slozitost |V|-O(log |V]), operace lowerkey ™)
ma slozitost | E|-O(log |V]). P¥i pouziti Fibonacciho haldy méa operace lowerkey )
slozitost |E|-O(1) (amortizovanou), celkem tedy O(|E|+ |V |log|V|). Pfi repre-
zentaci v poli je slozitost ©(|V]2).

10 Hladovy algoritmus

Motivaéni priklad Obnos o nominélni hodnoté v rozménit na minimalni
pocet minci o denominacich 1, 5, 10, 25.

Primocaré reSeni VyzkouSet vSechny moznosti.
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Efektivni algoritmus V kaZdém kroku zvolime minci. O maximéalni de-
nominaci, jejiz hodnota < nez obnos, ktery zbyva rozménit.

Dostaneme vidy optimalni feSeni? PFi varianté denominace 1, 3, 4, 5,
nejde obnos 7 ménit hladové.

Obecny popis hladovych algoritmiéi Resime optimalizaéni problém ve kte-
rém hleddme maximum /minimum né&jaké veli¢iny. Typickou strategii je, Ze FeSeni
budujeme v posloupnosti kroki. V kazdém stavu je konecné mnoho pokracovani.
Hladovy algoritmus voli tu moznost, kterd se v daném stavu jevi jako nejlepsi.
Volba lokalnich optim nas privede ke globalnimu optimu.

10.1 Hladovy algoritmus pro planovani uloh

Vstup Mnozina tloh S = {1,...,n}, tloha ¢ probihd v ¢ase (z;, k;).

Vystup M C S, s maximalni hodnotou |M| spliujici 4,5 € M, i # j =
(i, ki) N (2, k;) = 0 (tj. Glohy se nepfekryvaji).

Algoritmus
function plan
usporadej prvky S tak, aby k1 < ko < ... <k,
M = {1}
j=1
fori:=2tondo
if z; > k; then

M = M n{i}
Ji=1
fi
od
return M

Dukaz korektnosti V kazdém kroku hladového algoritmu existuje opti-
malni feSeni M* takové, ze M C M*.
M := {1} Bud M* libovolné optimalni feseni. Bud v € M* tiloha s minimalnim
ky. Pak M*\ {u} U {1} je taky optimalni feseni (k1 < k, = dulohy se
nepiekryvaji).

M :={1,...,z+ 1} Pfedpokladdejme, ze 3 optimalni feSeni M* D {1,...,i}.
Pak M*\ {1,...,4} je optimalni feSeni problému planovani pro mnozinu
tloh S = {u € S|z, > k;}.

Varovani Modifikace planovéani tloh, pii které se vybira tloha neptekryvajici
se s jiz vybranymi a trvajici nejkratsi dobu nedava spravné vysledky, tedy ne

kazdy hladovy vybér je spravny.
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10.2 Charakterizace problémi které lze resit hladovym al-
goritmem

Obecny popis neni znam.

10.2.1 Pravidlo hladového vybéru

Ke globalné optimalnimu feSeni se dostaneme lokalné optimalnim (hladovym)
krokem (na rozdil od dynamického programovani nebere do tvahy feSeni pod-
problémi).

Bud S mnozina tloh, u tloha, kterd skonéi nejdiive. Pak 3 optimélni feSeni
M C S takové, ze u € M.

Optimalni podstruktura

Optimalni feSeni problému obsahuje optimalni feseni podproblém.
Bud v tloha v optimélnim FeSeni M, kterd skonéi nejdiive. Pak M \ {u} je
optimdlni feSeni pro S = {i € S|z; > k,}.

10.3 Huffmanuv kéd

Autorem Hufmanova kédu je David Hufman (1951). Huffmantv kéd je optiméalni
prefixoy kdd.

Aplikace Komprese dat, tedy jejich kédovani s cilem zmensit jejich objem.
Data musi byt mozno obnovit dekédovacim algoritmem. V piipadé bezztratové
komprese musi byt obnovend data identicka.

Kéd pro vstupni abecedu A; a vystupni abecedu Az je funkce f: Ay — Aj.

Prefixovy kéd Zadné kédované slovo neni predponou jiného kédového slova
(1ze ho tedy jednozna¢né dekédovat). Kazdy prefixovy kéd lze zndzornit binar-
nim stromem (tzv. prefixovym stromem).

Situace Je dana abeceda A a slovo s nad touto abecedou. Pro kazdy znak
z € A zname jeho Cetnost f(z) = pocet vyskytl znaku z v slové s.
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Pozorovani V optimélnim prefixovém kédu musi mit znaky s vétsi ¢etnosti
stejné dlouha a nebo kratsi kédova slova nez znaky s mensi Cetnosti. Pro li-
bovolné dva znaky s nejmensimi ¢etnostmi existuje optiméalni prefixovy kéd, v
némz maji tyto znaky kédova slova o stejné délce, ktera se lisi pouze v poslednim
bitu.

10.3.1 Algoritmus konstrukce
vstup Mnozina znakt M, ¢etnost f(a) (f(z) # 0 pro Vz € M).

Vystup Prefixovy strom (imlicitné reprezentujici kéd).
Datové struktury Prioritni fronta F', kli¢em prvku je jeho ¢etnost f(x).

Algoritmus

function tree

F=M

fori:=n—1do
vytvor novy vrchol v
x := leftson(v) := extractminimum(F)
y = rightson(v) := extractminimum(F)
F(v) = f(z) + £(y)
insert(F,v)

od

return extractminimum(F)

s € A*, T prefixovy strom pro s, Vz € A necht f(z) je etnost (pocet vyskyti)
z ve slové s, dr(l) je hloubka listu | ve stromé T (délka cesty z kofene do
1), pak dr(z) = délka kédového slova znaku z a cena stromu T je B(T) =
Z f(2)-dr(z). B(T) je délka kédu slova s.

zEA

Lemma 0 Pokud prefixovy strom T (|[V(T)| > 2) obsahuje vrchol s pravé
jednim synem, pak T neni optimalni.

Lemma 1 (hladovy vybér) Bud ddna abeceda A s ¢etnostmi f(z) pro kazdy
znak z € A. Budté x,y € A znaky s nejnizsimi ¢etnostmi. Pak existuje optimélni
prefixovy strom T pro A a f, v némz jsou x, y listy maximéalni hloubky a z je
bratrem .

Lemma 2 (optimalni podstruktura) Bud T optimalni prefixovy strom
pro abecedu A s Cetnostmi f(z), pro kazdy znak z € A. Budté z, y listy v T’
a z jejich otec. Pak T = T\ {x,y} je optimdlni prefixovy strom pro abecedu

A" = A\{z,y} U{z}, kde f(2) = f(z) + f(y).
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11 Metoda rozdé€l a panuj (Divide et impera)

Metoda pro navrh (rekurzivnich) algoritmi.
e malé (nedélitelné) zadani vyfesime pfimo, jinak
e Ulohu rozdélime na nékolik podiuloh stejného typu ale mensiho rozsahu
e vyfesime podulohy, rekurzivné

e slouc¢ime ziskand feSeni na feSeni ptivodni tlohy

11.1 Analyza slozitosti

T'(n) je ¢as zpracovani ulohy velikosti n, pro n < ¢ pfedpoklddame T'(n) = ©(1).
D(n) je ¢as na rozdéleni tlohy velikosti n na a poduloh (stejné) velikosti n/c +
¢as na slouceni feSeni poduloh. Dostdvame rekurentni rovnice

T(n)=a-T(n/c)+ D(n) pron >c¢, T(n) =06(1) pron < c.

Priklad Tridéni algoritmem Mergesort.

ai ...an/2 an/2+1...an
—_——— —o—

Mergesort Mergesort

merge

Dvé (a = 2) rekurzivni podalohy polovi¢ni velikosti (¢ = 2). Déleni sudé-licha
mé slozitost O(n), prvni/drubd polovina (v poli) O(1). Slouceni ma slozitost
O(n), celkem D(n) = O(n).

Vysledna rovnice ma tvar

T(n)=2-T(n/2)+ O(n)
——

dekompozice, syntéza

PouzZivame zjednoduseni
e piedpoklad T'(n) = O(1) pron < ¢
e zanedbavame celodiselnost, piSeme pouze n/2 namisto |[n/2| a [n/2]
e feSeni nas zajimaji pouze asymptoticky, pouzivame asymptotickou notaci

uz v zapisu rekurentni rovnice

11.2 Substituéni metoda

Uhéadneme asymptoticky spravné reseni. Dokazeme, typicky indukci, spravnost
odhadu (zv14$t pro dolni a horni odhad). Castou chybou je, Ze odhady v indukci
musi vyjit se stejnou asymptotickou konstantou jako v indukénim predpokladu.
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Dikaz (sloZitosti algoritmu Mergesort)
T(n)=2-T(n/2)+ O(n)
T(n) = O(nlogn), Ing Vn > ng, Jci,c2, 0 < cinlogn < T'(n) < canlogn
Dolni odhad
T(n/2) > e1(n/2) log /2
T(n)=2-T(n/2)+bn > 2~clglogg +bn =

=cn(logn —1)+bn=cinlogn+ (b —c1)n > cinlogn
——

>0

¢, = min(cy,b)
Horni odhad
T(n/2) < ca(n/2)logn/2
T(n)=2-T(n/2)+bn < 2.C2glogg b=
= canlogn — 1) +bn = canlogn + (b — cz) n < conlogn
N——

<0

cy = maz(cz,b)

11.3 Master theorem

Necht a > 1, ¢ > 1, d > 0 jsou redlna ¢isla a necht 7' : N — N je neklesajici
funkce takova, Ze pro vSechna n ve tvaru ¢*, pro k € N, plati

T(n)=a-T(n/c)+ F(n),

kde pro funkci F': N — N plati

Ozna¢me = = log, a. Potom
1. pokud a < c?, tj. z < d, potom T(n) = O(n?)
2. pokud a = ¢?, tj. x = d, potom T'(n) = O(n? - log,.n)

3. pokud a > ¢?, tj. x > d, potom T'(n) = O(n®)
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Priklady
e Mergesort: T'(n) =2-T(n/2) + O(n) = T(n) = O(nlogn)

e bindrni vyhledédvani v utfidéném poli: T'(n) = 1-T(n/2)+O(1) = T(n) =

O(logn)

e nasobeni dlouhjch éisel — klasické: T'(n) = 4-T(n/2) + O(n) = T(n) =
O(n?)

e nasobeni dlouhych ¢isel — rychlé: T'(n) = 3-T(n/2) + O(n) = T'(n) =
O(nlog 3)

e nisobeni matic — klasické: T'(n) = 8 - T'(n/2) + O(n?) = T(n) = O(n?3)
e kresleni fraktalni kiivky: T'(n) = 4 - T(n/2) + O(1) = T(n) = O(n'°8:4)
e hledani medidnu: T'(n) = T(n/5) + T(7n/10) + O(n) = T(n) = O(n)
substitu¢ni metodou
Dukaz
T(n)=a-T(n/c)+ F(n)
——
O(nd)
Je,ng, Vn > ng F(n) < en?
dm, ™ >ng = Vk>m F(ck) < echd

b= maz{T(c™),ec™}

1. pro a < c? plati:
d

Sp < s= = konstanta

ct—a
T(n) < konstanta - c*¢ = O(n)
2. pro a = c¢? plati:

S — k
T(n) < konstanta - c*k = O(n? - log, n)
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3. pro a > c? plati:

cd

T'(n) < konstanta - chkd (

ak
s < = konstanta, - (—d)
ol

ak
—d) = konstanta - c(F198: @) = O(plog. @)
c

11.4 Nasobeni binarnich ¢isel

n

z=[x [ x2 |

y=|y1 |}’2 |

r=x1 2"+ x9, y=1y1 2" + yo plicemz m =n div 2
x.y:;];l.y1.2m+(x1.y2+x2.y1).2m+x2.y2

T(n)=4-T(n/2)+ O(n), n =2% = T(n) = O(nl°92*) = O(n?)
Master theorem a=4,c=2,d=1,a> c’
Idea zlepSeni slozitosti je zmensit a.

u=(z1+22) (Y1 +42), v=214y1, w=22+y2
xy=z=v-2"+u—-v—w) 2" 4w

T(n)=3-T(n/2)+ O(n) = T(n)=0(n'¢23) = O(n'*?)
Master theorem a=3,c=2,d=1.

Obecné 1 + x2 a y1 + y2 mohou byt o 1 bit delsi nez n/2 coz oSetfime
rozborem piipadt.

11.5 Nasobeni ¢tvercovych matic

Ulohou je pro dané 2 matice A, B fadu n x n spoéitat C = A® B, fadu n x n.

11.5.1 Klasicky

Klasicky algoritmus m4 slozitost n3, po¢itdme n? skaldrnich soucinti délky n.

11.5.2 Rozdél a panuj

Ptedpokladejme Ze n je mocnina &sla 2, tj. 3k, n = 2*. Potom vstupni matice
mizeme délit na 4 matice poloviéniho fadu (az do matic 1 x 1).
Pouzijeme metodu rozdél a panuj.
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A A B Bio Cn Ch2
< A1 Az > < Bs1 Bao > < Co1 Ca >
Ci1 =A1 ®B11 @ A12 ® B
Cia = A11 ® Bi2 @ A12 ® Bas

Co1 = A2 ® B11 @ Az ® Boy
Caz = Az ® B12 ® Az ® B

Pocet maticovych operaci na maticich fadu n/2 je 8 ndsobeni ® a 4 s¢itani @ (a
pomocné operace). Pocet s¢itani realnych ¢isel v maticovém séitani 4(n/2)? =
n?. Vysla rovnice

T(n) =8-T(n/2) + O(n?)

Master theorem a =8, ¢ = 2, log,a = 3, d = 2, plati T'(n) = O(n?), tj.
asymptoticky stejné jako klasicky algoritmus.

Ke snizeni slozitosti je potfeba snizit a = 8 a zachovat (nebo mirné zvysit)
d=2.

11.5.3 Strassenuv algoritmus nasobeni matic

Pouziva pouze 7 nasobeni matic fadu n/2.
M = (A12 © Az2) ® (Ba1 @ B22)

My = (A11 @ Azz) ® (B11 @ B22)
Ms = (A1 © A21) @ (B11 @ Bi2)
My = (A11 © A12) ® Bas

My = A1 ® (B12 © Bag)
Mg = A2z ® (B21 © B11)
M7 = (A21 @ Azo) ® B1y

Spocitame vysledné submatice.
C11 =M, © My © My ® Mg
Ci2 = My ® Ms
Co1 = Mg @ My
Caz = My © M3 ® M5 © My

Pocet operaci nad maticemi fadu n/2 je 7 ndsobeni ® a celkem 18 séitani @ a
odcitani ©. Slozitost
T(n) =7-T(n/2) + O(n?)

Master theorem a=7,¢=2 log,a=7=ux,d=2,tedy T(n) = O(n*) =
O(n>81).

Praktické pouZiti pro husté matice fadu n > 45 (vétsi asymptotickd konstanta
nez u klasického nésobeni).
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Poznamka Strasseniv algoritmus pouZziva odéitani, tj. inverzni prvky vzhle-
dem ke s¢itani, tedy pracuje nad (matici) okruhem (s operaci + a x). Proto
nejde pouZit pro pocitdni minimdlnich cest (s operaci min a +) ani pro boo-
lovské matice (s operacemi and a or). Ale lze ho pouzit na 0-1 matice (misto
boolovskych) pro vypodet tranzitivniho tzavéru grafu kde 0 reprezentuje false,
kladné cislo true.

Bi1 Bo1 B2 B

An .
TR
Aps . : : : M, =
Aoy . : : : S
Az '
+ + + o
Mp=| e
+ + -
M= N M= '
Me=| Mi=|
-+ +
+ +
Cii= Cia=
Cu=| . . . Coo= +
+ +

11.6 Quicksort

function quicksort(M)

if |M]| > 1 then
pivot := libovolny prvek z M
My = {m|m < pivot}
My := {m|m > pivot} \ {pivot}
quicksort(My)
quicksort(Ms)

fi

Analyza slozitosti



Tn)=1+n+T(n—k)+T(k—1), pivot je k-ty
V nejlepsim piipadé kdy k = n/2 je
T(n)=2-T(n/2)4+0(n) = T(n)=0(nlogn).
V nejhorsi piipadé kdy k =1 (k = n) je
T(n)=1+n+T(n—1) = T(n)=0(n?).
Predpoklady o pravdépodobnostnim rozloZeni Vstupni permutaci ¢isel
1...n, vSechny se stejnou pravdépodobnosti, z toho vyplyva Ze pivot = k se

stejnou pravdépodobnosti. P¥i vytvoreni posloupnosti M; a My potFebujeme
zarucit, ze jsou to ndhodné permutace vhodnou volbou algoritmu.

Ocekavana doba vypoctu

ET(0) = ET(1) =0

ET(n) = (n+1+ET(k—1)+ET(n—k))-%,n22
k=1
2 n—1
ET(n):1+n+ﬁ-ZET(k)
k=0
n-+2
<ET(n+1) =2+ 1 ET(n))
- n+1
ET(n):ZZ- T ~2(n+1)log(n+1) = O(nlogn)

n
1
Pouzivame vztah pro harmonicka ¢isla M,, = E = &~ logn. Analogicky vypocet
i
i=1
pro prumeérnou hloubku binarniho stromu.

11.6.1 Randomizovany Quicksort

Problém pevného vybéru pivota Urdité vstupni posloupnosti se t¥idi v
¢ase O(n?). Pokud se nevhodné posloupnosti vyskytuji s vétsi pravdépodobnosti,
pak se ofekdvany ¢as miize blizit O(n?).

Reseni Volani pivota ndhodné. Pro kazdou vstupni posloupnost ma algo-
ritmus oéekdvanou slozitost O(nlogn) (poéitame jako prameér ¢éasi dosazenych
pfi vSech volbach délicich bodi).

Zavér Pro randomizovany Quicksort neexistuji §patné vstupy, ale pro kon-
krétn{ vstp mizeme zvolit Spatné pivoty (Spatnd volba vzdy existuje), kdy doba

vypodtu je O(n?).
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12 Dolni odhad tiidéni zaloZeného na porovna-
vani prvkiu
Rozhodovaci strom Reprezentuje porovnavani vykonand pfi béhu t¥idiciho
algoritmu (na aq,...ay,)
e vnitini uzly oznacené a; : a; (a; < aj, a; > a;), prol <i,j<n

e listy oznacené permutaci (7 (1), 7(2), ..., m(n)) odpovidaji vysledku a,(1) <
ar2) < -0 < lg(p)

Béh algoritmu odpovida cesté z kotene do listu. V listech se musi objevit vSech n!
permutaci (pokud se neobjevi néjaka permutace, jsme schopni piedlozit inverzni
permutaci na vstup a algoritmus ji nedokéze utfidit).

Insertsort, n=3

aj : as
j/ \>
as,: a3 ay: as
> S/ \>
a3 (2,1,3) agz: as
S/ \> S/ \>
3 3

(1,3,2) (3,1,2) (2,3,1) (3,2,1)
Véta Libovolny rozhodovaci strom pro n prvki mé vysku Q(nlogn).

Dutkaz Pro hloubku h stromu plati n! < 2", protoze 2" je maximalni podet
listd. Odkud zlogaritmovanim h > logn!.
n
>
=(3)7)

Pl 1
h >logn! > log (g) * > glog (g) = gn(logn —1)=Q(nlogn)

w3

(Odhad faktoridlu: n! >n-(n—1)-...-2>n-(n—1)-..

MI:

Dusledek Heapsort, Mergesort (a Quicksort v primérném piipadé) jsou op-
timalni algoritmy.

12.1 Linearni tfidici algoritmy

12.1.1 Radixsort

Ttidime podle jedné cifry (1 sloupce) do p pfihraddek (p = 10 pro deciméalni

cifry) a posklddame za sebe.

Pozorovani Pokud byly pfihrddky utfidény podle méné vyznamnych cifer a
tfidéni bylo stabilni, mame utfidénou posloupnost.
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Algoritmus Pro d-mistna cisla.
function radizsort(M)
fori:=1toddo

utiid stabilnim t¥{dénim podle i-té cifry
od

Slozitost O(d- (n+ p)), d se pfedpokladd konstantni.

12.1.2 Countingsort
Pro pfirozend éisla v rozsahu 1,..., k. Pomocna pamét pro pole C velikosti k
coz je pole vysledk.
Idea
e pii prvnim prichodu do pole C ulozime pocet vyskyt vstupnich ¢isel

e projdeme pole C' a sec¢itdme odspodu pocet vyskyti mensich a rovnych
¢isel (tj. rozmisténi ve vysledku)

e pii druhém priichodu ulozime vstupni ¢islo « na C'(z)-té misto B a dekre-
mentujeme C(x)

Slozitost O(k + n), pamét O(k + n), predpokladdme k = O(n).

13 LUP dekompozice

Definice Matice je dvourozmérné pole prvka. Matice A = (a;;) o rozmérech
m X n ma m Ffadkl a n sloupct. Pokud jsou prvky z mnoziny S, potom mnozinu
matic oznac¢ujeme S™*".

A= ai; a2 ais _ 1 2 3
a21 G22 A23 4 5 6
e transponovana matice A7 vznikne v§ménou sloupcti a Fadkd matice A4, tj.
matice AT = (a;5)

e nulovd matice mé vSechny prvky 0, rozmeéry matice lze obvykle uréit z
kontextu

e vektory jsou sloupcové matice n x 1 (fddkové ziskdme transpozici)
e jednotkovy vektor e; je vektor, ktery ma i-ty prvek 1 a vSechny ostatni 0

e Ctvercova matice n X n se objevuje Casto, specidlni pripady ¢tvercovych
matic jsou

— diagonalni matice ma a;; = 0 pro i # j
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— jednotkova matice I, rozmériu n X n je diagonalni matice s jednic-
kami na thlopficce, sloupce jsou jednotkové vektory e;, piSeme I bez
indexu, pokud lze rozméry odvodit z kontextu

horni trojahelnikova matice U mé u;; = 0 pro ¢ > j (hodnoty pod diagona-
lou jsou 0), jednotkova horni trojihelnikova matice ma navic na diagonéle
pouze jednicky

dolni trojuhelnikova matice L ma I;; = 0 pro ¢ < j (hodnoty pod diagona-
lou jsou 0), jednotkové dolni trojihelnikova matice méa navic na diagonéle
pouze jednicky

permutacni matice P ma pravé jednu 1 v kazdém radku a sloupci a 0 jinde,
nazev permutacni pochazi z toho, ze nasobeni vektoru x permutacni matici
permutuje (pfehaze) prvky z.

symetricks matice A spliiuje A = AT

inverzni matice k n x n matici A je matice rozmért n x n, oznacovanid A~!
(pokud existuje), takové ze plati AA~! = I, = A~1 A, matice kter4 nema
inverzni matici, se nazyva singuldrni (nebo neinvertovatelna), jinak se na-
zyva nesingularni (nebo invertovatelnd); inverze matice, pokud existuje je
jednoznacna

13.1 Reseni soustav linearnich rovnic pomoci LUP de-

kompozice

Méame soustavu rovnic Az = b, tj. pro A = (a;;), = (z;) a b= (b;)

a1y + a12x2 4+ ... + apxrn, = b
as1r1 + asrys + ... + agpTn, = b
An1T1 + GnaTos + ... + GunTn = by

Pro dané A a b hleddme Feseni = soustavy. Reseni mtze byt i nékolik (mélo
urcend soustava) nebo zadné (pfeurcend soustava).

Pokud je A nesingularni, existuje A~! az = A~1b, protoze x = A~ Ax = A~ 'b.
Reseni z je potom jediné.

13.1.

1 Mozna metoda reseni

Spocitame A~! a nasledné x. Ale tento postup je numericky nestabilni, tj. za-
okrouhlovaci chyby se kumuluji pfi praci s pocitacovou reprezentaci redlnych

Cisel.
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13.1.2 Metoda LUP

Pro A najdeme tfi matice L, U, P rozméru n xn tzv. LUP dekompozici takovou,
7e PA= LU, kde

e [ je jednotkova dolni trojihelnikova matice
e U je horni trojuhelnikova matice
e P je permutac¢ni matice

Soustava PAx = Pb odpovida piehozeni rovnic. Pouzitim dekompozice mame
LUzx = Pb a fe§ime trojihelnikové soustavy. Oznaé¢me y = Uz. Resime Ly = Pb
pro neznamy vektor y metodou dopfedné substituce a potom pro znamé y reSime
Uz = y pro x metodou zpétné substituce. Vektor = je hledané feSeni, protoze
P je invertovatelnd a Az = P"1LUx = P~'Pb=b.

Dopiedna substituce Resi dolni trojihelnikovou soustavu v éase ©(n?) pro
dané L, P, b.

Oznacme ¢ = Pb permutaci vektoru b, ¢; = br(;). Resens soustava Ly = Pb je
soustava rovnic

Y1 =
loiyn + Y2 = C2
Is1y1 +  s2y2 + Y3 = cC3
loayn + laoy2 + lLuzys + ... + yp = ¢y

Hodnotu y; zname z prvni rovnice a muzeme ji dosadit do druhé. Dostavame
Y2 = c2 — l21y1.

Obecné dosadime y1,¥y2,...,y;—1 dopfedu” do i-té rovnice a dostaneme y;
i—1
yi=ci— Y _Lijy;.
=1

Zpétna substituce Je podobna dopredné substituci a fesi horni trojihelni-
kovou soustavu v ¢ase ©(n?) pro dané soustavy

%111+ U122 + ... + Ul n—1Tp—1 + UinTp = Y1
U222 + ... + U2,n—1Tp—1 + UnTn = Y2
Un—1,n—1Tn—-1 + Un—1,nTn = Yn—-1

UnpnTn — Yn
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Resime postupné pro x,,T,_1,...,T1
Tn = yn/unmy

Tp—1 = (ynfl - unfl,nxn)/unfl,nfla

obecné

n
wi=yi— Y wizj | fui

j=i+1

Program feSeni LUP Piepisem vrozci. Permutacni matice P je reprezen-
tovana polem 7 velikosti n, kde 7(i) = j znamend, Ze i-ty fadek P obsahuje 1
v j-tém sloupci.

SloZitost ©(n?) celkem, pro dopfednou i pro zpétnou substituci. V obou pfi-
padech vnéjsi cyklus probihd vSechny proménné a vnitini cyklus pocitd sumu,
ktera prochéazi ¢ast radku.

13.1.3 Vypocéet LU dekompozice

Nejprve jednodussi pfipad, kdyz matice P chybi (tj. P = I,,).

Idea Gaussova eliminace, pfi které vhodné nasobky prvniho fadku pfi¢itame
k dalsim rfadktm tak, abychom odstranili z; z dalsich rovnic (koeficienty u x;
v prvnim sloupci budou nulové). Potom pokracujeme (rekurzivné) v dalsich
sloupcich, az vznikne horni trojihelnikovad matice, tj. U. Matice L vznika z
koeficientti, kterymi jsme nasobily radky.

7 matice A oddélime prvni fadek a sloupec, potom matici rozlozime na soudin.
Matice A’ je (n — 1) x (n — 1) matice, v sloupcovy vektor a w? tadkovy vektor
a souéin vw? je také (n — 1) x (n — 1) matice.

A= aill wT _ 1 0 ail ’LUT
v A v/a1r In-1 0 A —vw”/an

Podmatice A’ —vw” /a1, rozmérii (n—1) x (n—1) se nazyva Schuriv komplement
A vzhledem k aj;. Rekurzivné najdeme LU rozklad Schurova komplementu,
ktery je roven L'U’. S vyuzitim maticovych operaci odvodime

A— 1 0 aill wT
- v/an I'n,—l 0 A/ — va/an

1 0 ail wT o 1 0 ail wT _LU
v/a11 In,1 0 LIU/ o v/a11 LI 0 UI o

Matice L a U jsou jednotkova dolni trojuhelnikova matice a horni trojihelni-
kovéa matice, protoze L’ a U’ jsou pozadovaného tvaru.
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Program LU dekompozice Pfepisem vzorct (prevadi tail-rekurzivni struk-
turu na iteraci-cyklus).

SloZitost ©(n?), protoze poéitame n-krat Schuriiv komplement, ktery mé
O(k?) prvki pro k = 0,...,n — 1. Vypocet jedné trovné rekurze (tj. hlav-

n—1
nfho cyklu) trva ©(k?) a celkovy ¢as lze odhadnout Z k* = 0(n?).

k=0
Pokud a;; = 0, metoda nefunguje, protoze se déli nulou. Prvky, kterymi dé-
lime, nazyvame pivoty a jsou na diagonéle U. Zavedeni matice P ndm umoziiuje
se vyhnout déleni nulou (nebo malymi ¢isly kvili zaokrouhlovacim chybam) a
vybrat si v sloupci nenulovy prvek. Takovy musi existovat, pokud je matice
nesingularni.

Algoritmus
function lup(A)
n := rows(A)
fori:=1tondo
m(1) =1
od
fork:=1ton—14do
p:=20
fori:=k tondo
if |Ai| > p then

p = Al
k' =1
fi
od
od

if p = 0 then
return "singular matrix"
fi
exchange(rw(k), m(k'))
fori:=1tondo
exchange(Ag;, Axi)
od
fori:=k+1tondo
Api = Air [ Ak
for j:=k+1tondo
Ajj = Ay - A * Ay
od
od

Slozitost ©(n?)
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Implementaéni poznamky
e staci pocitat nenulové prvky
e obé matice muzeme ulozit "na misté”, pokud ukldddme pouze vyznamné
prvky, tj. nenulové a diagonalu U
13.1.4 Pocitani inverze pomoci LUP dekompozice

Pokud mame LUP rozklad matice A, dokazeme spocitat pro dané b feSeni Az = b
v ¢ase ©(n?). LUP rozklad totiZ nezavisi na b.

Rovnici tvaru AX = I, miuZeme povazovat za n ruznych soustav tvaru Az = b
pro b = e; a ¢ = X;, kde X; znamend i-tj sloupec X. Reseni kazdé soustavy
nam da sloupec matice X = A~1.

SloZitost Resime n soustav rovnic, kazdou v ¢ase ©(n?). Vypodet LUP de-
kompozice spotiebuje ¢as ©(n?), tedy celkem inverzi A~! matice A spoéitame
v case O(n?).

Souvislosti Lze ukézat zZe

CZ—‘inverze = @(Tnasobeni(n))v

tj. slozitost pocitani inverze je stejnéd jako nasobeni matic.
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