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Vyhledavani v textu

Ukol: V daném textu najit v3echny vyskyty zadanych textovych vzori
Kone¢ndabeceda: S={s1,S2 S3 ... Sn}

Slova (v abeced¢ S): Kone¢na posloupnost si, Sz, S3, ... Sn
MnoZinavéech slov: S’

Operace skl&dani: a=aja,... am

b:bl b2 bn
aa= dids... Anm bl bz bn
Prézné dovo: e ... jednotkovy prvek pro skladani

ae=ea=a "al S
al S jeptedpona (prefix) sovabl S, pokud$ul S:au=b
al S jevlastni predponasiovabi S, pokud aje predponab a zarovei a# b (nebo u # €)
aje pripona (sufix) slovab, pokud $ u: ua=b
délkadovaa [(@) ... pocet znaku

ZADANI:
- abecedaS
- prohleddvany text: SovoXx =S155S3... Spl S
- hledanévzory: K ={ys, V2, ... Y}
) Yp=1tp1... tpip) I(p) £ npro p=1..k
OTAZKA:
- ngjit vSechny vyskyty vzora z K ve slove X, tj. dvojice <i, yp>, kde y, je ptiponasi Sz ... S;

Naivni algoritmus

for p:=1to k do /'l pres vSechny vzory
for i :=1to n-1(k)+1 do /'l pres nobzné zacatky
j =0
while j < 1(p) and sj4 = tp 14 doO
j =) +1 I/ ~ porovnani 1 pisnena
od
if j =1(p) then Report(i, yp) fi
od /1~ hl&8eni vysl edku
od
[=1Q) +1(2) + ... +1(K) ... Soucet délek vzora

T(n, 1) — pocet krokt naivniho algoritmu pro rozméry vstupi n, |
Pro kazdé p = 1..k vykoname (n-I(p)+1) — krat vnitini while cyklus
Vykonani while cyklu v nghorSim piipadeé:

-2*1(p) +1 skokua (podminka)
- 1(p) prifazeni (telo)
-1(p) nepodminény skok  (zacykleni)

T(N, 1) 3 Spresp) (N-I(P)+1) * (41(p) + 1)) =4* | * n—4SI(P)?+3* | +k* n+k
34*% (1*n=1)=W(*n=1? - typicky n >> |



Metoda Aho — Corasickova (1975)

Zdroj neefektivity naivniho algoritmu — vzorky se porovnavaji samostatné
Idea: predzpracovani (kompilace) vzorku

Preklad: O(l)

Vyhledavani: O(n)

Celkem: T(n, I) = O(n+l)

ZlepSeni:
1. porovnavat naréz vice vzora
2. vstup prochézet jen jednou

K = {he, she, his, hers}
S ... latinska abeceda




Vyhledavaci stroj

pro abecedu S amnozinu slov K je ¢tverice M = (Q, g, f, out), kde
- Q={0, ..., g) jemnozinastavi
- g QxSaQE {"} jeptechodova funkce
o g(0,s)#" pro" s1 S
- f. Q& Qjezpetnafunkce f(0)=0
- out: Q &a P(K) jevystupni funkce

Zgimanas.
- konstrukce vyhledavaciho automatu
- adgoritmy 2 a3 ajgjich dozitost
vlastnosti zkonstruovaného automatu
jeho korektnost
slozitost algoritmu 1 (interpretace)

Korektnost automatu:
ProkazdéXx =s1S,S3... Sp1 S propresteni s;... s; vypiSe pravé ty dvojice<i, yp>, kdey,
jepiiponou Si... S;

Tii dulezité vlastnosti:

(A): KdyZ spojime stavy sag(s, s) hranou oznacenou symbolem s, dostaneme strom s
korenem O. Kazda cesta zacingjici v korenu je predponou néjakého vzoru z K. Naopak kazda
piedponavzorku z K popisuje cestu k néjakému stavu. Tato piedpona reprezentuje piislusny
stav. Hloubka d(s) stavu s je rovna dél ce reprezentujiciho slova. Plati d(g(s, s)) = d(s) + 1,
jestlizeje g(s, s) definované arazné od 0.

(B): Stroj mavlastnost (A) azéroven pro kazdy stav s reprezentovany slovem u je stav ()
reprezentovany nejdelSi vlastni priponou slovau, ktera je soucasné piredponou n¢jakého
vzorku z K. & pro s# 0 plati d(f(s)) < d(s)

(C): Stroj mavlastnost (A) azaroven pro kazdy stav s reprezentovany slovem u a kazdy vzor
y1 K plati, zeyT out(s) pravé kdyz y je ptiponou u.

Algoritmus 1 — interpret vyhledavaciho stroje
VSTUP: text X =$1S2S3... Spl S

vyhledavaci stroj M = (Q, g, f out) pro SaK ={ya, .. Y}
VY STUP: posloupnost dvojic <i, yp>, LEi£n, 1Ep £k

stav := 0;
for i :=11ton do
while g(stav, s;) =" do
stav : = f(stav)
od;
stav := g(stav, si);
for y 1 out(stav) do
Report (i, vy)
od;

od;



Priklad: ushers
reprezentace: <délka prectené c¢asti, stav>
<0,0>,u,<1,0>s,<2,3>h<3,4>¢e <4,5>-she, - he, <4, 2>, 1, <5, 8>, s, <6, 9>, - hers.

Lemma 1.1.:
Pokud mastroj M = (Q, g, f, out) vlasnost (B), potom je s vyjimkou naro¢nosti ohl&Seni
vysledku interpretovany v linearnim ¢ase, t.J. pro pocet kroku T(n) algoritmu 1 (s vyjimkou
rédku
for y T out(stav) do
Report (i, vy)
od;)
plati T(n) = O(n).

Opravnénost vyjimky:
- " Kkorektni automat hlasi vyskyty
- dternativa: zavid ost na poctu vyskyta

Diikaz:
Algoritmus je linearni mimo télo while — cyklu. Posloupnost stavii béhem vypoctu: s, S, ..
S;, kde sy = 0.
Oznatime pro i=0..z-1.
Gi ={j=0..i | 5+1 = 9(s;, s)} pocet dopiednych prechodi v hlavni cyklu.
Fi ={j=0..i | s+1 =f(5)} pocet zpétnych prechodi v téle while.
Zgimanas. |F,.1|, vime: |G,1| = n.
Doké&zeme: |F|+d(s) + 1 £ |G|
Indukci €  |Fza| +d(Sz1) + L£|Gzq|=n
|F21] £n-1 ... O(n)

Lemma 1.2:

Jestlize maM = (Q, g, f, out) vlastnost (B), potom se algoritmus 1 pro precteni pismenas;
nachazi ve stavé reprezentovanym nejdelSi piiponou slova si..s;, kterd je piedponou néjakého
vzorku z mnoziny K.

Dikaz: Indukci podlei
. stav reprezentovany piponou S..S;
- ...ngdesi

Lemma 1.3.:
Jestlize maM = (Q, g, f, out) vlasnosti (B) a (C), potom je korektni.

Diikaz:
Necht’ mvlastnosti (B) a(C). Chceme dokézat, Ze M pii interpretaci algoritmem 1 vyda po
precteni i-tého pismenaslovax = s;..S, pravé vSechny dvojice <i, yp>, kde y, je ptipona
S1..Sn. M je po piecteni s; ve stavu s reprezentovaném slovem v.
a) JestlizeM vyda<i, y,>, jey,l out(s) apodle (C) je ptiponou v. Podie L1.2 je
Vv pfiponou s;..Sp, tedy dvojice <i, yp> mélabyt vydana



b) JestlizeM mavydat <i, yp>, jey, ptiponousi..s,. PodleL1.2 jei ptiponou v a
vzhledem k vlastnosti (C) bude <i, y,> vydana dvojice

Algoritmus 2

Vyrobi Q, g apolotovar o pro out.

VSTUP: K ={ya,..yp} neprézdné, zS

VYSTUP: Q={0.0},0:Q SaQE{"}
0: Q a P(K)

var Q. integer;
q:=0;
for p:=1to k do Enter(y,) od
for all s 1 S do
if g(0, s) je nedefinované then
g(0, s) := ¢
fi
od

procedure Enter(t;..tp
{ ptipojeni slovay = ti..tn}
begi n
s :=0;, j :=1,
while j £ mand g(s, t;) definované do
s:i=g(s, t); j =] +1

od;

while j £ mdo
q:=q+1
definuj g(s, tj)) = q;
S = qQ;
j =) ot

od

definuj o(s) = {t1..tg
end {Enter}

Lemma 1.4.
Algoritmus 2 pracuje v ¢ase O(l) ajeho vystupy maji vlastnost (A).

Algoritmus 3

Vyrobi zpétnou funkci f a vystupni funkci out z polotovaru o.
VSTUP: Q={0.g},9:Q ’ SaQE {*}, 0 QaPK)
VYSTUP: f: Q & Q, out: Q & P(K)

begi n
queue : = “prazdna fronta“
definuj f(0) :=0; out(0) := A&
for all s 1 S do



s :=9(0, s);
if s <> 0 then
definuj f(s) := 0;
out(s) := o(s)
zarad s do queue;
fi;
od;
whi | e queue <> préazdna do
r := prvni prvek z queue;
vyrad r z queue
for all s 1 S do
if g(r, s) je definované then
s :=g9(r, s);
t = 1(r);
while g(t, s) je nedefinovano do
t = f(t)
od;
definuj f(s) := g(t, s);
definuj out(s) := o(s) E out(f(s));
zarad s do queue
fi
od
od
end

Lemma 1.5.

Algoritmus 3 pracuje v ¢ase O(l) ajeho vystupy tvoii vyhledavaci stroj korektni vzhledme k
Sak.

| dea diikazu:
UkéZeme, Ze vytvoreny stroj M = (Q, g, f, out) mavlastnosti (B) a (C).
- indukci podle hloubky stavu, vyuZijeme prohledavéani do Sirky

Odhad slozitosti interpretace pomoci potenciala

Idea: Hloubka aktualniho stavu je aktualni potencial. Zpracovani pismenapomoci g zvysuje
potencid, pouziti f sniZzuje . Chceme ukézat, Ze celkovy pocet pouziti funkci f agje O(n).
Analogie- samortizovanou sloZitosti: v celkovém pribéhu je #pouziti f odhadnuty O(n), tj.
amortizované O(1) na 1 znak vstupu

Tvrzeni: # pouZiti f £n

Dukaz: n ... dékavstupu
= # pouziti g ... zagoritmu
3 celkovy prirustek potencidu ... gzvysuje hloubku ngjvico 1, dleg(0, ?) =0
= celkovy pokles potencidlu ... pocéecni potencid =0
+ koncova hodnota
3 celkovy pokles potencidu ... koncova hloubkas 0

3 # poutZiti f ... kazdé pouziti f sniZuje potencia aespon o 1



Rabin-Karp algoritmus

Idea: PovaZzujeme vzor za ¢islo (znaky zacifry) v soustavé se z&kladem a = |S|. Pocitdme
modulo zvolenéqT N (prvocislo). Porovnavame s podietézci délky | (= délkavzoru) vstupu.
KdyZ se hodnota v charakteristiky vzoru a hodnotat; charakteristiky podietézce na pozici i
nerovnaji, vzor se napozici i uréité nenachazi.

Vypocet v at; pomoci Hornerova schématu v ¢ase O(1)

v=t +altataltiot... talt,+aty)...))

Vypocet ti Z t;
— [-1
tiv1 = a(ti -a *Si) + Si4
n N
vypusténi prvni cifry pfidani posledni cifry

Volbag: prvociso; a*q se vejde do registru
e aritmetické operace v ¢ase O(1) (ne O(1))
tirn = (&t - h*s)) +si.) mod g
kde h = a™ mod q, prepositame v O(1)
ALE: vypocet modulo q zpusobuje faledné hity, kdyZz v =t;, alety..t| # Si.. Si+1

£ 4 A

Rabi n-Karp (s, t, a, Q)
w 3 dél ka textu s

| 3 dél ka vzoru t /'l mozné rozSireni pro vic vzorua
h R a!nod q /| predvypocet

v I3 0

t: 30

for i 31 tol do

v 3 (a*v + t;) nod ¢
t; 13 (a*t, + si) nod q
for i 3 1to n-l1+1 do
if v =t; then
i f .., = si..si+|-1then
“nal ezené na pocatecni pozici*® i
end if
end if
if i < n-1+1 then
tisg R (a(ti - Si*h) + Si+|) mod q
end if

Analyza dozitosti:
nelhorsi slozitost: Q ((n-1+1)*1)
pramérna slozitost : O(n+l) + O(I * # OK) + O(l * # FAL)
#OK ... pocet nalezenych pozic (predpokladame O(1))
#FAL ... pocet faleSnych hita za predpokladu rovnomérného rozlozeni,
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tj. #FAL = O(n/q)
e O(n) + O(l *(1 +n/g)), pron3 m—0O(n+l)

Algoritmus Knuth-Moriss-Pratt

Vyhledavani 1 vzorku (zjednoduseny algoritmus A.-C.)
Idea: pozorovanim vzorku vici svym posunam spocitame prefixovou funkci p nezavisiou na
zpracovavaném pismené textu

p: {11} &{0.1-1}
p(a) =max { k: k <qasi..s¢jesuffix s1..5q}

KMP- vyhl edavani (s, t)
n 3 délka s
3 dél ka vzoru t

I

p 3 spocitej prefix_funkci(t)

qgf3d o

for i 31 to n do
while g > 0 and tq+1 # s; do g 3 p(Qq)
if tgs1 = t; then g 3 g+l /'l neopakujenme test g pisnen
if gq=1 then print “naslo” i - |
q 3 p(q)

spocitej prefix_ funkci (1)

| 3 délka t

t(1) R0

k 30

for g 3 2to |l do
while k > 0 and tg« # tqg do k 3 p(k)
i f tker = tq then k 3 k+1

p(q) I3 k
od

reurn p

Pracujeme s 1 vzorkem:

a cidastavu (indexy p) odpovidaji délce Uspedné nalezeného prefixu

& hodnoty p odpovidaji (zpétné funkci z A.-C. a) délce nového prefixu po nelispésném
porovnani (jednoznatného) dalSiho znaku

Slozitost:
spocitg_prefix_funkci: o() -- pouzitim potencidlu
télo KMP O(n)

Souvislosti

Dalsi metody vyhledavani a pribuzné tlohy



- kone¢né automaty (vyhledavgici i nekonetné mnoZziny vzort, zadani napr.
regularnimi vyrazy)
- Boyer — Moore algoritmus — porovnavani vzorkt od nejpravéjSich pismene
0 netestujeme vzdy vSechny pismena: ¢as az O(n/l)
0 opakovanému testovani pismen se d& vyhnout (za pamét)
- priblizny vyhledavani: v genetickych datech
- signatury: prepocitané charakteristiky umoznujici rychlé vylouceni nékterych
moznosti
- vyhledavani nawebu: indexy slov

Posledni 2 moZnosti: predzpracovani textu misto vzorka
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Toky v sitich
Definice: Sit S= (G, ¢, z, 9)
G = (V, E) orientovany graf
cEAaR, kapacity hran
zT v zdroj
sl Vv S+# z, spotiehi¢ (stok)

SO

Tok tv siti S= (G, ¢, z, S) je zobrazeni t: Eg & R spliujici:
1) 0 £ t(h) £ c(h) pro" hi E
2)d(t,u) =0 pro" ul V\{z g

dt, u) = Svi v(t(u,v) —t(v, )

Znaceni t(h) =t(u, v) pro h=<u, v>; c(h) = c(u, v)

Definice: Velikost tokutjed(t, 2)... zje zdroj

Problém: Najit v dané siti tok o maximalni velikosti

BUNO: 1 zdroj a1 spotiebi¢ staci: Mame S= (G, ¢, {z1..Zn}, {S1-.S})
zavedeme superzdroj a superspotiebic¢

Metoda: L.R.Ford, D.R.Fulkerson (1962)
inicializuj tokt na0
while existuje zlep3ujici cesta P do
Zleps tna hranéch cesty P
od
return t

Rezidudni sit: S k siti Satokut: S = (G, ¢, z, 9)
Gi=(V,E),E.={<u,v>T V~ V|c(u, V) >0}, kde
ci(u, v) = c(u, v) —t(u, v) + t(v, u) jerezidudni kapacita hrany
Rezidudlni kapacita cesty Pje c(P) = min{c(u, v) | (u,v) T P}
Dodefinujeme c(v, u) = 0 pro c(u, v) > 0.
BUNO: t(u, v) = 0 anebo t(v, u) = 0

Al goritmus Ford-Ful kerson (G z, s)

forall h1 Esdo t(h) := 0 od

while $ cesta z = vg, Vi, ...Vx = s takova, Ze
"i, i=1..k plati

12



bud (vi-1, Vi) je hrana Ga t(vi.1, Vi) < c(Vi-1, Vi)
nebo (vi, vi.1) je hrana Ga t(v;, vi.1) >0

/'l pokud cesta neexistuje, vypocet konc¢i at je max.
do
urci nejveétsi D > 0 takze "i=1..k plati
bud (vi.1, vi) je hrana a D £ ci(vVvi-1, Vi)
nebo (vi, vi.1) je hrana a D £ t(vi Vi-1);
"i=1..k pol ozine
je-l1i (vi.1, vi) hrana, pak
t(vi-1, vi) = t(vi-y, Vi) +D
je-1i (vi, vi.1) hrana, pak
t(vi, Vi) 1= t(vi, vi.1)) - D
od

- algoritmus pro iraciond ni hodnoty ¢ nemusi skongcit

- pokud hodnoty ¢ jsou raciondni ¢isla € prevedeme nacelacisa
Déle predpokladame celociselné c

Casova sloZitost: O[tmax] * M)

AR Aaad LA

/fO&?/?‘ 4099
/ /4 3 A

//DM) y

R b, 7 A oA v L/ CqB
@, 0l of “’W%W

Tvrzeni: t je nazacéku kazdého cyklu tok
Dukaz: Indukci podle poctu cykli:
a) nulovy tok t jetok
b) zmeény o D nezmeéni d(t, v;) pro vnitini vrcholy v; nalezené cesty d(t, vi) =0
4 moznosti: .
Vg A ¥ 40 Yieq
JE — —
+4 -4
L} . ‘_’__‘,.....) & t————-‘ -
—A -+ &
5/ , C e

-a
l')_&:__a'.—-téf‘""

Z -

Definice:
- fezCl V(G),z1 C&sl C
- velikost fezu (kapacita) ¢(C) = Sc(h) proh=(u,v),ul C,vi C
Lemma: Je-li t tok a C fez, pak velikost toku je menSi nebo rovna velikosti fezu C.
Dukaz: Velikost toku t jed(t, z) aplati:
d(t, 2) =d(t, C) Ilproul C\{z} jed(t,u)=0

t ok

13
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= d*(t, C) - d(t, C) £ o(C) - d(t, C) £ ¢(C) QED
d'(t, C) ... soucet toka vdemi hranami h=(u, v) takovych, Zeul C& vi C
z definice £ ¢(C)
d(t, C) ... soucet toka vdemi hranami h=(v, u) takovych, Zevi C& ul C
z definice3 O

Véta: Ford-Fulkersontv algoritmus najde vzdy maximalni tok v siti (s celo¢iselnymi
kapacitami)
Dtikaz: Necht’ C je mnozinavrcholt, do kterych vede posloupnost
Z=Vo, V1, ... Vk =V, t.2." i = 1.k plati

bud’ (vi_1, viyje hranaat(vi.i, vi) < c(Vi-1, Vi)

nebo (vi, vi.yy je hranaat(v;, vi.1) >0
Pti ukonéeni algoritmujeCiez (z1 Casl C).
Chceme ukazat, Ze pii ukonceni algoritmu je velikost toku t rovna velikosti fezu C.
Necht vI Caz=vp, Vv, ... Vk =V je posloupnost, ktera to dokazuje. Necht w1 C.
Pokud h = (v, w) je hrana, pak kdyby platilo t(v, w) < c(v, w), potom posloupnost Vo, V1, .. Vk

=v, w dokazujew T C, spor & t(v, w) = c(v, W) (1)
Pokud h = (w, v) je hrana, pak kdyby platilo t(w, v) > 0, potom stejna posloupnost dokazuje
wi C, sport =>t(w, v) =0 2)

Z (1) a(2) plyne rovnost velikosti toku t atezu C.
Tok t je ngjvétsi mozny, protoze kdyby existoval vétsi tok, musel by mit vétsSi velikost nez iez
C, coz je podle lemmatu nemozné.

Strategie volby cesty: vzdy nejkratsi (prohledavanim do Sitky)
e EDMONDS, KARP (1972) ... O(n*m?)
&  DINIC (1970) ... O(n*m)
vyuzZivavrstevnatou sit’ a nejkratSich cest

Vrstvena sit’

Sit’ je vrstevna, pokud existuje rozklad na mnoZziny jejich vrcholi pro Xo, X, ... Xk tak, Ze
- Xo={2z}
. Xg= {S}
u v EG),xT X,yl Xj&j=i+1
z kazdého vrcholu kromg spotiebice hrana vychézi a do kazdého vrcholu kromeé
zdroje hranavchazi

Hrana (u, v) v siti S stokem t je nasycend, pokud t(u, v) = c(u, v).

Tok v siti S je nasyceny, pokud kazda cestav S ze zdroje do spotiebice obsahuje nasycenou
hranu.

Znaeni: d(u, v) ... délka ngkratsi orientované cesty z u do v, méiena poétem hran
Pozorovéni: ve vrstvené siti plati " v: d(z, v) + d(v, s) =d(z, 9)
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Algoritmus DONNC(G z, s)
for all h1T E(G do t(h) :=0; r(h) :=c(h) od
while $ cesta P ze z do s v S do
{ sit S~ vytvorinme z S; vynechani mvSech hran,
které nel ezi na nejkrat3i orientované cesté ze z do s }
ST =S
for all v1 V(G do urci d(z, v)
for all v1i V(G do urci d(v, s)
for all (u, v) T E(S ) do
if d(z, u) +1 + d(v, s) > d(z, s) then
vynechej (u, v) z S~
g := nasyceny tok v S

for all (u, v) I E(S") do t(u, v) :=1t(u, v) + g(u, v) od

od

Lemma: Necht’ S a S, jsou rezidudni sité vytvorené dvéma po sobé nasledujicimi iteracemi
Dinicova agoritmu. Potom d(S)(z, S) £ d(S)(z,5) —1

Dikaz (idea):

Pro cesty obsahujici hrany S v S plati (g je nasyceny).

Pro cesty obsahujici novou hranu piidanou do Si2: nova hrana (vi, vi.1) vznika kvali Gpravé
toku na hrané (vi.1 vi) nanéjaké minimani cesté v, vi, ... k. Délka cesty s novou hranou je
d(Su)(z, vi) +1+d(S)(Vig, 9 =i+1+k—-i+1=k+2

Pritom d(Su)(z, vi) £ d(Se)(z, vi) ad(Su)(Vi1, S) £ d(Se)( Vi1, 9)

Diisledek: Casova doZitost Dinicovaagoritmu nasiti S s n vrcholy am hranami je
O(n* f(n, m)), kde f(n, m) je ¢as potiebny k nalezeni nasyceného toku ve vrstvene siti.
Diikaz:

Maximani délkacesty je n, tj. pocet, tj. pocet konstruovanych siti je nejvySe n acasova
naroc¢nost je odhadnuta f(n, m).

Uréeni nasyceného toku ve vrstvené siti

VSTUP: vrstvenasit S’ = (G, ¢, z, 9)
VY STUP: nasyceny tok g v siti S’

for all (u, v) T E(G® do g(u, v) := 0 od
while $ cesta P ze zdroje z do s v S do
c(P) =min{c(u, v) | u vi P}

~

fgr all (u, v) I Pdo g(u, v) :=g9g(u, v) + c(P) od

S := S - {v8echny nasycené hrany cesty P}
procisti_sit(S) /1 uzavirani hran a vrchol a
od
Slozitost:

1) nalezeni aupdate cesty ... O(n)
- vybér libovolné hrany v procisténé siti
2) kazdy prachod cyklem nasyti (a uzavie) aspon 1 hranu € O(m) prichodu
e doZitost nalezeni nasyceného toku ve vrstveneé siti O(m* n)
& doZitost max. toku — Diniciiv agoritmus O(n’m)



Poznamka

Algortimus Karzanov (1974),
Malmotra, Pramooh Kumar, Maheshwari (1978): O(n®)

Implementace Procisti_sit’ (S):

Idea: uzavirani hran avrcholi nelezicich nacest¢ Pzez do s, tZ. ¢(P) > 0

Pamatuju si vstupni din(v) avystupni doy(Vv) stupné vrcholt do neuzavienych vrcholu.
Uzavirédm, pokud d (v) = 0 a dekrementuju stupen soused.

e vrchol ahrana se uzavira 1x, v konstantnim ¢ase

Aplikace: uréeni maximalniho parovani v bipartitnim grafu

Parovéni jemnozinaM | E(G) grafug, tz." e, ;1 M: e C ey =/
Maximalni parovani je parovani s maximalnim poctem hran.

Kapacitahran je 1.
Maximalni tok jen = [V| € doZitost Ford —Fulkersonova algoritmu je O(n* m)
Algoritmus HOPCROFT, KARP (1973)

Goldbergav algoritmus (preflow — push)
Graf G=(V, H),c:V~ V &R, vinaltokt: V~ V a R
Rezervahrany h = (u, v)
- r(u, v) = c(u, v) —t(u, v) + t(v, u)
Doplnéni opa¢nych hran (s nulovou kapacitou)
Vina(preflow): t: V~ V & R%, 0 £ t(h) £ c(h)
" vl V\{z}, v makladny prebytek excess: V & R
excess(V) = Sy vt(u, V) - Sy ut(v, U)
|dea a goritmu:
- konstruujeme vinu (ne tok po celych cestéch)
- kazdy vrchol v mavysku H(v)
- presouvama piebytky vrcholu po hranach s rezervoou
Jestlize vrchol v ma prebytek alespon d, rezerva hrany (v, w) je aespon d, potom prenést
piebytek z v do w hranou (v, w) znamena:
a) tok opatnou hranou (w, v) je 0 € zvysit tok hranou (v, w) o d
b) tok opa¢nou hranou (w, v) je3 d € snizit tok hranou (w, v) od
c) tok opatnou hranou (w, V) je>0atde
sniZit tok (w, v) na0 azvysit tok hranou (v, w) od - t(w, v)
Prevedni zpusobi:
- sniZeni piebytkuvod

16
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- zvySeni prebytkuw o d
- sniZeni rezervy (v, w) od
- zvySeni rezervy (w,v) od

Al gorit mus

vySka zdroje z je N = |V| (pevna)

vySka ostatnich vrchola je O

tok hran ze zdroje je rovny kapacité& hrany

tok na ostatnich hrana je 0

while $ vrchol s kladnym prebyt kem krom& s do
v := vrchol s kladnym prebytkem v # s

if $h = (v, w) s kladnou rezervou a H(v) > H(w) then

(v, w) := hrana (vychazejici z v) s kladnou rezervou
a splaujici Hv) > HwW;
d:= mn (excess(w, z(v, W)
prevést prebytek z v do w velikosti d
ekse
Hw = Hv) +1
end if

end

3 zpasoby vykonani téla
1) zvySeni vrhovou v: piikaz H(w) := H(v) + 1
2) nasyceni prevedeni prebytku
d jerovnarezervé hrany (v, w) € nuluje rezervu hrany
3) nenasycené pievedeni piebytku
dje mendi neZ rezerva hrany (v, w) € nuluje prebytek v

Oznateni: N = V|, M = [H|
Poznamka: vrcholy muzou vystoupat nad N (vysku zdroje) atak vratit prebytek do zdroj

Lemma 1:
Poiniciaizaci vZdy plati, Ze neexistuje hranah = (v, w) takov4, ze H(v) > H(w) + 1 arezerva
h je nenulova
Diikaz:
Po inicializaci podminka plati, protoze kazda hrana (v, w) spliujici H(v) > H(w) vede ze
zdroje ama nulovou rezervu (¢ je nasycend)
Vykonani télawhile hranu porudujici podminku nevytvori, protoze
a) po zvednuti v: hrana méarezervu (predpoklad) v ma prebytek (vybranim)
€ nezvedame, ale piresouvame prebytek h
b) po prevedeni piebytku opacnou hranou (w, v), kdyZ r(v, w) = 0. Potom H(w) > H(v) a
situace nenastane.

Véta 1:

Jestlize Goldbergtiv algoritmus skonci, ngjde nejvétsi tok. (Parcidni spravnost algoritmu)
Diikaz:
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Kdyz while cyklus skonéi, potom" v1 V, v #smanulovy prebytek € zkonstruovanavina
jetok.
Jesté chceme: tok je maxima ni

C neexistuje zlepdujici cesta

¢ " cestamanasycenou hranu s nulovou rezervou
Necht’ médme cestu ze zdroje do spotiebice. Zacina navysce N(=H(z)), kon¢i v O(=H(s)), ma
ngvic N-1 hran © existuje hranaklesgjici aspon 0 2. A podie L1 manulovou rezervu.

Lemma 2

VZzdy od ukon¢eni inicializace, jestlize mavrchol v kladny piebytek, potom z ného vede
orientovana cesta do zdroje, na které maji vechny hrany kladnou rezervu.

Diikaz:

Necht' v ma kladny prebytek. Ozna¢ime A mnoZinu vrcholu, do kterych vede z v orientovana
cesta z hran s kladnout rezervou.

Uvazujeme hranu (x, y), xI A, y T A. JestliZze tok hranou (x, yA) je kladny, potom opacha
hrana (y, x) makladnou rezervu ax 1 A kvili cesté v, .. y, x — SPOR.

€ tok hranami z vrcholu mimo A do A je nulovy ((D) = 0)

w-eh | A j A=A
Sl N (W) = {i;é f(flw)'ié-ﬁ[“"’lv’/) AM’CA(Wfr@
(' ép/ | weh 1w o fiad (
o =°”é %(M\( ) 4+ i ‘e(ﬁf("% [/9;6)
G s (B
/(/@AN ' ) z:d /( )
;Zg weh

PR 1 Gk A A
)
- i -é’('fl ) A (D) =0

"”';}r {¢) veh }
w € wdh
wodp 4

vi A, prebytek v jekladny € v A je vrchol se zapornym piebytkem, protoie podie(l) je
celkovy prebytek A zgporny € zdroj jev A, protoZe je jediny vrchol se zdpornym piebytkem
€ z v do zdroje vede cesta z hran s kladnou rezervou, z definice A.

Lemma 3:

Vy&kavrcholu neni nikdy veétsi nez 2N.

Diikaz:

Sporem. Predpokl&dejme, Ze zdvihame vrchol v nad 2N. Potom je ve vysce 2N a ma kladny
piebytek. Podle lemmatu 2 existuje cesta z v do zdroje z hran s kladnou rezervou. Cesta
obsahuje negjvice N-1 hran, piekondva spad (aspoii) N, proto obsahuje hranu (x, y), kde H(x) >
H(y) + 1 apodle lemmatu 1 matato hrana nulovou rezervu. Spor.



Lemma 4:

Poget zdvihnuti béhem celého agoritmu je nejvic 2N2,
Diikaz:

Mame N vrcholt, kazdy zdvihame maximané 2N-krét.

Lemma 5:

Pocet nasycenych prevedeni prebytku je za cely vypocet ngjvice NM.

Diikaz:

Necht h = (v, w) je hrana. Soucet vy3sek v aw je mezi 0 a4N. JestliZze dojde k nasycenému
pievedeni piebytku, potom rezerva (v,w ) klesne na 0 aplati H(v) = H(w) + u.

Abychom znovu mohli nasycené prevadét, musi se zvysit rezerva na neulovou hodnotu. To
nastavav pripadé prevadéni prebytku opacnou hranou (w, v).

Takze musime zvysit w aspon 0 2 anasledné zvysit v aspon 0 2. Mezi dvéma nasycenymi
prevedenimi piebytku hranou h = (v, w) se zvysi H(v) + H(w) aspon 0 4 € # nasycenych
pievedeni hranou hje £ N. Q.E.D

Lemam 6.

Pocet nenasycenych prevedeni piebytku za cely vypocet je maximang 2N? + 2N°M.
Diikaz:

Oznacime S soucet vySek vrcholta , které maji kladny piebytek mimo z as.

Poiniciaizaci je S= 0, protozZe jediny zdroj ma nenulovou vy3sku. Na konci vypoctu je S=0,
protoze , vnitini* vrcholy nemaji prebytek.

Zvyseni vrhovou zvysi S o 1. Nasycené pievedeni prebytku hranou (v, w) zvysi S ngjvice o
H(w) £ 2N (jestlize w prebytek nemél av prebytek zistane).

Celkovy zvygeni Sje nejvice 2N? + 2N.NM. (1)

Nenasycené pievedeni piebytku hranou (v, w) sniZi S aspon o0 1, protoZe vy3Ky se nemeéni,
titanec H(v) vypadne a s¢itanec H(w) se pripadné prida (pokud nebyl v S).

AleH(v) =H(w) + 1 & Ssesnizi

& celkovy pocet nenasycenych prevedeni je 2N? + 2N? podle (1)

Véta 2:
Casova sloZitost Goldbergova a goritmu je O(N*M).

Dikaz: Z lemmat 4, 5, 6

Strategie vybéru vrcholu
VZzdy nejvySSi vrchol s prebytkem => # nenasycenych prevedeni £ 8N*CM

19
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Rychla Fourierova transformace
- motivace — rychlé nasobeni polynomﬁ

Wiaatne s D™ |

v
Bl Ble) — (= 4E)-H

cer ‘Z TFFTV

Sveiomn nip - Ao R
Alc] Blc) -7 )
/
puirbenid o potha’cln
Ol )

A(X) =j=0S"" g X
B(X) ==0S"" b X! | |
C(X) = A(X) * B(X) = j:OSZn-Z G X! kde G = k:oSJ SR bj-k

Vektor koeficienti ¢ = (Co, €1, Cp, ... Con-2) j€ konvoluce vektori a= (a .. a1) ab = (bo .. bn-1).
Vyhodnoceni polynomu v bodé Xo: Hornerovym pravidiem

A(Xo) =80+ Xo(aw + Xo(& + ... + Xo(&n-2 + X0 @n-1) .. ))
Casova slozitost: O(n), pro 2n bodi — O(n?)
Ale FFT (aFFT™Y) v Q(n log n)
Vhodn¢ vybereme body, ve kterych se budou polynomy vyhodnocovat — komplexni
odmocniny 1.

VyuZziti rozdél a panuj.

Komplexni n-té odmocniny 1

Kofeny polynomux"—-1 _

Pocet korenii: n; hodnoty €™ prok = 0.. n-1, kde €" = cos (u) +i sin(u)

Hodnotu w;, = €*'" nazveme zakladni n-ty koten 1, ostatni koreny jsou jeho mocniny
Plati:

_ dedk — Wnk (LS — (ezpi/dn)dk — (ezpi/n)k — PS)
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-wWy 2= wp=-1
_ (Wnk + n/2)2 — (Wnk)2 (LS — Wn2k +N= Wn2k Wnn — Wn2k — (Wnk)z — PS)
druhé mocniny vSech n riznych n-tych odmocnin 1
tovii (jen) n/2 raznych n/2-tych odmocnin 1
e rekurzivni volané podproblémy vyhodnocujeme v poloviénim poctu bodé
-pron3 lak3 0, k neni délitelnénplati: ;=oS™" (Wy') =
LS = (W) = 1)/(Wi = 1) = (W) = 1)/(Wr = 1) = (1%1)/(w.-1) =0 = PS
aprok, n|k:
j:OSn-l (Wnk)j — j:OSn-l 1=n

Vyhodnocujeme poI ynom A(x) = 8o+ ax + X+ ... g™t

v bodech wy’, wi', .., wy™* N
Z&pis pomoci Vandermondovy matice F, rozmeérd nx n, namists (i, j) je (Wn )
(v fédgich jsou body, t.j. rainé koreny, v s loupcich mocniny O.. n-1)

/i A 1 o /’ Qe p (“f‘)

. A Watl Gq O-(wt)
& - - - 2
4 AT A - - . h /
‘ . | /
r ,.,7/
=A
N W ety w57 Pp—n Alw

Tato linearni transformace vektoru (a0, al .. an-1) na (A(w0), A(wl), ... A(wn-1)) se hazyva
diskrétni Fourierova transformace (DFT).

Matice mainverzni (uhadnutim, bez motivace, ??? a odvozeni)
(Fn- )” -IJ / n
t. j inverzni matice ma (az nakoeficienty 1/n) stejny tvar jako DFT, ae od zakladniho korene

Dusledek: Inverzni FFT dokézeme spocitat ve Stj eném case jako (dopiednou) FFT.



Metoda FFT

predpokladame n = 2¢

K polynomu A(X) = ap + aX + x> + ... a.1X

vytvorime dvanové polynomy Al%x) a Al (x):

Al%(x) = g0 + ax + ax“ + ... + aoX"?t  (sudé koeficienty)

Al%) =g + agx + axX® + ... + an.x"?t  (sudé koeficienty)

Plati A(x) = Al%(x?) + xAH (x?) (1)

takZ problém vyhodnocovani A(x) v bodech wy?, wi, ... wy™* se redukuje na:

1) vyhodnoceni polynomii Al%(x) a Al (x) stupn& n/2 v bodech (Wi2)?, (Wn2)?.... (Wh
(jen n/2 raznych hodnot)

2) vypocet hodnot polynomu A(x) z mezivysledku podle (1)

n-1

n-1)2

rekurzivni FFT(a)

n := length(a); - nje nochina 2
if n=1then return (a);

Wy o = e2pi/n;

w = 1;

al% 1= (ag, az .. an»)

altl (a1, as, .. an1)

[a

y rekurzivni FFT(al%)
yl = rekurzivni FFT(all)
for k :=0ton/2 -1 do
Yk 1= yk[O] + Wyk[l] //
Yk+(ni2) - = yk[O] - Wyk[l] /1 ...Sp0| Eén)’/ podv;'/raz
W= w*ow, (??7?) Il wje aktudlni koren, tj. wy<
od
return (y);

Zdavodneni: vydanéy je DFT vstupu a:
koncovy pripad: pro vector délky 1 vracimeyp = &y
Yo=aow’=a* 1=g Q.E.D.
spocitani hodnot v rekuzi: prok =0, 1, ... n/2-1
z rekurze mame
yk[O] — A[O] (Wnlzk) — A[O] (WnZk)
yk[ll — A[1] (Wnlzk) — A[l] (WnZk)
odvodime Yi+n/2

Vienz = yk[O] _ Wnk yn[l] ( _ Wnk — Wnk+n/2)
— yk[O] + Wnk+n/2 n[l]
— A[O] (Wn2k) + Wnk+n/2 A[l] (Wn2k) (Wnn — 1)
— A[O](Wn2k+n) + Wnk+n/2 A[l](Wn2k+n)
— A(Wnk+n/2)
Slozitost:

- rezie: Q(n) v kazdém rekurzivnim volani (kde n je aktudni velikost dat)
- rekurzivni vztah: T(n) = 2T(n/2) + Q(n) = Q(n log n)

22
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Ddakaz spravnosti rekurzivnich algoritma

Konecnost:
- velikost vstupnich dat se zmen&uje
- ukonc¢ime pro velikost vstupu 1 piipadné O
Céstetna spravnost:
- matematickou indukci
- = ovétime spravnost pro nedélitelné zadani
- indukéni krok — z indukéniho piredpokladu, Ze algoritmus pocita spravné pro data
velikost n odvodime, Ze pocita spravné pro data velikost n+1, resp. 2n



Butterfly operace

Prevod rekurze naiteraci (, programatorsky trik*)

- mensireZie
- (nékdy) mensi pamét’ (vzhledem k tabelaci) — napt. dynamické programovani

- dozitgjsi, tj. delSi program

Idea: preuspoiadani vsuptnich koeficienté podle reverzni bitového zapisu
b, ~ A7 /

p: gf’imﬁ‘?f’"ﬂ«f o
y g (ﬁ‘? ¢ ﬁﬁ/‘%‘f, &3)
(f'ﬁ‘@(&t,a‘q/ ﬁe) / \F ; |
/ \ oy A2
(a, &) (a, “‘) (5‘1“%’) !
(Rg, T { / \ / AN
7 AY / \\,\ A &&, &3 0&;
@g ﬁ% 45"\% LaTA 19
Iterative FFT (a, A) — pseudokdd
n := length(a)
for kK :=0ton-1do Alrevny(k)] := ak ... preusporadani
for s :=1tolog n do pro uarovng

for k := 0to n-1 step 2° do
skonbi nuj dvé 2% '-prvkové DFT
v Ak, .. k+2511] a A[k+2%1 . k+25-1]
do 2%-prvkové DFT v Alk...k+2%-1]

Aplikace FFT
- konvolute polynomu
- analyzasignau, spektrani
- nésobeni dlouhych ¢isel
Zpracovani obrazu a videa (pomoci kosinovy transformace)
o anayza, komprese (JPEG, MPEG,), syntéza (v 2D)

Nasobeni dlouhych ¢isel
Idea: &islo rozdélime na skupiny k cifer a chapeme jako hodnotu polynomu v bodg 2-.

Sougin ¢isel ziskdme jako hodnotu souginu odpovidajicich polynomi v bodi 2.



Hruby odhad sloZitosti: O(n log? n) = O(n'°%3) z “rozdsl a panuj”
Pocitani v okruzich 2n: operace +, -, * pocitame modulo n

napi. 2° = 256 © -1 mod 257

=> 2'%0 1 mod 257

=2= 16C")1 V Zos7

Zpracovani obrazu a videa
Kosinova transformace pro n boda se spocita pomoci FFT v 2n bodech
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Tridéni a

kombinaéni obvody

TFAdéni slucovanim — mergesort

Ay e .. A, O . .. 9y,
S Ty Lma , e
N o %\% ﬁ,ﬂ”
procedure nmerge(var A, B: array [1..n] of T; I|,c,r:
begi n
I =1; ] =c+ 1 k =1;
repeat
if i >c then Al k] :=B[j];
elseif j >r then Al k] := B[i];
elseif B[i] > B[j] then Al k] :=B[]j];
el se Al k] = B[i];
fi;
i nc(k)
until k >r;
end;
procedure nergesort(var A B: array[1l..n] of T; |,r:
begi n
if | <r then
c := (l+4r) div 2
nmergesort (A, B, |, ¢);
mergesort (A, B, c+l, r);
for i =1 tor do B[i] := Ali] od
nmerge(A B, |, c, r);
fi:
end

Netfidi namisté, ale s pomocnym polem
T(n) ... sloZitost mergesort

T(n) =2T(n/2) + k.n

=>T(n) = O(n log n)

i nt eger);

inc(j)
inc(i)
inc(j)

)

inc(i

i nt eger);
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Kombinaéni obvod

5 Lo,

o

ploal - g

hradlo g

Xi i=1.. m=i(g) vstupy <1, g, i>
Yi j=1.n = 0(9) vystupy <0, g, j>
Y =fi(X1 .. Xm) j=1.n

kombinacni obvod = (G, P)
G ... mnozina hradel
GOoal
0={<0,9,j>19I G,j£0(g) }
| ={<1,g,i>|gl G,i£i(g)}
G... ¢astetné prosté zobrazeni
ol O, of dom(G ... vystupy obvodu
i1, il 222(G ... vstupy obvodu
prosté ... BUNO ... hradlo rozdvojeni, ...
acyklicky graf (G, E)
<g,h>1 E<=>$j £ 0(g), $i £i(h)
G(<0, g,j>) =<1, h,i>

=i
[ N
| B
| I

N, @‘é gﬁfﬁ%t g};“gp“

hladinai ...vSechn hradla, kterd majié vstupy napojené navystupy hradel hladiny j, j <£ i

27



hloubkaobvodu ... d(c) ... pocet hladin
velikost obvodu ...  s(c) ... pocet hradel
stav obvodu

Tvrzeni: Jestlize ma kazdé hradlo obvodu shodny pocet vstupta a vystupt, potom je pocet
vstupti obvodu rovny poctu vystupa.

Dtikaz: Indukci podle s(C)

Dusledek: Pocet vodic¢ia mezi hladinami je shodny arovny poétu vstupta

ZjednodusSeni popisu:
(pti vhodném ocislovéani vodicu)

kombinacni sit’ Sitky m a hloubky k:
m vodicu, piepojené hradly v k hladinach

m=4
k=3=d(c)
s(c)=5

Jediny druh hradla: komparétor

K, | /K 2
/ o Ta(Xe, X2) = min(Xy, X2)
P - fa(Xg, X2) = max(Xq, X2)

N / /'?z

- transpozi¢ni sit’
popis: <j, p1, P> 1EjEK IEM<EpPEmM
na hlading j spojené vodici p1 ap
{<1,1,2>,<1,3,4>,<2,1,3><2,2,4> <3, 2,35}

jLI!l{ e L

oboustranné bublinkové trideéni

28
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TFdéni
, obvykly* piedpoklad ... délka posloupnosti 2
tridici sit: S, m>1
/| / v . . /

|/ R A

S; ... pr&zdnasit’

Sm= 311(2 X
E{ <, (M/2) +py, (M2) +po>; <), pr, P> | Sz }
E{<k+]j,p p2> <, pn, p2>1 Mp2}

k = d(Sw2)

Slucéovaci sit My, Sirky m

A hy = el {”7%}%” G Jp = oo F e

%
N

3
)

=1 Mi={<1,1,2>} H
>1

4y G Gy 2, Gy b My g 5 By Mg s

v
§ ¥
i
4
l
1
i

| HE~ A oA
f,, -{—z_ {3 A, 'f;“,, oo 1{«,.«, FM-"’;_ 41»“4 'fhw
navstupu

a1£82££an-1£am
b1£b2£ e £bm.1£bm



? navystupu ?
f1£f2£ e £fm.1£fm£fm+1£ s £f2m-1£ f2m

Z induk¢niho predpokladu
GQECGE...EChi1ECn
di£d2£ ... £dpa £ diy

Posledni hladina komparatoru:

f2p£f2p+1 P= 1..m-1
zastava ?7?
fzp-1£f2p p:1m
t.coEdp?
<Ci ... Cp> =< ... dj-1, bl b2(p-i)-1) (1)

Col {1, bogeiy-1}
<d ... dp> =<& ... & b, ... bz(p.j)>

do | {2, b}
Rozabereme

Cp = i1
(i) i £] Co=dir1EamEayLd QED
(i) i > p-i <p-j € p-1+1£ p

b+ NENiv (1) € 3 ¢,
Cp = @i-1 £ bp(p-i)+1 £ ba(p-i+1) £ ba(p-j) £

Slozitost:

hloubka:
d(M 1) =1
dMp) =d(Mpyp2) +1 m>1
e dMy)=log(m) +1

d(S) =0

d(Sm) = d(Sw2) + dMmz)  m>1

€ d(Sn) = "2 (Ilog(m))(log(m) + 1)
velikost: odpovida poctu porovnani

s(My) =1

S(Mm) =25 (Mpy2) + m-1

e s(Mp)=mlog(m)+1

S(S) =0

S(Sm) =25(Sw2) + S(Mmz) m>1

e s(Sy) =(m/4) log (m)(log(m) —1) + m—1
= O(m (log m)?)

QE.D.
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Aritmetické obvody/sité

31

implementace aritmetickych operaci pomoci booleanovskych hradel (AND, OR, NOT, XOR,

NAND, NOR)

- itarka - vstup X, Y, z, vystup s, ¢ (suma, carry/prenos)
s=xAyAz (XOR)
c=(xUy)U(xUz) U(y Uz) = mgority (x, Y, 2)

Uloha: stitat dve ¢ida
U=i=S n-1 Ui 2
V= i=OS n1 Vi 2i
Ui, Vi T {0, 1} _
dovysedkus=u+v=i-0S"s 2 s {0, 1}

1.feSeni: gitani s prenosem

s=uAviAc, proi =0, ...,n-1
S =Cha
tedy C., Co, ... Cn.1 jSOU definované
c1=0
Ci = majority(u;, Vi, Ci.1)
hloubka obvodu Q(n) tj. paralelny cas

velikost obvodu Q(n)

Cil: zlepsit hloubku obvodu — carry-lookahead algoritmus

idea: vytvorime stromovou strukturu misto linearni

ALE: neméame (v¢as) vstupni data— konkrétné carry

feSeni: programatorsky i teoreticky trik- budeme pocitat namisto hodnot s funkcemi
(mozny pohled: podminény vypocet/odlozeny; rozbor piipadu-implicitni)+

funkcionalni programovani, vice piechodovy (i obousmeérny) kone¢ny automat

funkce pro pocitani pirenosu ma 3 mozné vystupy:

1. generuje ¢; kdyz u; Uv; =0
2. prendsi G kdyzu A vi=1
2. pohlcujec; kdyZu =0Uv;=0

DC: skladani funkci pomoci tabulky 3x3
forman¢ zavedeme pomocnou proménnou

g=uUv, p=uly
vyjadiime ¢; as pomoci g ap;:

ci=g U(piUciy) i=0,..n1
S = Po
s=pAc i=1,..n1
S =Cha

zavedeni operétoru skladani D: hodnotam (gi, p1) a(ge, p2) piitazuje
(91, P1) D (%2, P2) = (91U (P1 U G), pr U o)

Splnéné g znamena generovani carry, spinéni p; pirenaseni carry,

nesplnéni ani g; ani p; pohlceni carry.
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LEma 1: Djeasociativni, tj. (g1, P1) D (92, P2)) D (s, Ps) = (91, P1) D (G2, P2)) D (s, p3))

Dukaz:
LS (91 U(p1Ug), p1Up2) D(gs, pa) =

(91 U(p1Ug2) U((pr Up2) Ugs), (p1Up2) Ups) =

(91 U(p1U(g2 U(p2Uga))), pr U (p2 Upa) =

(91, P1) D (92 U (p2 U gs)), p2 U ps)

= (91, P1) D ((92, p2) D (gs, p3)) Q.ED
Poznadmka: D neni komutativni.

Lemma 2: vypocet carry
pokud zavedeme
(Go, Po) = (do, Po)
(Gi, P) =(gi, p) D(Gi-1, P) i=1.n1
potom
=G proi =0, ...n-1
Duakaz: indukci i =0
Co=0oU(Po Uci1) =go U(po U0) = go U0 =go = Go
jestlize plati lemmapro O ... i-1, potom proi mame
(Gi, P)=(gi, pi) D(Gi-1, Pi-1)
= (g, p.) D‘(Ci-l, Pi-1) ‘
= (g U(piUcia), pi UPL)
= (G, pi UPw.y) Q.E.D.

Vypocéty operatorem D uzavorkujeme do vyvazeného stromu, konkrétné vypocet (Gp.1, Pn-1).
Levy apravy operand kazdého vyskytu D miizeme pocitat paraleln€, protoze na sobé nezavisi.
Hloubka stromu, tj. pocet Grovni je dog, nit Tim ziskame mezivysledky velikosti 2'.

V druhé fazi spocitdme vechny ¢; z mezivysledki *, v poctu trovni dognly a pouZijemeje
pro urceni s.
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Konvexni obal v roviné

MnoZinaA v R" je konvexni, pokud " a, b,1 Aa"t 0ft£ 1, plati, Ze
tat (1-b T A
Konvexni oba mnoziny A je prinik v&ech konvexnich mnozin v R", které obsahuji A.
¢ dobi'é definované, protoze pranik libovolného systému konvexnich mnoZzin je konvexni a
cely proctor R" je konvexni.

Uloha: najit konvexni obal konené mnoZiny A v R

Vstup: & &, ... & jsou prvky mnoziny A, zadané vzestupné podle x-ové souradnice
Vystup: body na hranici konvexniho obalu, prehazené ve sméru hodinovych rugicek
(posloupnost bodu uréuje konvexni obal).

Uka&zeme si linedrni algoritmus (O(n)) pro konstrukci konvexniho obalu (za piredpokladu
usporédaného vstupu).
|dea:

Tvoiime konvexni obal mnozin A ={ &, ... a}

Pro Az mame trojuhelni ay, a, az nebo ay, ag, a.

Krok od Ai.1 k Aj: ozna¢ime konvexni obal Aj.;jako vy, vy, ... Vi

a-1 leZi nahranici Aj, protoze ma max. x-ovou souradnici € BUNO by = a1

i(/‘% PR f{r
) Predpokladame, Ze konstruujeme polopiimky
aby, aby, ... abx.

Jgjich smérnice (Uhel s osou x), postupné klesa,
raste, klesa

Hledame by a bss nggmensi resp. ngjvetsi
smérnici.

Konvexni obal A; jea, by, b, ... bs1, bs

Hledani r: konstruujeme poloptimky z & do bodu by by, ... by, bra. Po zjidténi, ze smérnice
abr.1 stoupla oproti aby vime, Ze aby maminimani smérnici

Hledani s. konstruueme polopirimky z & do bodi (by), bk, bk-1, ... bs, bs1. Analogicky, az
smérnice g b1 klesne oproti abs je bs hledany bod s maximéni smérnici abs.

Slozitost: linearni k n (postu bodt A), ale neuvaZzujeme Uvodni tridéni podle x-ové souradnice.
Bodu & zapocitame konstrukci polopiimky do by, b1, bs, bs1 @ ptipadné ag proj > i. Ostatni
polopiimky z a, zapocitdme prislusnym bodem by, 1 £1 <r, s<|I, £ k. Body b, ale vypadnou z
konvexn9ch obali A; pri prachodu od A;.;, takZe se jim zapocita,, do* nich vedena piimka
jedenkrét pocas celého agoritmu. Celkem, max. 5 ptimek nabod. Q.E.D

Algoritmus s poc¢atecnim tridénim ma slozitost O(n log n), kterd nejde zlepsit, protoze
algoritmus hledani konvexniho obalu (vraceni cyklického uspoiadani) je mozné pouZzit pro
tiideni Cisdl.

Pro riznarednaiisar., ... r, uvazujeme konvexni obal mnoziny { [r1—r:7, [ra—r27], ... [fn—
r?]}. Funkcey = -x? je konkavni, proto vechny body leZi na hranici konvexniho obalu a pfi
ob¢hu ve sméru hodinovych rucicek je obéhneme v poradi rostoucich x-ovych souradnic.



Voronoi diagram

Pracujeme v roving, tj. R%

Probod al R? znatime jeho x-ovou ay-ovou soutadnici a, aa,.Vzdaenost dvou bodii a, b T
R? je znaenar (a, b) = Q(a-by)” + (a-by)?).

Vzdalenost bodu al R amnoziny A1 R?znasimer (a, A) = infyi a 1 (3, b)

Speciané pro A konecné: r (a, A) =mingi a I (& b)

Voronoi diagram konedny mnoZiny M bodi R? je zobrazent, které kazdému prvku az M
(nazyvaného misto) piitadi oblast A(a) bodii u v R?, které maji k aminimélni vzdéenost z
celéM, tj.r(u, a =r(u, M).

Diagram uréuji tsecky, polopiimky a piimky “oddélujici” oblasti.

\ »

Aplikace: klasifikace metodou nejbliZzsiho souseda (1-NN, nearest neighbour)
napiiklad: dobry/Spatny klient pii daném piijmu avelikosti ???
Klasicky agoritmus: pomoci déleni na poloroviny a ndslednym slouc¢enim
Popiseme algoritmus pro konstrukci Voronoi diagramu: Fortune (1992)
VyuZiva zametaci piimku (sweep ling) — vodorovna,
$y: & =y, yjevyska, oznatimeysy,, roste od -¥ k +¥
Vzdy konstruujeme (inkrementan¢) ¢ast VD, kterou je mozné uréit ze znalosti uz zametenych
bodd, tj. a, £ Ysw.
Idea: body, které jsou bliZsi k zametenému mistu a neZ k zametaci ptimce y, se uz nezmeni
(ve VD). Pro pevné ysy @ a, mnoZina bodi stejné vzdaenych od bodu aa piimky y je parabola
sohniskem aarovnici y = pa.
Y = pa(X)
Pa(X) =- ((x-8)° / 2(Ysu —a)) + (Yo + &)/2
Parabola je oteviena smérem dolt a body pod ni jsou blize k anez k y, atedy nez
k libovolnému nezametenému mistu nad Y.

K4 XL it g (7
¢ {

Oznacme My mnozinamistpod Y(anay).

Ozna¢me U mnoZina bodt pod hranici ana

U je moZné popsat posloupnosti Xo, &, X1, &, ... Xk, &, Xk+ takZe
al My, Xo=-¥, X1 = +¥, X1 EX2 £ ... £ X (redné),
a-1! g, prol£i <k, Gsek hranice mezi x; axi+1 (Xi £ X £ Xi«1) m* nejblize k bodu &
Usek pied X1 (X £ X1) ngjblize k ay, Usek za xk ngjblize k a
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Konstrukce U, davkova, predpokladame $ misto al My pod y:

1) zédné misto al M, nelezi nay. Necht' X je mnoZina x-ovych soutadnic piimky hrani¢nich
parabol. X je kone¢na. Usporaddame do posloupnosti X1 £ X2 £ ... £ Xx. Doplnime Xo aX+1,
doplnime g pro v3echny (x;, Xi+1), & jSou uré¢ené jednoznacné ajsou zhodné pro cely interval
(Xi, Xi+1).

2) n¢jaké misto z My lezi na ptimce y: sestrojime posloupnost pro mnozinu mist pod y, podle
piedpokladu je neprézdna, anasledné ji rozsiFime pro bl y:

2a) jestlize bl (x;, Xi+1), 0 £ i £ k, potom & v posloupnosti nahradime &, by, b, by &

2b) jestlize by = x; pro néjaké i, potom x; nahradime x;, b, X;

Dopocitani Xo, ... Xk+1 ze znaosti &y, ... & je mozne.
Mimo krajnich Xo aXk+1 je X; X-ovou souradnici praseciku parabol mist a.; aa. Vybereme
jeden z dvou prasecika, ten, kde vievo od x; méa parabola a.1 vySSi hodnotu (tj. je bliZsi k y).
Posloupnost Xo, &, X1, a1, .- Xk, &, Xk+1 Nazveme rozsiiena hrani¢ni posloupnost, posloupnost
&, &, ... & je hrani¢ni posloupnost. Mista se v hrani¢ni posloupnosti vyskytuji opakované a
X-0Vé souiadnice netvori obecné monotdnni posloupnost.
Body VD (konce segmentti) odpovidaji bodam praniku hrani¢nich parabol v okamzZiku, kdy
se hrani¢ni posloupnost meni (x-oveé souiadnice odpovidgi ¢isldam z rozSitené hranicni
posloupnosti).
RozSitend hrani¢ni posloupnost se méni se zménou y. Hrani¢ni posloupnost se méni z dvou
duvodi.
1) mistni uddlost: ptimkaY narazi na nové misto

bl M,plati by = ysy
2) kruznicovaudalost: dvé ¢islax; axi+1 v rozsirené hrani¢ni posloupnosti se pii pohybu y
nahoru ztotozni, nésledné interval (x;, Xi+1) zmizi a pod podposl oupnost

a-1, Xi, &, Xi+1, &+1 S8 ZMENi Naa.1, Xi, &+1.

ad 1) mistni uddost: bl y (& bl M) & by = ys,
nova hrani¢ni posloupnost se tvori analogicky jako pii davkové konstrukci U.
1a) by T (i, Xi+1) pro n&jakéi: & ~> &, by, b, by, &
z bodu [by, p(by)] se zatnou vytvéaret 2 nové segmenty v opacném sméru, které leZi na
ose Usecky ab (doprostiredka
P(X) = MaXa4 my Pa(X) je hrana U

1b) by = x; pro néjakéi: xo ~> X;, b, X;
Segment kresleny bodem x; konci v [x;, p(xi)] azatnou se vytvaret 2 nové segmenty
z tohoto bodu, které maji smér dany osami Usecek a.1b aba

ad 2) bod u = [x;, p(xi)] patti 3 parabolam, pro a.1, &, a+1.
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Bod u je stied kruznice prochézgjici a.1, &, a+1, Y je teénakruznice v ngvySSim bodé; bod
dotyku [Xi, Ysi] j€ 0d u vzdaeny stejné jako a.1. Okamzik udaosti (tj. ysy) je mozné
prepocitat v moments, kdy &.1, &, a+1 Se ocitli vedle sebe v hrani¢ni posloupnosti .(A)
Segmenty: kreslené body [xi, p(xi)] a[Xi+1, P(Xi+1)] @[Xi+1, P(Xi+1)] konei v u azarovei v u
zacina segment se smérem Usecky &.18+1

A) pouzité pro dokazovani slozitosti algoritmu

Datove struktury:

1) seznam udaosti. Tvoieny M na zacatku arozSirovany o kruznicove udadl osti.

Utiidény podle y-ovych souiadnic

2) Seznam poloptimek (a vytvorenych segmentt)

3) Hrani¢ni posloupnost
Mistase v hrani¢ni posloupnosti mohou opakovat => posloupnost reprezentujeme objekty P;,
polozka P; obsahuje misto z M.
Kazdému prvku P hrani¢ni posloupnosti (tj. oblouku paraboly) miZe byt piifazena kruznicova
udalost P.cEvent, ktera tento oblouk zanika
Polopiimky py,... pi; pi je kreslena prusecikem parabol sohnisky P,.;.site aP,.site

Algoritmus:
- iniciaizuj datové struktury
- v cycle zpracovave) udalosti. Pri zpracovani udal osti
0 najdeinterval nebo bod podle x-ové souradnice
0 zméni hrani¢ni posloupnost
0 uzavie segmenty a otevie polopitimky
0 vypusti apridakruznicové udaosti (pokud jsou “budouci” a“dobie
definované”)
- nakonci vypiSe neuzaviené segmenty
- oSetteni degenerovanych pripadu (tj. body nakruznici)

Slozitost: O(n log n), jestliZze vyhledavame a upravujeme hranovou posloupnost v O(log n)

(B) rozdil mezi matematickym a programétorskym popisem



Prevoditelnost problému
Problém P ... transformace vstupnich dat na vystupni data

.S aqQ
Pt. ndsobeni: S={0, 1,*}; Q={0, 1}
P.£P; problém P, je pieveditelny na problém P,

fi(formalizace P) : S, & Q;
fo(formalizace P) : S, & Q;

$g: ASf Z:jt Sz* $h: Ql* a QZ*
"x1 S f1(x) = h(f2(g(x)))
1
o Y | :éw
i'}’_ 4 )

Pt: P £ P bez tlhmy na obecnosti

Pr: Problém hledani kostry je preveditelny na problem hledani minimalni kostry

Omezime se narozhodovaci problémy:
P:f: S" & {ano, ne}
f..Cp...PI S

PL£P; ... existuje g(x), tZ. x jeieSeni P, © g(x) je reSeni P,

Odpoved’ P; ziskdme sloZenim g(x) aodpovedi P, nag(x)
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1¢ //&‘Mx
/4 430 x
Hex
A08( 10 x
L 1 +q .
7 ,[, / +,{ .
( PR
! l/f90 e
PLE, P> P, je polynomiané pieveditelny na P,
. konst:
a(x) je O(Ix[™)

Slozitost problému vigi tride algoritma
PE.Trida agoritmi s polynomidni slozitosti

38
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1.problém (P;) — Splnitelnost formuli vyrokove logiky v konjunktivé normalni formy
Syntax:

Formule vyrokoveé logiky jsou:

a) X; (atomické formule) vyrokové promeénné
b) (A).(B) (and)

c) (A) +(B) (or)

d) CA) (negace — ¢éra nahore)

Priklad (X1) + ((X2) . ((" X3)) nebo X1 + (X2." X3)

Sémantika:
pravdivostni ohodnoceni
v: vyrokove proménné a { T, F}
pravdivostni funkce j ,: formule & {T, F}
j v jedefinované rekurzivng indukci podle struktury (zépisu) formule:
a) J v(xi) = V(X))
b)j W(A.B) =] V(A)& | «(B)
Q) j W(A+B) =] Vv(A) U] «(B)
djvA) =9 uA)

Formule A je spInitelng, jestlize existujej v: j (A) =T
Priklad:
X1+ X2) . (X2+ " X3) . (X3 + " Xy)
splnitelna V(X)) =Vv(X) =v(X3) =T
(X1." X31) nesplnitelna
' rozlidujte: . +° jsou formalné zpisy, reprezentace
& U@ jsou boolovské funkce

Testovani splnitelnosti:
m proménnych ... 2™ pravdivostnich ohodnoceni

Konjunktivni norméni forma (K N F)
AjezapisFi.F. ... . F
FjezapisLiz+Lix+ ... + Liqo (faktor)
Li; jeVv tvaru X nebo ~ X
Pr. (X1+ ‘Xz).(X2+ ‘Xg)
X1+ Xo. Xo+ " X3 priority *© >+ >
P1: { zapis(A) | A jespinitelnda A jev KNF)

2.problém (P,) — problém kliky
graf G=(V, E)
k-klika ... Uplny podgraf nak vrcholech
P,: { zapis (G, k) | v grafe G existuje k-kliku}

)

I AN
[, {

I-Abte 212,37
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Prevod:

A.. FF .. F

Fi...Lis+Lio+...+ Li,qi (faktor)
Liyj oo Xk nebo‘Xk (|Itel’é|)

V={<i,]>|1£i£p,1EjEq} odpovidajici L;
(<il,j1>,<i2,j2>)T E° i1<>i2& Lizj1alizp
neni vzéemna negace
mohou byt soucasné pravdivé

A jesplnitelné® v(G, E) existuje p-klika
- v kazdem faktoru F; je pravdivy aspon jeden literd L;; ... <i, j> patii do kliky
- ptevod j polynomial ni

Tridy probléma

P (PTIME) prob. feSitelné sekvencnim deterministickym algoritmem v O(n*™)
NP (NPTIME) prob. feditelné sekvenenim nedeterministickym algoritmem v O(n ™)
NP Uplné problémy (z NP), na které jsou pirevoditelné vsechny problémy z NP
... ateézsi

Pi NP, otevieny problem P = NP
NP Gplnél NP

P ... povaZzované za efektivné reSitelné
NP ... efektivné zkontrolovatelné,
efektivne resitelné
o heuristikami,
0 pro specidni data— o¢ekavana slozitost (simplexova metoda, odvozovani
typt ve funkciona nich jazycich)
o0 pravdépodobnostni agoritmy (tradeoff — rychlost za kvalitu/spréavnost)

jiné NP Uplné ttoky:
- barveni grafu (3 barvami)
- problém obchodniho cestujiciho

Turunguv stroj: (S, Q, d, go, F)
S ... paskova abeceda
Q... mnozZina stava
dQ SaQ” S’ {L,R} ... pichodovafunkce
ol Q... pocétesni stav
FI Q mnoZinakoncovych stavii

Nedeterministicky TS: d: Q" SaP(Q " S™ {L,R})
TS ma pasku (obousmeérné nekonecnou), hlava (¢touci 1 policko) avnitini stav

CNF Sat: splnitelnost formuli v KNF
KLIKA: pro dany graf G = (V, E) acidlo k, obsahuje G kliku nak vrcholech jako podgraf?
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NEZAVISLA MNOZINA: pro dany graf G = (V, E) agislo k, obsahuje G k navzgem
izolovanych vrchol &?

k-obarveni — pro dany graf G = (V, E) agislok T N, existuje obarveni G pomoci nejvice k
barev?

Problém obchodniho cestujiciho: pro danou mnoZinu mést a vzda enosti najit cestu pies
v&echny vrcholy s celkovym minimanim souc¢tem (neni to rozhodovaci formulace)

3-CNFSat: jako CNFSat ae disunkce maji max. 3 literaly
3-obarveni
2-obarveni T P ... jegraf bipartitni?

Batoh: pro danou mnozinu S predmétu, celociselnou véhovafunkew: S & N, ziskova funkce
b: S&, limitni véhu W T N apoZzadovany zisk BT N ur¢it, zda existuje podmnozinaS' | S,
t2. Sg sw(@ EW & S sb(a) 2 B
Subret Sum: pro danou mnozinu S &isel z N agislo B existuje podmnozinaS'i S,

tZ. Sy s= B? (~ dog Bubita)
Rozdgleni: Pro danou mnozinu S &isel, existuje ST S, tZ. Syi s X = S 9 X
Plati:

Rozdgleni | , SubsetSum: B =% Sy sX

SubsetSum i , Rozdgleni: prvky N-B aN-(S-B)
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Aproximaéni algoritmy
- pro NP-UpIné ulohy chceme v polynomidnim ¢ase ,,aspon” piibliZzné ieSeni, ale
»dostatecne” presné.
Predpokladejme, Ze pracujeme na optimalizacnich problémech, kde kazdé feSeni méa kladnou
cenu a chceme ngjit skoro optimélni feSeni (maximum alebo minimum).
Priklad:
najit maximalni kliku
ngjit obarveni minimanim poctem barev
najit nejkratSi cestu obchodniho cestujiciho
najit ngjvétsi soucet podmnoziny nepievysujici dané b
Definice: pomérna chyba
Necht’ C* je cena optimalniho feSeni. Aproximacni algoritmus pro problém ma
pomérnou chyb d(n), jestlize pro kazdy vstup velikosti n cena C feSeni vydaného
aproximacnim algoritmem spliuje  max(C/C*, C*/C) £ d(n).
Definice: analogicky, algoritmus marelativni chybu e(n), jestlize |C-C* |[/C* £ g(n).
Plati: e(n) £ d(n) — 1, pro max. problémy e(n) = (d(n)-1) / d(n)
JestliZze je chyba algoritmu pevnag, tj. nezdvidanan, piSsemedae.
Idea: aproximacni algoritmy, které dosahuji postupné mensi pomérnou (???) chybu pii pouZziti
vice casu
Definice: aproximaéni schéma pro optimalizacni problém je aproximacni algoritmus, ktery
dostavainstanci problému ae > 0, a pro kazdé pevné e algoritmus pocita s relativni chybou e.
Aproximacni schéma je polynomidni, pokud, pokud pro pevné e > 0 agoritmus bézi
v polynomidlnim ¢ase vzhledem k velikosti vstupu n.
Definice: aproximatni schéma je Uplné polynomidalni, jestliZze je casova dlozitost polynomia ni
v l/ean, kde n jevelikost vstupu aejerelativni chyba.

UkéZzemesi:
- aproximacni algoritmus pro vrchovolé pokryti s pomérnou chybou 2
- aproximacni algoritmus pro problem obchodniho cestujiciho s trojuhelnikovou
nerovnosti s pomérnou chybou 2 (apakovani)
- neexistenci polynomidniho apoximacniho algoritmu pro obecny problem
obchodniho cestujiciho
- Uplné polynomidni aproximacni schéma pro problem souctu podmnoZziny
Priklad: Schéma polynomia nich algoritmu, které pro pevné k 1esi problem k-kliky na daném
grafu G.
- generuj k vloZzenych cyklu pres vrcholy, ve vnitinim otestuj, zda jsou vrhocly
rizné atvori k-kliku
- pro pevnék je algoritmus polynomindlni (O(n*)), ale obecn& pro paremetrem dané
k je tloha NP-Uplna

Vrcholové pokryti grafu G = (V, E) je podmnozinaV'i V, takové, Ze pro kazdou hranu (u, v)
T Eplati{u,v} CV 1 0(tj.ul V' nebovi V). Velikost vrcholového pokryti je [V'].
Problém vrcholového pokryti je ngjit pro dany neorientovany graf brcholové pokryti
minimani velikosti.

Tvrzeni: Problém vrcholového pokryti je NP-Uplny.
Aproximacni algoritmus pro vrchovolé pokryti s pomérnou charakteristikou 2.
Vstup: G=(V, E)
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1. C=£&

2. E =E

3. whileE't 0

4, zvol libovolnou hranu (u, v) T E°

5. C:=CE {u,Vv}

6. vypust’ z E” véechny hrany incidentni s u nebo v
7. od

8. returnC

- Cjevrcholové pokryti, protoZze kazda hrana E je pokryta

- chceme ukézat, Ze algoritmus ma pomérnou chybu 2: uvazuejem vSechny hrany
zvolené natadku 4, oznacime jako A
Zé&dné dvé hrany A nesdileji vrchol, protoZe hrany incidentni s vybranou hranou
jsou vypusténé nafradku 6.
Z toho plyne, ze |C| = 2[A|.
Abychom pokryli hrany |A|, potom kazdé vrcholoveé pokryti véené optimaniho C*,
musi zahrnout aspon jeden vrchol kazdé hrany A. ProtoZe hrany A nezdili vrcholy,
plati JA| £ |C*|aodtud’ |C| £ Z |C*|, Q.E.D

DC: Hladovy agoritmus vybiravrchol nejvétSiho stupné nezaruci pomérnou chybu 2.

Problém obchodniho cestujiciho

Dany neorientovany graf G = (V, E) anezdporna celo¢iselna cena c(u, v) pro kazdou hranu (u,
v) T E. Hleddme hamiltonsky cyklus s ngmensi cenou.

Trojuhelnikova nerovnost: funkce c splni trojuhel nikovou nerovnost, kdyZ pro kazdé vrcholy
u, v, wi V plati c(uw) £ c(u, v) + c(v, w)

Algoritmus ptibliZznyho eSeni problému obchodniho cestujiciho s D-nerovnosti v
polynomi&nim ¢ase s pomérnou chybou 2:

1. zvolimevrchol r1 V -- I je koren

2. ngideme minimalni kostru v G s cenou ¢

3. necht’ L je seznam vrcholt v poradi preorder pii prochazeni kostry z vrhovou r

4. return hamiltonsky cyklus H, ktery prochézi vrcholy v poradi daném L

|dea ditkazu (opakovani) ... | | znati cenu _
- kostraK je obsadhnutav H*, proto [K*| £ [H*|
- Uplnéa cesta se zaznamenavanim vrchola pro
- vypu&tenim vrchola z Uplné cesty cenu cesty zkracujeme, ae plati D nerovnost

Pozndmka: Ziskana kruznice je horni odhad optima, ktery mazeme vylep3ovat |oka né:
odstran¢ni kiiZeni, preuspoiadani k-tic vrchold.

Véta Kdyz Pt NP ar 3 1, potom neexistuje polynomidni aproximacni algoritmus pro
problem obchodniho cestujiciho s pomérnou chybou r .
Duikaz: Sporem; uk&Zeme, Ze jestlize existuje algoritmus A z véty, potom se da pouzit na
feSeni problému hamiltonske kruznice, ktery je NP.
Necht' G = (V, E) jeinstance problému hamiltonské kruznice. Transponujeme G nainstance
POC takto: G = (V, E) jedplny graf naV, tj. E'={(u, v), u,vi V& ut v}
c(u,v) =1 jestlize(u, V)1 E

=r V|+1 jinak



Vytvoieni Gac je polynomidni v V| a|E|. UvaZzujeme o instanci POC (G, ¢). Jestlize
puvodni G ma hamiltonsky cyklus H, potom vSechny hrany H maji cenu 1 a(G’, c) obsahuje
cyklus ceny |V|. Jestlize G nema hamiltonsky cyklus, potom kazdy cyklusv G™ obsahuje
hranu mimo E a cena cyklu bude aspon (r .|V|+ 1) + (V|- 1) >r.|V|

ProtoZe hrany mimo E jsou drahé, je velky rozdil mezi cenou hamiltonského cyklu v G (cena
[V|) alibovolného jiného cyklu (cenaaspon r .|V]).

Aproximagni algoritmus A musi vrétit hamiltonsky cyklus, ale v G existuje, protoze pii
poZadované chybé r nezndjinou moznost.

Jestlize hamiltonsky cyklus neexistuje, algoritmus vrati cyklus ceny aspor r .|V|.

Teda, pomoci A jsme vyiesili problem hamiltonské kruznice.

Uplné polynomidlni aproximaéni schéma pro souéet podmnoziny
Problém: (S, t), kde Sje{a, &, ... a;}, mnozinakladnych prirozenych ¢isel at je kladné
ptirozené cislo.

Rozhodovaci verze: existuje podmnozinaS'i S, tZ. S, sa =t

Optimalizagni verze: hleddme podmnoZinu S'i S, j&jiZ soucet je co nejvétsi, ale neprevydujet.

Znadeni: S .+. x ={s+x, sl S}promnoZinuSi seznam S
Al goritmus: Soucet _podmozi ny_presn&(S, t)

1. u:= (9

2. Lo : = <0>

3.for i :=1ton do

4. Li := merge_list(Li-1, Li-1 .+ a&)

5 vypust z L;j vSechny prvky vétsSi nez t
6. return maxi num z L;

merge_list slouci usporadané seznamy do usporadaného seznamu
délkal;jeaz 2, tj. agoritmus je exponencidni (v obecnosti)

Aproximacni schéma:
|dea:

- kazdy seznam L; po vytvoieni , zkratime".
- pouzivameparametr d, 0£d<1
- zkratit seznam L znamenda vypustit co ngjvic prvku L, tak Ze pro kazdy vypustény
prvek y zastal v seznamu L~ prvek z £y, takovy, Ze (y-2)/ly £d,tj. (1-d)z£y £z
Prvek z je reprezentant y s, dostate¢né malou chybou®.
Al goritnus: soucet_podmozi ny_aprox(S, t, €

1. n:= ]9

2. Lo := <0>

3. for i :=11to n do

4. Li := merge_lists(Lj-1, Li-1 .+ &)

5. Li := zkrat(L;, € n)

6. odstran z L;j vS8echny prvky vétsi nez t
7. necht z je nejvétsSi hodnota v L,

8. return z

- prvky L; jsou soucty podmnozin
- chceme: C*(1-e) £ C pro cenu C nalezeného v C* 27?777
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prvek y £ t z nezkrécené verze existuje z e L; tz. (1-ein)' y £z £ y

pro optimum y* existujez e L, tZ. (1-e/n)"y* £ z £ y* protoze 1-e £ (1-e¢n)" &
(1-ey* £z

jesté plna polynomidlnost - Idea: relativni chyba e/n rozsah 1.. t rozdéli na
polynomidlni Useky, v kazdém je £ 2 reprezentanti.



Sifrovani

RozSifeny euklidav algoritmus

VSTUP: a, b {a>0 & b>0}
VYSTUP: d, x,y {d=(a, b)=a*x + b*y}
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d ngveétsi spolecny délitel, x, y jsou konstruktivng potvrzeni, Ze d je linearni kombinace a, b

procedure Euklid(a, b: integer; var d, x, y: integer);

var di, x1, yl: integer;
{ a>0&b>0}
begi n
d = 0;
dl = b;
repeat { "r( rla &r|b <=r|d &r|dl) &
d = a*x + b*y &
dl = a*x1 + b*y1l }
if d > dl then

X y = 0; {r je dé&lite

I =

X := X —x1* (ddiv dl);
y =y —yl* (ddv dl);
d :=d nod di;

el se
x1 :=x1 — x(d1 div d);
yl =yl — y(dl div d);
dl := dl nod d;

until d = 0 or dl1 =0
if d=0thend:=dl; x :=x1; y :=yl; fi
end

Podminka: P(a, b, d, x, y, d1, x1, y1) °

{"r(rla& rp<=>r|d & r|dl) &

d=a*x + b*y & dl=a*x1+b*yl}

if d>dl then

X = X — x1*(d div dl);

'y :=y — yl*(d div dl);
d :=d nod di;
"X, 'd, "d — nové hodnoty pronennych x, vy, d

Chceme ukazat P(a, b, "d, "X, "y, dl, x1, y1)
Necht s=ddivl,t=dmoddl, d=s*dl +t
@D? r|’'d&r|dl<=>r|d&r|dl "r
<=z délitelnosti $ k, k1 rk=srckl+"d
r(k —s * k1) = 'd

.->" $k1, "k d=s *r * k1 +r * 'k = r*(.)
(2)7 d =a*x +b *'x
t a*(x — x1 * s) + b(y —yl * s)
t a*x + b*x — (a*x1l*s + b*yl*s)

a, b

x1 =0; yl = 1; <=>r je délitel

d, d1}



s*(a*x1 + b*yl) +t =d
s*dl +t =d

~ odvozeni - duakaz

Relace kongruence modulo m
@b(modm) <=>m|ab

© (mod m) je ekvivaentni; zachovava +, *
Zn=2/° (mod m) m t¥id rozkladi

reprezentanti tiid: {0, ..., m-1}
<a>y + <b>, = <atb>,

<a>n * <b>, =<a*b>,
<a>p=amodm

<0>p, ... nulg; <1>p, ... jednotka

--- okruh zbytkovych tiid modulo m

Resitelnost linearnich rovnic v Z,

(1) <a>m* <x>q =<b>, <>l <0>,
eg. &x ° b (mod m); m nedéli a lin. kongruence
€g. a*x + m*y = b; m nedéli a lin. ??2?2?2?2?7? rovnice

a) <b>n=<0>p, (tj.: mlb)
(1) manenulovéieSeni <=>d=(a m)>1
x=m/d (<=>ajedglitel nuly)
b) <b>, 1 <0>p,
(1) jeteSitelnd<=>(a, m) | b
gpecidné <a>n* <x>p=<1>p<=>(a,m)=1
<X>p ... jeding ... <a>yt ... vypocitatelné EA

Kryptografie

- prendSime fetdzec bita ... ¢ido1 {0, ... M}
M ... tadové stovky bitd ... M » 2'%

Sfrae: {0..M} & {0..N}

Kli¢ d: {0..N} & {0.M}

plati: d(e(m)) =m "mi {0.M}

Komutujici Sifry:
€a, e Na{0..K} komutuji:
" m£kjeea(m), es(m) £ M aplati
ea(es(m)) = eg(ea(m))

Protokol:

A: zamkne zprdvu m apode ea(m)
B: prida svij zamek avréti eg(ea(m))
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A: odemkne svitj zamek: da(es(ea(m))) = da(ea(es(m))) = es(mM)
B: odemkne dg: dg(es(m)) =m
Pri kazdém pinose je spréva chranéna jednim zamkem

Poker po telefonu:

A: (michakarty) zaSifruje cislakongruentni s1, ..., Wapodeea( 1),...ea(C W) v ndhodném
poradi

B: (rozdavapro A) vybere 5 karet ea(ay), ...ea(as) apoSeje

A: (mésvojekarty) desifruje da(ea(a)) = a

B: (rozdava pro sebe) vybere ea(by) ... ea(bs), zasSifruje apodle eg(ea(br)), ... es(ea(bs))

A: deSifruje karty pro B: eg(b), ... es(bs)

B: deSifruje apozna svoje: dg(ea(hy)) = by

Jestlize je mozné Sifry ea, es zvergnit, pricem klice (inverzni k Sifram) ostatni “tézko”
spocitatelné, mame moznost kontroly

A: (vyhledasvojekarty) poSle ay, ... as
B: (kontroluje) zndex, deneda

pocitdea(ay), ... ea(as) aporovnasrozdanymi.
A, B, zngji jen “svou” ¢ast informace

Verejné kryptografické systémy
Zobrazeni:
e {0.M} & {0..N}
d: {0..N} & {0..M}
tvori Diffie-Hellmannav par, jestlize
a) djezlevainverzni k e {d(e(m)) = m}
b) d, ejsou efektivne vyciditelng, ae z algoritmu realizujiciho e neni mozné efektivné
odvodit algoritmus realizujici d
»padaci dviika" — priklad: telefonni seznam

Kazdy Geastnik svij D-H pér e, d Sifry e verging, klice d tajné.
Navic, kdyz
a’) da oboustranné inverzni k ea

moznost ovéritelnych el ektronickych dopisi

Protokol
A: vyhleda e pro adresdta B apose
es(“Spréva. Zdravi A. da (podpis)”)
B: deSifruje acte
»Spréva. Zdravi A. blablaba"
najde Sifru pro A aovéri: ea(blablabla) = podpis

- &ifry nemusi komutovat
- vystiihnuti podpisu a poslani faledné zpravy
(B&)C: e(“ Text. Od A. da(podpis)”)
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feSeni: jiné kodovani: A&B: ez(,0d A. dy(A pro B, ZPRAVA, 19.5.1994, PODPIS)*)

Sifrovani zalozené na problému batohu

Problém batohu:
Jedanén, &, ... & (véha predmétu)
acidob (vaha batohu)

Mame uréit X, ... Xp; Xi =0, 1, proi = 1.n,tZ. b =ax; + ... + ax,

Jednoduché pro superrostouci posloupnost:
1S A < a1 pro"i,1£i£n-1
Priklad: Vystuni linedrni konverze: g = 2"

Konstrukce D-H paru

Zvolime{c}i=1.m superrostouci, modul r 3 2*c, a&islo s neousdéiné sr. Spocitame t=<s>,™.

Zverginime by = <s.¢;>; a piredpis Sifry e(x): ¢islo x s binarnim zapisem X, Xn1 .. X1 Se Sifruje
exX)=x1*b+ ...+ X% by

DeSifrovani: y & <t.y>, prevede téZky problém batohu s koeficienty { b} najednoduchy
skoeficienty{ ¢}
<t.e(X)> = <t. iz1S" X; B> = <i21S" X t bi> = <51 S" X t SC> = <=1 S " X 6>

Sifra RSA (Rivest, Shamir, Adleman)

komutujici Sifra s oboustrannym inverznim klicem

Véta (Mala Fermatova): Jestlize m je prvocislo aa neni ndsobkem m (m nedéli @),
potom &™*° 1 (mod m)

Dukaz: Eulerovafunkce F (n) je pro n>1 pocet kladnych celych ¢isel mensich nez n,

nesoudélnych sn.

Véta
Jestlize n je prvocido, potom F (n) = n-1
Jestlize n = p.q, kde p, q jsou razna prvocisla, potom F (n) = (p-1)(g-1)

V&ta (Eulerova véta): pro a, n nesoudsna (tj: (a, n) = 1) plati & ™ © 1 (mod n)
Disledek: JestliZe (a, n) = 1, potom <a>,= < 1>,
(jestlize znam rozklad n na prvocisa, rychle spoc¢itdm F (n) anasledné inv. prvek)

RSA: Volime velké prvocidap, g. Spocitdme n = p*q a hodnoty Eulerovy funkce
r=(p-1)(a-1).
Volime velka ¢islo k nesoudsIné sr a spocitdme inverzni prvek g = <k>,
Vergnacést: k, n; tajnacast g, p, q
Sifrovani: M £ n-1; M) = <M*>n=H
DeSifrovani: d(H) = <H%>,
Sprévnost desifrovani: d(e(M)) = <H%, = <M*%>, = <M 1> = <M*MF >,
=<M*1>,=<M>,=M
cr+l1=gk° 1modr
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Piiklad: p=47,q=71€ n=p*q=3337, r = (p-1)(9-1)=3320, volimek =79 &
g = <79>3350 = 1019
ZprdvaM = 688 e(M) = <M*>, = <688"%>335;= 1570 = H

Bezpeénost Sifrovani — praktické poznamky

problém, na kterém je Sifra postavena (napt. faktorizace, problém batohu) musi byt
tézko reSitelnai v pramérném pripad (ne jen v ngfhorsim — ne v&echny NP Gplné
problémy vyhovuji)

nemaexistovat ,, rychly* algoritmus na, dostatecné” priblizné redni, které umozni
ziskat priblizné znéni zpravy

dostatecna délka klice, resp. prvocida

faktorizace:
1975 ... 39 (decimdni) cifer
1985 ... 65
1994 ... 130

(pomoci pravdépodobnostniho algoritmu)

uhadnuti ¢ésti zpravy (pomoci externich zdroji a souvidosti) poméhéa rozludténi
Zbytku — pokud: d¢litelnost (mod W)

spolehlivost lidi, ...

jiné pozadavky na protokoly

ovértitelnost odesilatele (kdo to poslal?)

oveéritelnost piijemce (komu patii tento verginy klic)
potvrzeni doruceni — do urcitého ¢asu

zachovani poradi zprév

kontrola autenticity textu (dostali jsme, co bylo poslené?)

elektronické penize:

bezpecnost: nemoznost kopirovani, zmén, opakovaného utraceni
soukromi, anonymita, ne trasovatel nost
(-off-line platby, transitivita, délitelnost)



