1. Hradlové sité (zapsali Jirka Fajfr a Jdn Cernyj)

Na této prednasce se budeme zabyvat jednoduchym modelem paralelniho poci-
tace, totiz hradlovou siti, a ukézeme si alespon jeden efektivni paralelni algoritmus,
konkrétné séitani dvojkovych cisel v logaritmickém case vzhledem k jejich délce.

Hradlové sité

Definice: Hradlo je zafizeni, které pocitd néjakou pevné danou funkci s k& vstupy a
jednim vystupem.
Priklad: Obvykle pracujeme s booleovskymi hradly, ta pak odpovidaji funkcim f :
{0,1}* — {0,1}. Z nich nejéastéji potkame:

® (O-vstupové: to jsou konstanty TRUE a FALSE,

e l-vstupové: identita (ta je vcelku k ni¢emu) a negace (znaéime —),

® 2-vstupové: logicky soucin (AND, &) a soucet (OR, V).

Hradla kreslime tifeba nasledovné:

Vstupy

e Hradlo

Vystupy

Hradlo provadéjici logickou operaci AND se dvéma vstupy

Z jednotlivych hradel pak vytvarime hradlové sité. Pokud pouzivime pouze
booleovska hradla, fikdme takovym sitim booleovské obvody, pokud operace nad
néjakou obecnéjsi (ale koneénou) mnozinou symbolt (abecedou), nazyvaji se kombi-
nacéni obvody. Kazdy vstup hradla je pfipojen budto na néktery ze vstupt sité nebo
na vystup néjakého jiného hradla. Vystupy hradel mohou byt propojeny na vystupy
sité nebo pfivedeny na vstupy dalsich hradel, pficemz je zakazano vytvaret cykly.
Nez si fekneme formalni definici, podivejme se na obrazek.

TODO: OBR
Definice: Hradlovd sit je urena:
abecedou 3 (to je néjaka koneénd mnozina symbolt, obvykle ¥ = {0,1});
mnozinou hradel H, vstupnich portu I a vystupnich porti O;
acyklickym orientovanym grafem (V, E), kde V.= HUI U O;
zobrazenim F', které kazdému hradlu h € H pfifadi néjakou funkci F(h) :
»eh) — 3. To je funkce, kterou toto hradlo vykonava, a &islu a(h) Fikame
arita hradla h;
® zobrazenim z : E — N, které kazdé hrané vedouci do néjakého hradla

prifazuje néktery ze vstupu tohoto hradla.
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Pfitom jsou splnény nasledujici podminky:

e Vi I:deg" (i) =0 (do vstupt nic nevede);

® Yo € O :deg’(0) = 1& deg™ (0) = 0 (z v¥stupii nic nevede a do kazdého
vede pravé jedna hrana);

e Vh € H : degt(v) = a(v) (do kazdého hradla vede tolik hran, kolik je jeho
arita);

e Vh € H,1 < j < a(h) existuje pravé jeden vrchol v takovy, ze z(vh) = j
(vSechny vstupy hradel jsou zapojeny).

Pozorovani: Kdybychom pfipustili hradla s libovolné vysokym poc¢tem vstupt, mohli
bychom libovolny problém se vstupem délky n vytesit jednim hradlem o n vstupech,
coz neni ani realistické, ani pékné. Proto pfijméme omezeni, ze vSechna hradla bu-
dou mit maximéalné k vstuptd, kde k je néjakd pevna konstanta, obvykle dvojka.
Nasledujici obrazky ukazuji, jak hradla o vice vstupech nahradit dvouvstupovymi:

Vi Vi
Trojvstupové hradlo AND Jeho nahrazeni 2-vstupovymi hradly

Definice: Vypocet sité probihd v taktech. V nultém taktu jsou definovany praveé
hodnoty vstupnich porti. V i-tém taktu vydaji vysledek hradla, ktera jsou pfipojena
na porty nebo na vystupy hradel, jejichz hodnota byla definovana v (i —1)-nim taktu.
A7 po néjakém kone¢ném poctu takttt budou definované i hodnoty vystupnich portt,
sit se zastavi a vyda vysledek.

0 takt
1 takt

2 takt
3 takt

4 takt

Vypocet hradlové sité
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Podle toho, jak sit po¢itd, si ji miZzeme rozdélit na vrstvy:

Definice: i-td vrstva obsahuje vSechny vrcholy v takové, ze nejdelsi z cest z porti
sité do v méa délku pravé i. To jsou presné vrcholy, které vydaji vysledek poprvé
v i-tém taktu vypoctu. Dava tedy smysl prohlasit za casovou sloZitost sité pocet
jejich vrstev. Podobné prostorovou slozitost definujeme jako pocet hradel v siti.
Priklad: Sestrojte sit, kterd zjisti, zda se mezi jejimi n vstupy vyskytuje alespon
jedna jednicka.

Pruni feseni: zapojime hradla za sebe (sériové). Casova a prostorova sloZitost jsou n.
Zde vubec nevyuzivame toho, Ze by mohlo pocitat vice hradel soucasné.

<

Hradlové sit, ktera zjisti zda-li je na vstupu alespon jedna jednicka

Druhé teseni: Budeme vrcholy spojovat do dvojic, pak vysledky z téchto dvojic opét
do dvojic a tak dale. Tak dosdhneme ¢asové slozitosti ©(logn), prostorova slozitost
zistane linedrni.

Chytrejsi feSeni stejného problému

S¢itani binarnich ¢isel
Pojdme se podivat na zajimavéjsi problém: Méjme dvé ¢isla zapsané ve dvoj-
kové soustaveé jako x,_1...T1T0 & Yn—1 - - - Y1Yo- Budeme chtit spocitat jejich soucet
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Znin—1---2120-

Samoziejmé muzeme pouzit algoritmus ,séitani pod sebou”, ktery nas udili
na zakladni skole. Formalné by se dal zapsat tieba takto:

2 =2 DY O Ci-1,
kde @ znadi operaci XOR (soucet modulo 2) a ¢;—1 je pfenos z (i — 1)-niho fadu

do i-tého. Prenos pritom nastane tehdy, kdyz ze tii xorovanych ¢islic jsou alesporn
dvé jednicky:

Xoq e X, X,
Yor e Y, Yo
N\ N AN
C.q c, c, c,=0
Zo e z z

Sc¢itani ze zakladni skoly

Bohuzel na to, abychom spoéitali ¢; (a tedy z;), musime znat hodnotu ¢;_1,
tedy mit spocitané hodnoty pro vSechny ¢isla mensi nez 7. To dava linearni ¢asovou
slozitost. Zamysleme se nad tim, jak by se proces s¢itani mohl zrychlit.

Pienosy v blocich

Jediné, co néas pfi s¢itani brzdi, jsou pfenosy. Kdybychom je dokazali spocitat
rychle (feknéme v logaritmické hloubce), soucet uz zvladneme dopoéitat v konstant-
nim case.

Podivejme se na libovolny blok v naSem souc¢tu. Tak budeme fikat c¢islim
Zg..-Th & Yq...Yp v néjakém intervalu indext (a,b). Pfenos ¢, vystupujici z to-
hoto bloku zavisi mimo hodnot s¢itanci uz pouze na prenosu c,—_1, ktery do bloku
vstupuje. Zaviset mize pouze tfemi moznymi zpisoby:

1. generuje prenos: ¢, =1,
2. pohlcuje prenos: ¢, = 0,
3. kopiruje prenos: ¢, = cp—_1-



Cviceni: Rozmyslete si, jak pfesné vypadaji bloky s jednotlivymi typy chovani.

X

n-1

yn-1

Cn-1

o
Cs

Xs X,

y Y

Blok souctu

0

1

1

0 1

< (copy)

Tabulka trividlnich bita

q
copy O
copy 1
copy copy | copy

Skladani chovani bloku

Jednobitové bloky se chovaji velice jednoduse:

Pokud mame néjaky vétsi blok B slozeny z mensich bloki p a g, jejichz chovani

1
C0

X,

Yy

0
X/
c,.=0

-1

uz zname, miuzeme z toho odvodit, jak se chova velky blok:

Vsimniéme si, ze skladani chovani blok je asociativni operace (je to vlastné tpl-
né obydejné skladani funkei), takze pro libovolny blok mtizeme jeho chovani spocitat

v ¢ase O(logn) postupnym sklddanim (,stromeckovym* zptsobem).

To nam déa néjaky kombinac¢ni obvod nad trojprvkovou abecedou, ale samo-

zFejmé muzeme chovani bloki kédovat i binarné dvojici bitt:



Operaci skladani (a,z) ® (b,y) = (¢, z) pak definujeme takto:

c=a&b,
z=(-a&x)V(a&y).

Paralelni s¢itani

Paralelni algoritmus na s¢itani uz zkonstruujeme pomeérné snadno. Bez jmy na obec-
nosti budeme predpokladat, ze pocet bitl vstupnich ¢isel n je mocnina dvojky, jinak
si vstup doplnime nulami.
1. Spoc¢teme chovéani blokt velikosti 1. (O(1) hladin)
2. Postupné poéitame chovani blokt velikosti 2% na pozicich délitelnjch
2%, (O(logn) hladin, na nichz se skladaji bloky)
3. C_1 < 0

. Uréime ¢, podle c_; a chovani (jediného) bloku velikosti n.

5. Postupné pocitdme pfenosy na hranicich délitelnjch 2% | zahustova-
nim“: jakmile vime cor_ 1, mizeme dopocitat cor gx—1_1 podle chovani
bloku (2% 4 281 — 1 2%} (O(logn) hladin, na nichz se dosazuje)

6.Vi:z; =x; DY; ®ci—1.

W

Pofadibitu | 7| 6| 5| 4| 3| 2| 1| 0
Prvnigislo |01 1] 1]{0[1[0]| 0
Druhé gislo [0 O] 1] 1]1]0[1[1
ol <| 1] 1| <| <| <<
N 0 1 < <
Bloky s prenosy 0 =
0

Prenos [0 J1J1]1]JoJo]o]o]

Vypocet prenosu

Algoritmus pracuje v ¢ase O(log n). Hradel je dokonce linearné: na jednotlivych
hladinach kroku 2 pocet hradel exponencialné klesa od n k 1, na hladinéch kroku 5
exponencialné stoupa od 1 k n, takZe se seéte na O(n).

2. TOky v sitich (predndsel T. Valla, zapsali J. Machdlek a K. Vandas)

Motivacni alohy:

e Mé&jme orientovany graf se specidlnimi vrcholy Zelivka a Kandl piedsta-
vujici prazské vodovody. V tomto grafu budou vrcholy vodovodnimi sta-
nicemi a hrany trubkami mezi nimi. Kolik vody protece ze Zelivky do
Kanalu?



e Méjme orientovany graf predstavujici Zelezni¢ni sit; graf mé vyznacné vr-
choly Moskva a Fronta, kazdd hrana grafu ma kapacitu, kterou muze
uvézt. Kolik vojakt je schopna sit prevézt z Moskvy a spotiebovat na
Fronté?

Definice: Sit je usporadand ¢tvefice (G, z, s, ¢), kde G je orientovany graf, z a s jsou

néjaké dva jeho vrcholy (zdroj a stok) a c je kapacita hran, kterou piedstavuje funkce
c: E(G) —Ry.

P¥iklad sité. Cisla piedstavuji kapacity jednotlivych hran.

Intuice: Toky v sitich predstavuji rozvrzeni, jakym suroviny siti potecou.
Definice: Tok je funkce f : E(G) — Ry takova, e plati:

1. Tok po kazdé hrané je omezen jeji kapacitou: 0 < f(e) < c(e).

2. Kirchhofftv zakon — ,,sif tésni*:

Z f(zu) = Z fluz) prokazdé u € V(G)\ {z,s}.

Tzuel ur€E

Poznamka: Pokud bychom se chtéli v definici toku u bodu 2 vyhnout podminkdm
pro z a s, muzeme zdroj a stok vzajemné propojit (pak jde o tzv. cirkulaci).

Poznamka: V angli¢tiné se obvykle zdroj znaci ,,s* a stok ,t“ (jako source a target).

Piiklad toku. Cisla piedstavuji toky po hranich, v zévorkach jsou kapacity.
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Definice: Velikost toku f je:

fli= ) flza) = > f(x2).

zzelE rz€EE

Budeme tedy chtit najit v zadané siti tok, jehoz velikost je maximélni. Musi vzdycky
existovat?

Véta: Pro kazdou sit existuje maximalni tok.

Idea diikazu: Dokaze se pomoci metod matematické analyzy s tim, Ze mnozina toki
je kompaktni a funkce velikosti toku je spojitéd (dokonce linearni).

Dobré, maximalni tok vzdy existuje. Ale kdyZz nam ho nékdo ukéZe, umime
poznat, Ze je skute¢né maximalni? K tomu se budou hodit fezy:

Intuice: Rez v grafu je mnozina hran oddélujici zdroj a stok.

Definice: Rez R v siti (G, z, s, ¢) je mnoZina hran R takova, Ze neexistuje orientovand
cesta ze z do s v grafu (V(G), E(G) \ R).

Definice: Kapacita Tezu c(R) =, cp c(uv).
Nékdy je lepsi se na Tezy divat takto:

Definice: Pro dvé disjunktni mnoziny vrcholi A, B, kde z € A a s € B zavede-
me separdtor S(A, B), coz bude mnozina hran vedoucich z A do B. Pokud je g
funkce definovand na hranich (tfeba tok nebo kapacita), definujeme g(A, B) :=
Zu’UEE,ueA,’ueB g(uv)'

Pozorovani: Kazdy separétor je fezem (libovolna orientovana cesta ze z do s musi
nékdy opustit mnozinu A, a to jde pouze po hrané patfici do separatoru). Opacné to
sice platit nemusi, ale plati, Zze ke kazdému Tezu existuje separator takovy, ze soucet
kapacit jeho hran je nejvyse kapacita daného Fezu. Staéi si zvolit mnozinu A jako
vrcholy dosazitelné ze zdroje po hranach nelezicich v fezu a do B dat vSechny ostatni
vrcholy. Separator S(A, B) pak bude tvofen vyhradné hranami fezu (ne nutné vsemi)
a sdm bude Tezem.

Definice: Pro libovolnou mnozinu vrcholit A zavedeme jeji doplnék A :=V(G)\ A.

Nyni si vS§imneme, Ze velikost toku mutZeme mérit pres libovolny separator:
je to mnozZstvi tekutiny, které teCe pres separdtor z A do B minus to, které se
vraci zpatky (zatim jsme velikost méfili u zdroje, vlastné na trividlnim separatoru
A={z}, B=A).

Lemma: Necht A CV(G),z € A,s € A a f je libovolny tok. Potom plati, Ze:

Diikaz: provedeme pomoci Kirchhoffova zékona a definice velikosti toku:

Pro kazdy vrchol u # z, s plati: Z fuz) — Z f(zu) =0,

urel Tucl



pro zdroj pak: Z flzz) — Z flzz) =|f].

zre€FE rzelR
Rovnice se¢teme:
5 (z fur) — 3 f(:w)> P
u€A \uxeFl Tuel

Vsimneme si, Ze hrany, jejiz oba koncové vrcholy lezi v mnoziné A, prispivaji k této
sumeé jednou kladné a jednou zaporné, hrany, jejiz ani jeden vrchol nelezi v A, nepfi-
spivaji vibec, a koneéné hrany vedouci z A do B, resp. opacné prispéji jen jednou
(kladné, resp. zaporné). Tedy:

f(AA) — Z fluv) — Z fluv) =1f].
u€AvgA ugAveEA
V)
Dusledek: Pokud f je tok, R je fez, pak plati: |f| < ¢(R).

Diikaz: Dokazeme pro separatory (uz vime, ze ke kazdému fezu najdeme stejné velky
nebo mensi separator):

fl = f(A,A) = f(A,A) < f(A,A) < (A, A) < e(R).

Q

Nyni vime, ze velikost kazdého toku je shora omezena velikosti kazdého Tezu.
Kdybychom tedy k nasemu toku uméli najit stejné velky fez, hned vime, ze tok je
maximalni a fez minimalni. Piekvapivé plati, Ze se to povede vzdy. K tomu se nam
budou hodit zlepsujici cesty:

Definice: Zlepsujici cesta budeme fikat takové cesté mezi danymi dvéma vrcholy,
kterd pouzivd budto hrany sité (hrany orientované po sméru cesty) nebo hrany
k nim opacéné (v siti jsou tedy proti sméru cesty).

Priklad zlepsujici cesty.

Definice: Zlepsujici cesta P ze z do s je nasycend, pokud:

Jeep: f(e) =c(e) je-li e orientovanad po sméru
"1 fe)=0 je-li e orientovana proti sméru
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Jinak je zlepsSujici cesta nenasycena.

Definice: Tok je nasyceny, pokud je kazda zlepsujici cesta P ze z do s nasycena.
Véta: Tok f je nasyceny < f je maximéalni. Navic pro kazdy maximalni tok f existuje
fez R takovy, ze |f| = c¢(R).

Dikaz:

»<=" dokdzeme nepfimo — ukazeme, ze pokud néjaky tok neni nasyceny, tak ho jesté
Ize zlepsit, procez nemuze byt maximalni. Méjme néjaky nenasyceny tok f. Existuje
tedy nenasycena zlepsujici cesta P. Podél této cesty budeme tok vylepsovat. Zvolime:

er:=__ min {c(e) - f(e)},

ec P po sméru

f2 0= ecP prr%glsméru {f(e)}7

€ := min {e1, e2}.
Jelikoz cesta byla nenasycena, musi byt € > 0. Nyni z toku f vytvofime tok f’ takto:
f(e) +¢e jeli e po sméru cesty,

f'(e) =1 f(e) —e je-li e proti sméru,
f(e) pokud e & P.

Nyni je potfeba ovérit, ze f/ je skutecné tok:

0 < f'(e) < c(e) ... plati stale diky volbé e.

Platnost Kirchhoffova zédkona ovéfime rozborem piipadii:

> e S
+e +e +e —€
e—e=0 e+ (—¢)=0
S — - .
—€ —€ —€ +e
—(—e)—e=0 —(—e)—e=0

Rozbor pripadu.

Funkce [’ je tedy tok. Jeho velikost se ovSem oproti f zvySila o e, takze f nebyl
maximalni.

»=: Uvazime mnozinu vrcholt A C V(G) definovanou tak, ze v € A pravé tehdy,
kdyz existuje nenasycend cesta ze z do v. VSimnéme si, 7ze z € A a s ¢ A. Potom
S(A, A) je Tez, ktery je stejné velky jako tok f. Jak uz vime, pokud k toku najdeme
stejné velky ez, je tok maximalni. Q

To, co jsme o tocich zjistili, mizeme shrnout do nasledujici ,,minimaxové“ véty:
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/\ S(A,VA\A) - hledany fez R

N

Rozdéleni V(G) na mnozinu A a A v ditkazu hlavni véty o tocich.

Véta (Hlavni véta o tocich, Ford-Fulkerson): Pro kazdou sif plati:

pexlyl = e
Diikaz: Nerovnost ,<“ je na$ Dusledek lemmatu o tocich a fezech, rovnost plati
proto, ze k maximalnimu toku existuje podle pfedchézejici véty stejné velky fez. O
Zlepsovani toki pomoci zlepsujicich cest neni jen pékny dikazovy prostfedek, da se
pomoci néj také formulovat elegantni algoritmus na hleddni maximalniho toku:
Algoritmus (hledani maximalniho toku v siti, Ford-Fulkerson)

1. f « libovolny tok, tfeba vSude nulovy (Ve € E : f(e) < 0).
2. Dokud 3 zlepS$ujici cesta P: vylepsime f podél P jako v dikazu véty.
3. Prohlasime f za maximalni tok.

Cviceni:

® Je pro prirozené kapacity F-F algoritmus kone¢ny? Ano — v kazdém zlepsu-
jicim kroku algoritmu se celkovy tok zvétsi aspon o jedna. Protoze mame
horni odhad na velikost maximélniho toku (napf. soucet kapacit vSech
hran), mame i horni odhad na dobu béhu algoritmu.

e Je F-F algoritmus koneény pro racionalni kapacity hran? Ano — vSechny
kapacity vynasobime spoleénym jmenovatelem a prevedeme na predchozi
pripad. Algoritmus se pfitom chova stejné jako s pivodnimi kapacitami.

e A pro realné kapacity? Obecné ne — zkuste najit sit s nékterymi kapacitami
iracionalni, kde se algoritmus pfi nesikovné volbé zlepsujicich cest nikdy
nezastavi a dokonce ani nekonverguje k maximalnimu toku.

e Kolik krok bude muset algoritmus na nasledujici siti maximalné udélat,
aby ispésné dobéhl? (2M kroki)

® Pokud bychom vzdy hledali mejkratsi zlepSujici cestu, coZ je snad nej-
pfimocafejsi moznd implementace (prohledavani do sitky), algoritmus by
se zastavil po O(M?2N) krocich (tomu se fiké Edmondstv-Karptv algo-
ritmus). To si nebudeme dokazovat a misto toho si na p¥isti pfedndsce
rovnou odvodime efektivnéjsi Dinictiv algoritmus.
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Priklad sité. Kolik kroki musi maximalné udélat F-F algoritmus?

3. Dinicuav algoritmus (zapsali Jakub Melka, Petr Musil){!)

Na minulé prednésce jsme si ukazali Forduv-Fulkersoniv algoritmus. Vime
o ném, ze kdyZ se zastavi, tak vyd4d maximdlni tok. Jenze zastavit se nemusi (na-
priklad pro sité s redlnymi kapacitami), nebo trva pfili§ dlouho. UkéZeme si lepsi
algoritmus, Dinictiv, ktery ma vyrazné mensi slozitost a zastavi se vzdy.

Idea je nésledujici: v algoritmu budeme pouzivat sit rezerv, kterd bude obsa-
hovat rezervy — kolik jesté po dané hrané muzeme pustit, aby to neprekrocilo jeji
kapacitu. Sif rezerv pak budeme vyuzivat k vylepSovani toku.

Definice: Sit rezerv Rk siti S = (V, E, z,8,¢) atoku f v Sjesit R = (V, EUF7 z,8,1),
pro Ve € E:

* r(e) = c(e) — f(e),

e r(%e) = f(e),
kde hrana ‘€ vznikne z hrany e tak, Ze se zorientuje opa¢nym smérem. V piipadé,

7e v siti rezerv uz opacné orientovana hrana(® je, pak vznikne multigraf(® s mul-
tiplicitou maximalné dva.

Sif rezerv budeme pouzivat v algoritmu k hledani vylep$ujicich tokd. K tomu ndm
bude slouzit nasledujici véta:

Véta: Je-li f tok v siti S a g tok v ptislusné siti rezerv, pak 3 tok f/ v S takovy, ze
[f'I = [f] + g, coz znamend Ve € E : f'(e) = f(e) + g(e) — g(*€).
Diikaz: Rozebereme si jednotlivé pfipady pro Ve € E:

a) g(e) = g('€) = 0= f'(e) = f(e).

b) g(e) > 0 a zdroveni g('€) =0 = f'(e) = f(e) + g(e).

c) gle) =0 azarovei g('e) > 0= f'(e) = f(e) — g(‘€).

d) Nastava cirkulace, tu snadno odstranime: odeéteme € od obou hran e a

T

€, kde ¢ = min(g(e), g(*€)). Pfevedeme tim tento piipad na jeden ze tii
uvedenych vyse.

(1) s diky Bernardovi Lidickému za obrézky

) yznikne tak, Ze v ptivodni siti jsou dvé opa¢né orientované hrany mezi stejnjmi
vrcholy.

() graf, ktery miize mit mezi dvéma vrcholy vice stejné orientovanjch hran.
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Je vSak f’ tok? Vime, Ze f’ urcité nemuize klesnout pod nulu, protoZe se odedita
jen v ptipadé c¢), a tam je z definice vidét, ze f’ pod nulu klesnout nemtze. Kapacita
také nemuze byt prekrocena, pFi¢itad se jen v pfipadé b) a z definice se nepokazi,
protoZe g(e) = c(e) — f(e), tedy v nejhorsim piipadé f'(e) = c(e).

Daéle dokazeme, ze f’ dodrzuje Kirchhofftiv zdkon. V nédsledujicich suméach pred-
pokladejme, Ze vSechny vrcholy jsou rozdilné od zdroje a stoku. Musi platit, Ze:

> flab) =" f'(ba).
abeE bacE

Rozepiseme si tuto rovnici dle definice:

> fllab) =Y f'(ba) =0,

abeE bacE
Y (fluww) + g(uv) = g(@)) = Y (f(vu) + g(vu) — g(ta)) = 0.

Roztrhneme si to na ¢tyfi sumy a dostaneme:

S flaw) = 3 flou)+

weE vuElR
0
+ > glw) — g(@@) — Y glvu) — g(tu) =0,
uwveE vu€l
0
nebot f i g jsou toky a musi spliiovat Kirchhofftiv zdkon. Q

Tato véta nam tika, ze pokud existuje nenulovy tok v siti rezerv, pak lze tok

siti maximalni.

Definice: f je blokujici tok, pokud na kazdé orientované cesté P ze zdroje do spo-
tiebice Je € P : f(e) = c(e).

Definice: C je procisténd sit, pokud obsahuje pouze vrcholy a hrany na nejkratsich

z — s cestach. Procisténa sit neméd slepé ulicky, ani hrany vedouci ze stoku nékam
do dalsiho vrcholu.

Priklad procisténé sité
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Algoritmus (hledani maximalniho toku v siti, Diniciv)

1. f < nulovy tok.
. Sestrojime sit rezerv R, vynechdme hrany s nulovou rezervou.
. I «— délka nejkratsi cesty z — s v R.
. Kdyz I = oo, tak skonéime.
. Sestrojime prodéisténou sit C, a to nasledujicim zptsobem:
Spustime BFS®* algoritmus ze zdroje.

N OO A W N

BFS nam rozdéli uzly do vrstev, vyhodime hrany za spotfebic¢em
a slepé ulicky.

. g < blokujici tok v C.

. Zlepsime tok f podle g a jdeme na bod 3.

© oo

Postup tvorby pro¢isténé sité podrobnéji: Prohleddnim do $ifky vytvoiime vrstvy
C;, zahodime ty za spotiebicem, ponechame pouze hrany mezi C; a C;y1. Jesté
musime odstranit slepé ulicky — cesty, které konci v C,,, : m < [, protoze ty urcité
nejsou soucasti nejkratsi z — s cesty.

Procisténi zvladneme v linedrnim ¢ase O(N + M), v ptipadé souvislého grafu
pouze O(M).

Priklad neprocisténé sité

Na obrazku nepro¢i§téné sité vidime, co se ma smazat. Cerné hrany ponechame,
ty tam jsou spravné. Cervené hrany jsou zpétné, ty smazeme. Modré hrany jsou
hrany ve stejné vrstvé, ty rovnéz smazeme. Cervené teckované hrany nevedou viibec
do stoku, takze ty rovnéz smazeme.

Definice: Fazi algoritmu oznac¢ime jeden béh cyklu — kroky 3 az 9.

Provedeme podrobnou analyzu algoritmu z hlediska slozitosti a uvidime, ze m4 slo-
zitost O(N?M). Nejprve analyzujeme hledani blokujictho toku, pak se podivame,
kolik fazi maximalné muze Dinictiv algoritmus mit.

Algoritmus hledani blokujiciho toku

(4} Breadth-First Search, standardni prohledavani do siky.
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1. g < nulovy tok.
2. Dokud dz — s cesta P v procisténé siti C:

3. ¢ « min(c(e) — f(e)).
ecP
4. Ve € P: g(e) <« g(e)+e¢, pokud g(e) vzroste na r(e), tak smazeme
hranu e.
5. Dodistime sif tim, Ze odstranime slepé ulicky, které mohly vznik-

nout smazanim hrany e.

Pri kazdém prichodu se smaze vzdy alespon jedna hrana, tedy maximalné M-
krat provadime O(N) — pravé tolik trva nalezeni cesty P, protoZze délka cesty bude
kratsi nebo rovna N. Cisténi pak maximalné smaze cely graf, jedno mazani nas stoji
konstantni ¢as, tedy celkova slozitost tohoto algoritmu bude O(MN).

Dokéazeme si, ze pocet fazi je mensi nebo roven N. Algoritmus se ukon¢i, pokud
l > N, protoze pak uz neexistuje nejkratsi z — s cesta, prosli jsme vSechny vrcholy.

Lemma: Pfi kazdé fazi vzroste [ alespon o jedna.

Diikaz: Uvazme sit R, rozdélenou na vrstvy, jesté pred procisténim. Po prodisténi

nékteré hrany zmizi. P¥ibyt® mohou jen zrcadlové protéjsky jiz existujicich hran.
Uvazme cestu P délky [ nebo mensi ze z — s a novou hranu e vzniklou pfi po-

slani toku po hrané s nulovym tokem:

a) Hrana e ¢ P = zablokovani, takova cesta neexistuje.
b) Hrana e € P = délka > [, protoZe hrana e vede z n&jakého vrcholu ve
vrstvé C; do vrcholu ve vrstvé C;_1. Q

Véta: Dinicliv algoritmus najde maximalni tok v ¢ase O(MN?).

Diikaz: Slozitost plyne piimo z predchoziho lemmatu a sloZitosti algoritmu hledani
blokujiciho toku.

Korektnost (najde vzdy maximalni tok) dokdZeme takto: Necht algoritmus pro-
béhne. Skoncit muze jediné tehdy, kdyz nenajde zaddnou cestu ze zdroje do spotiebice
v siti rezerv, kterou by mohl byt tok vylepsen. Tedy tok musi byt nutné maximalni. ©

Takto napsany algoritmus je jesté prilis pomaly, ale jde vyrazné zrychlit. Na-
priklad namisto prepocitavani tok na rezervy a naopak muZzeme minimalné vnitini
cyklus pocitat jenom v rezervach. Procisténi se da délat jednou namisto dvakrat,
muzeme prohledavat do hloubky a mazat pfi vraceni se z vrcholi. Dokonce i hle-
déani blokujiciho toku lze fesit v rdmci prohledavani do hloubky. Cesta si pamatuje
minimum rezerv a pii vraceni se rezerva snizuje.

Problematika tokt v sitich mé velké uplatnéni v kombinatorice a teorii grafi. Zde
uvedeme jeden priklad:

Hledani maximalniho parovani v bipartitnich grafech: Zorientujeme vSechny hrany
zleva doprava a pridame zdroj, z néhoz vedou hrany do prvni partity, a stok, do néhoz
vedou hrany z druhé partity. Hrany mezi partitami maji jednotkovou kapacitu.

(5) P¥ibudou tak, #e po hrané s nulovym tokem posleme né&jaky tok, v opacném
sméru v siti rezerv vytvorime z nulové hrany nenulovou.
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4. Goldbergﬁv algoritmus (zapsali R. Tupec, J. Volec, J. Zdloha)

Pfedstavime si novy algoritmus pro hledani maximalniho toku v siti, ktery se ukaze
stejné dobry jako Dinictiv algoritmus (O(MN?)) a po nékolika vylepSenich bude i
lepsi.

Tento algoritmus narozdil od Dinicova algoritmu zac¢ind s piebytky v sousednich
vrcholech zdroje a snazi se jich zbavit pomoci prevadéni. Pokud bychom toto pie-
vadéni délali ,tupym zpisobem“, mohl by se algoritmus zacyklit. Proto pro kazdy
vrchol budeme definovat vysku, a jak uvidime, s jeji pomoci se vyhneme zacykleni.
Definice: Funkce f : E — R je vina v siti (V, E, z,s,c) tehdy, kdyz Yuv € E :
f(uv) < c(uv), kde c(uv) je kapacita hrany uv, a Yo # z,s : f2(v) > 0. Funkei
f2(v) pro libovolny vrchol v rozumime piebytek v tomto vrcholu, coz je soucet
vseho, co do vrcholu v pritece, minus soucet vseho, co z v odtece. To miizeme zapsat

jako:
fAw) =) fluw) = > flou).
uwveE vu€EE
Kazdy tok je vlna, kde Vv # z,s : f2(v) = 0.
Algoritmus pouziva sit rezerv, kterou jsme nadefinovali jiz v pfedchozi kapitole vé-
nované Dinicovi.

Dale budeme provadét nasledujici dvé operace na vrcholech sité. K tomu budeme
potiebovat pfifadit vSem vrcholim vysku pomoci funkce h: V' — N.

Operace: Pro hranu uv € E definujme prevedeni prebytku:
Pokud plati, Ze:

1. ve vrcholu u je nenulovy piebytek, tj. f2(u) > 0,

2. vrchol u je vys nez vrchol v, tj. h(u) > h(v), a

3. hrana wv mé nenulovou rezervu, tj. r(uv) > 0,

pievedeme tok o velikosti 6 := min(f*(u),r(uv)) z u do v timto zptisobem:
L f2(u) — fA(u) =0 a f2(v) — fA(v) +3,
2. r(uw) — r(uv) — 0 a r(vu) — r(vu) + 0.
Definice: Rekneme, ze pfevedeni je nasycené, pokud je po pfevodu rezerva na hrané

uv nulovd, tedy r(uv) = 0. Naopak pfevedeni je nenasycené, pokud po prevodu
f2(u) = 0. Pokud r(uv) = 0 a f*(u) = 0, budeme prevedeni povazovat za nasycené.

Operace: Pro vrchol u € V' definujme zvednuti vrcholu: Pokud béhem vypoctu nara-
zime ve vrcholu u na prebytek, ktery nelze nikam prevést, zvétsime vysku vrcholu u
o jednicku, tj. h(u) <« h(u) + 1.
Algoritmus (hledani maximalniho toku v siti, Goldberg)

1. Yo € V : h(v) « 0 (v8em vrcholiim nastavime poéateéni vysku nula).

2. h(z) < N (zdroj zvedneme do vysky N).

3.Ve € E: f(e) «— 0 (po hranich na po¢atku nenechadme protékat nic).
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4.Vzu € E: f(zu) « ¢(zu) (ze zdroje pustime maximélni moznou vlnu).
5. Dokud Ju € V' \ {2, s}, f2(u) > 0:

6. Pokud Juv € E,r(uwv) > 0 a h(u) > h(v): pfevedeme piebytek
po hrané uwv.
7. V opa¢ném pripadé zvedneme u.

8. Vratime tok f jako vysledek.

Nyni bude néasledovat nékolik lemmat a invariant®, jimiz dokdZeme spravnost a
Casovou slozitost vyse popsaného algoritmu.

Invariant A: Funkce f : F — R je v kazdém kroku algoritmu vlna, h(v) nikdy
neklesé, h(z) = N a h(s) = 0.

Diikaz: Pro prvni ¢ast invariantu si stac¢i rozmyslet, ze v zadném kroku algoritmu
nepfekroéime kapacity hran a nevytvofime zaporny piebytek. Pro v € V' \ {z, s}
skutecné vysku pouze zvySujeme a z podminky v patém kroku algoritmu vyplyva,
Ze nas prebytky v z a s v podstaté nezajimaji, tudiz se h(z) a h(s) neméni. Q
Invariant S (o Spadu): Neexistuje hrana se spddem vét$im neZ jedna a nenulovou
rezervou, neboli Vuv € E, r(uv) > 0: h(u) < h(v) + 1.

Diikaz: Podivejme se, kdy by mohla vzniknout nenasycend hrana se spadem vétsSim
nez jedna. Béhem inicializace k tomu evidentné nedojde, protoze vSechny hrany
jsou nenasycené nebo maji kapacitu nula, proto je mizeme vypustit. Béhem prace
algoritmu k tomu vSak také nedojde, jak uvidime z rozebrani néasledujicich pripad.
Pokud jiz existuje vrchol v s kladnym prebytkem, déle existuje nenasycena hrana vu
a h(v) = h(u) + 1, vrchol v algoritmus nezvedne, ale pfebytek posle po této hrang.
Uvazme tedy jesté druhy pfipad, kdy existuje nasycend hrana uv se spaddem vétsim
nez jedna a tuto hranu se pokusime odsytit. Jenze pokud bychom chtéli néco poslat
v protismeéru, snazili bychom se o preliti proti sméru funkce h. V)

Lemma K (o Korektnosti): Kdyz se algoritmus zastavi, je f maximalni tok.
Dikaz: Nejprve ukazeme, ze f je tok, a pak jeho maximalitu. Vyjdéme z toho, ze f
je vlna a algoritmus se muze zastavit, jen pokud nastanou oba nasledujici pfipady
soucasné:

e Ve vrcholech grafu nejsou zddné pfebytky (mimo z a ), protoze jinak by
se algoritmus nezastavil a pokracoval dale ve vypoctu. Tudiz f je tok.
® Neexistuje nenasycena cesta ze zdroje do stoku, ¢imz z Ford-Fulkersonovy
véty okamzité vyplyva, Zze f je tok maximalni. A jak tuto neexistenci
nahlédneme? Pro spor predpokladejme, ze néjaka nenasycend cesta P ze z
do s existuje. Tato cesta mize mit maximalné N — 1 hran. O nich vime,
ze vSechny maji kladnou rezervu, a dale vime, Ze po celou dobu vypoctu
je vyska zdroje N a vyska stoku 0. Takze celkovy spad cesty P je N, coz
ale znamena, Ze na cesté P existuje hrana s kladnou rezervou, kterd ma
spad alespon 2. To je vSak v rozporu s invariantem S. Q

Invariant C (Cesta domt, do zdroje): Je-li v € V' \ {z,s} a f2(v) > 0, pak existuje
nenasycend cesta z v do z.
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Driikaz: Mé&jme néjaky vrchol v € V takovy, ze f2(v) > 0. Potom definujme mnozinu
A := {u € V : 3 nenasycend cesta z v do u}. Mé&me vrcholy a € Aabe V\A
takové, Ze ba € E. O nich vime, Ze f(ba) = 0, protoZe pokud by tomu tak nebylo,
muselo by platit 7(ab) > 0, a tudiz by b patfilo do mnoziny A.

Sectéme prebytky ve vSech vrcholech mnoziny A. Protoze pfebytek kazdého
vrcholu se spocitd jako soucet toku do néj vstupujicich minus soucet toku z néj
vystupujicich a vSechny hrany, jejichz oba vrcholy lezi v A, se jednou pfic¢tou a
jednou odectou, plati:

S AW =Y fan- Y fba).

u€A abe ENA bac ENA
A=AXA A=AXA

My vsak vime, ze do A nic netece, a proto ) . fA(v) < 0. Zéroveii viak v A je
vrchol s kladnym piebytkem, totiz v, proto v A musi byt také vrchol se zdpornym
prebytkem a jediny takovy je z. V)
Invariant V (Vyska): Vo € V plati h(v) < 2N.

Diikaz: Vime, ze pocet hran na cesté ze z do Vv € V je maximéalné N — 1. Pokud by
existoval vrchol v s vyskou h(v) > 2N, museli jsme tento vrchol zvednout alespori
(2N + 1)-krat. Snadno si uvédomime, ze z nikdy nezvedame, a tudiz by na cesté ze
z do v musela byt hrana se spaAdem vétsim neZ jedna, coz je spor s invariantem S. ¢

Lemma Z (poéet Zvednuti): Podet viech zvednuti je maximalné 2NV2.

Diikaz: Staci si uvédomit, ze kazdy vrchol mizZeme zvednout maximalné 2/ N-krat a
vrcholt je N. Q
Lemma S (naSycena pFevedeni): Pocet vSech nasycenych pievedeni je nejvys NM.

Ditkaz: Méjme hranu uv € E, kterou jsme pravé nasytili. Tedy plati h(v) < h(u) a
zérovenl r(uv) = 0. Aby se rezerva této hrany zménila, musel by ji nékdo odsytit.
Pro odsyceni hrany se musi otocit nerovnost mezi vyskami koncovych vrcholi. Tedy
h(v) > h(u). Proto, abychom tuto hranu opét nasytili, musime opét zménit nerovnost
vysek na h(v) < h(u). Mezi dvéma nasycenimi hranami uv proto probéhla minimélné
dveé zvednuti vrcholu u. Algoritmus nikdy vysku vrcholu nesnizuje, a tedy pocet vSech
nasycenych prevedeni je skuteéné N M. V)

Lemma N (Nenasycena pfevedeni): Pocet vSech nenasycenych prevedeni je O(N2M).

Diikaz: Dtkaz provedeme pomoci potencidlu — nadefinujme si nasledujici funkci jako

potencial:
P = Z h(v).
v:fA (v)>0
v#£z,8

Nyni se podivejme, jak se nas potencial béhem algoritmu vyviji a jaké ma vlastnosti:
e Béhem celého algoritmu je 1) > 0, nebot je souétem nezdpornych ¢lent.

e Na pocatku je ¢ = 0.
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® Zvednuti vrcholu zvysi ¢ o jednicku. Jiz vime, Ze za cely prubéh algorit-
mu je vSech zvednuti maximalné 2N2, proto zvedanim vrcholé zvysime
potencial dohromady nejvyse o 2N2.

e Nasycené pirevedeni zvysi ¢ nejvyse o 2N, protoze bud po pfevodu hranou
uv v u zustal néjaky prebytek, takze se mohl potencial zvysit az o 2N,
nebo je prebytek v u po prevodu nulovy a potencial se dokonce o jedna
snizil. Za cely prubéh tak dojde k maximalné N M takovymto prevedenim,
diky nim# se potencial zvysi maximalné o 2N2M.

e Konecné kdyz prevadime po hrané uv nenasycené, tak od potencidlu ur-
¢ité odecteme vysku vrcholu u a mozné pfi¢teme vysku vrcholu v. Jenze
h(v) = h(u)—1, a proto nenasycené prevedeni potencial vzdy snizi alespoii
o jedna.

Z tohoto rozboru chovani potencidlu ¢ v pribéhu algoritmu ziskdvame, Ze pocet
vSech nenasycenych prevedeni miize byt nejvyse 2N2 + 2N2M, coz je O(N2M). Q©
Implementace: Budeme si pamatovat seznam P vSech vrcholu v # z, s takovych, ze
f2(v) > 0. Kdyz ménime pfebytek né&jakého vrcholu, miizeme nas seznam v kon-
stantnim ¢ase aktualizovat (napf. tak, Ze si kazdy vrchol pamatuje pozici, na které
v seznamu je). A v konstantnim ¢ase také umime odpovédét, zda existuje néjaky
vrchol s pfebytkem. Déle si Vu € V' budeme pamatovat L(u) := seznam uv € E
takovych, ze r(uv) > 0 a h(v) < h(u). Diky tomu mizeme pfistupovat k patfi¢nym
sousediim u v ¢ase O(1), stejné jako provadét operace pridani do L(u), resp. smazani
v ném. Kazdé prevedeni po hrané uv nas stoji konstantni ¢as na aktualizaci rezerv
hran uv a vu, stejné tak i na aktualizaci prebytkd ve vrcholech u a v. V pfipadé,
7e se jednd o nasycené ptrevedeni, musime jesté odstranit hranu uv z L(u), coZ také
stihneme v ¢ase O(1). A kone¢né zvedani vrcholu v ndm zabere ¢as O(N), proto-
Ze musime obejit vSechny hrany wwv, kterych je O(N), porovnat vysky a pfipadné
odebrat uv z seznamu L(u) resp. pfidat do L(v). Abychom pro odebrani hrany uv
ze seznamu L(u) nemuseli prochédzet cely seznam, budeme si Vo € V pamatovat jesté
L~*(v) := seznam ukazatelii na hrany uv v seznamech L(u).

Véta: Goldbergiiv algoritmus najde maximélni tok v ¢ase O(N2M).

Diikaz: Z lemmatu Z vyplyva, Ze celkovy poéet zvednuti je maximalné 2N2, pficemz
kazdé zvednuti jsme schopni provést v ¢ase O(N). Takze dohromady pro zvedani
spottebujeme ¢as O(N?), coz je pro souvislé sité urcité O(N2M). Z lemmatu S
pro zménu vyplyva, Ze nasycend pievedeni nas stoji O(NM), a na zavér z lemma-
tu N dostavdme ¢asovou slozitost O(N2M) pro pievedeni nenasycené. Proto celkova
slozitost algoritmu je O(N2M). Q

Dokézali jsme, Ze algoritmus méa ¢asovou slozitost O(N2M ) pro libovolnou po-
sloupnost zvedani a pfevadéni. Nabizi se otazka, zda neni mozné vhodnym vybérem
téchto operaci vypocet zrychlit. Ukazeme, ze pokud v 5. kroku algoritmu budeme
vzdy brat vrchol u takovy, Ze h(u) je maximalni, poéet nenasycenych pfevedeni se
snizi.

Lemma N’: Pocet nenasycenych pfevedeni v upravené verzi Goldbergova algoritmu
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je O(N2V/M), coz je maximalng O(N?). Diky tomu je i slozitost celého algoritmu
O(N3).

Diikaz: Viz pristi pfednasku.

5. Tridici sité (zapsaly T. Klimosovd a K. Béhmova)

Goldberguv algoritmus — pokracovani

Algoritmus upfesnime tak, Ze misto libovolného vrcholu s prebytkem budeme
vzdy pracovat s takovym vrcholem v, jehoz vyska h(v) je nejvétsi. Jak dokézeme
v néasledujicim lemmatu, snizi se tim pocet potifebnych nenasycenych pievedeni.
Takto modifikovany algoritmus budeme znacit G’.

Lemma N': V algoritmu G’ je pocet nenasycenych prevedeni O(N?).

Diikaz: Definujme H jako maxima&lni vysku vrchold s prebytkem:
H := max{h(v) : v # z, 5, f>(v) > 0}.

Béh algoritmu G’ rozdélime na faze tak, Zze fdze skonéi po kazdé zméné H. Od-
hadneme pocet nenasycenych prevedeni v jedné fazi: bude jich nanejvys stejné jako
vrcholu, které se na zacatku faze nachézely na nejvyssi hladiné — z jinych vrchola
v prubéhu faze nic nepfevadime a nenasycené prevedeni muZzeme provést z kazdého
vrcholu nejvyse jednou. Pocet nenasycenych pievedeni za fazi je proto nejvyse N.

Odhadneme pocet fazi: rozdélime faze podle toho, jestli kon¢i snizenim nebo
zv¥Senim H a odhadneme jejich po¢ty. Maximalné 2N? fizi mize konéit zvySenim H,
protoze dle lemmatu Z provedeme nanejvys 2N? zvednuti. Snizenim H miize kondcit
nanejvys 2IN2 fazi, protoze H klesne vzdy alespoii o jedna, ptivodné bylo nula a nikdy
nemuze byt zaporné — klesnout tedy nemiize vickrat nez vzrist.

Mame maximalné 4N?2 fizi o nejvyse N nenasycenych pievedeni, celkem tedy
algoritmus G’ provede O(N?3) nenasycenych prevedeni. Q

Ve skuteénosti je algoritmus jesté lepsi (alespon pro fidké grafy):

Lemma N”: V algoritmu G’ je pocet nenasycenych pievedeni O(N2vM).

Dukaz: (Nezkousi se.) Algoritmus rozdélime na féze stejné jako v dikazu pfedcho-
ziho lemmatu a zvolime pfirozené ¢islo K (jak velké ho zvolime, se rozhodneme aZ
na konci dikazu). Faze tentokrat budeme délit na drahé, v nichZ se provede vice

nez K nenasycenych pievedeni, a laciné, v nichz se nenasycenych prevedeni provede
maximélné K.

Nyni budeme zkoumat pocty prevedeni v obou typech fazi. Jak vime z minulého
lemmatu, vSech fazi je nanejvys 4N2, takze v lacinjych se provede nanejvys 4N2K
nenasycenych prevedeni. Za uc¢elem zkouméani drahych fazi definujeme potencial:

- p(v)
Y= Z K’
v£z,8;f 2 (2)>0
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kde p(v) := [{u : h(u) < h(v)}], ¢ili poéet vrcholil ve stejné nebo mensi vysce nez v.
Vime, Ze na zac¢atku bude ¢ < N?/K a po celou dobu bude ¢ > 0.

Zvednutim vrcholu v se hodnota p(v) zvysi maximalné o N, u libovolného jiné-
ho vrcholu w jeho p(w) klesne nebo se nezméni, potencial tedy vzroste maximalné
o N/K. Pfi sytém pfevedeni po hrané z u do v (z minula vime, Ze se vzdy provadi
po hrané spddu nejvyse jedna) se mohl potencidl zmensit o p(u)/K a mohl se zvétsit
o p(v)/K. Zvétsi se tedy nanejvys o N/K Pii nenasyceném pievedeni z potencia-
lu ur¢ité ubude p(u)/K a mozna pribude p(v)/K. Celkové se tedy snizi nanejvys
o p(u)/K — p(v)/K, coz je 1/K poctu prvki na nejvyssi hladiné. Z minulého lem-
matu vime, Ze pocet nenasycenych prevedeni v jedné fazi je mensi nebo roven poctu
vrchold na nejvyssi hladiné na zacatku faze. Vzhledem k tomu, Ze zkoumame dra-
hé faze, v nichz probéhne vice nez K nenasycenych pfevedeni, vrcholi na nejvyssi
hladiné musi byt na zacatku faze také vice nez K, potencidl se tedy snizi o vice nez
K/K =1.

Potencidl 1 tedy piijme na za¢atku nanejvys N2/K, pii zvedani nevzroste
o vic nez (N/K)2N?2, pii sytém prevadéni nevzroste o vic nez (N/K)NM, takze
za cely priibéh algoritmu potencidl vzroste maximalné o (N/2)(N +2N2% + NM) =
O(N?M/2), v drahych fazich tak mtize probéhnout nanejvys O(N2M/2) nenasyce-
nych prevedeni. Celkem algoritmus vykonad O(N2K + N2?M/K) nenasycenych pie-
vedeni. Kdy# za K dosadime /M, dostaneme slibeny pocet O(N?v/M). v

Implementace: Narozdil od ptivodni verze algoritmu si ve verzi se zvedanim nejvyssi-
ho vrcholu nebudeme pamatovat seznam vrchold s kladnym prebytkem, ale setfidény
seznam prihradek. V kazdé prihradce budou jen vrcholy s prebytkem s urcitou vys-
kou. Vyhledani nejvyssiho vrcholu tedy zvladneme v konstantnim case, stejné pro
zvySeni vrcholu ndm sta¢i O(1) (bud vrchol pfesuneme do vedlejsi ptihradky, ne-
bo pro néj zalozime novou). Pfevadime-1li piebytek do vrcholu, kde pfedtim nebyl,
pak musi mit vysku o 1 nizsi, nez vrchol, ze kterého prebytek pfevadime (jinak by
existovala nenasycend hrana se spddem dva, coz nejde). Najit (pfipadné vytvofit)
prihradku nové vzniklému vrcholu s prebytkem tak také stihneme v konstantnim
¢ase. Pro zvednuti ndm tedy stéle staci ¢as O(N) a libovolné pievedeni prebytku
zvladneme v O(1).

Tridéni

Definice: Kompardtorovd sit je kombina¢ni obvod, jehoz hradla jsou komparatory:

| |

a b

min max

|

Komparator dostane na vstupu dvé d¢isla, porovna je a na levy vystup vrati
mensi z nich, na pravy vystup naopak vraci vétsi ¢islo ze zadané dvojice.
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Vystupy komparatori se nevétvi.

Priklad: Bubble sort

Obrazek Bubble.l ilustruje pouziti komparatori pro tfidéni bubble sortem.
Sipky predstavuji jednotlivé komparatory.

x1 x2 X3 x4 x5

x1 x2 x3 x4 x5

Bubble.1 Bubble.2

Snazime se vypoclet co nejvice paralelizovat (viz obrazek Bubble.2). Takto se

nam podaiilo vypodet provést pomoci O(n?) komparatort rozmisténych na O(n)

hladinich. T¥idime v ¢ase n a prostoru n2.

Definice: Rekneme, Ze posloupnost xg, . .., T,_1 je ¢isté bitonickd, pokud pro néjaké
xj €{1,...,n— 1} plati:

xogxlg...ngijJrl2...21'”,1.

Posloupnost je bitonickd, pokud existuje k € {1,...,n — 1}, pro které je rotace pi-
vodni posloupnosti o k prvki, tedy posloupnost Tk, Z(x11) mod ns- - - » L(k+n—1) mod ns
Cisté bitonicka.
Definice: Separdtor S,, je sit, ve které jsou vidy i-ty a (i + n/2)-ty prvek vstupu
(proi=0,...,n/2—1) propojeny kompardtorem, minimum bude i-tym, maximum
(¢ + n/2)-nim prvkem vystupu.
Lemma: Pokud vstup 5,, obvodu je bitonicka posloupnost, pak vystup o, - ., Yn—1
je posloupnost, ktera splnuje:

(i) o, ---»¥Ynj2—1 @ Yn/2s- -, Yn—1 jsou bitonické posloupnosti,

(ii) Pro vSechna 4,5 < n/2 plati y; < yj4n/2-
Diikaz: (i) Nejprve nahlédneme, Ze lemma plati, je-li vstupem C¢isté bitonickd po-
sloupnost. Tehdy najdeme nejmensi & takové, Ze xy a Xy, 2 se prohodi. (Pokud
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Zo T1 T2 Tn—2 Tp-1

(Yis Yigns2) = CMP(24, 210 )2)

takové k neexistuje, separator pouze zkopiruje vstup na vystup a obé tvrzeni lem-
matu zfejmé plati.) Reknéme, 7e x,, je maximum vstupni posloupnosti. Pak k bude
jisté mensi nez m a k + n/2 bude vétsi nez m, mezi k a m je tedy vstupni posloup-
nost neklesajici, mezi k + n/2 a n — 1 nerostouci. Uvédomime si, ze pro kazdé i,
k <i<mn/2—1seprvky z; a 2;,/2 prohodi. Usek mezi k a n/2 — 1 tedy na-
hradime nerostouci posloupnosti, prvni polovina vystupu tedy bude (dokonce ¢isté)
bitonicka. Usek k+n/2 a n — 1 nahradime &isté bitonickou posloupnosti, ktera bude
neklesajici, je-li m > n/2, v opacném piipadé je tsek n/2 — 1 az k + n/2 nerostouci.
V obou piipadech budou v posloupnosti maximalné dva zlomy a mezi z,,/5 & Tn—1
bude spravné nerovnost na to, aby posloupnost byla bitonicka.

Dostaneme-li na vstupu obecnou bitonickou posloupnost, pfedstavime si, ze je
to Cisté bitonicka posloupnost zrotovana o r prvki (BUNO doprava), a zjistime, ze
v komparatorech se porovnavaji tytéz prvky jako kdyby zrotovana nebyla. Vystup se
od vystupu cisté bitonické posloupnosti zrotovaného o r bude lisit prohozenim tsekt
To aZ Typ—1 & Ty % Tyjo4pr—1- Obé vystupni posloupnosti tedy budou zrotované
o r prvki, ale na jejich bitoni¢nosti se nic nezméni.

(ii) Z dtikazu (i) pro cisté bitonickou posloupnost vime, Ze yo ...y 2—1 Cisté
bitonickd a bude rovna zg ... xg_1,2k + n/2...2,_1 pro vhodné k a navic bude mit
maximum v zx_1 nebo xy + n/2. Mezi témito body ovSem ve vstupni posloupnosti
ur¢ité nelezel zadny z; mensi nez x — 1 nebo x + n/2 (jak je vidét z obrazku) a
posloupnost Ty ... 14, /2 jeTOVNA Yy /2 - - . Yn—1. Pro Obecné bitonické posloupnosti
ukazeme stejné jako v (i). V)
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|
|
|
|
|
|
:
1
0 k21 k42 p-1

posloupnost prohozend separatorem

Definice: Bitonickd tridicka B, je obvod sestaveny ze separatort, ktery dostane-li
na vstupu bitonickou posloupnost délky n (konstruujeme tiidicku pro n = 2F), vyd4
setfidénou posloupnost délky n.

Bitonicka tridicka B,,

Separator mé jednu hladinu s O(n) hradly, tfidicka tedy bude mit logn hladin
s O(nlogn) hradly.
Priklad: Merge sort

Bitonicka tfidicka se da pouzit ke slévani setFidénych posloupnosti. S jeji po-
moci sestavime soucastky mergesortové sité. Setfidéné posloupnosti zg,...,Tn—1
a Yo, ---,Yn—1 Spojime do jedné bitonické zq,...,Tn_1,Yn—1,.--,Yo.- Z takové po-
sloupnosti pomoci By, vytvorime setfidénou posloupnost. Blok Ms,, sestava z bloku
Bs,,, jehoz druhé polovina vstupt je zapojena v obraceném potradi.

!lMlHlMlHlMlHlMl\
l l l l

| My || My |
| l

| M |

l

Z bitonickych t¥idicek tedy miizeme postavit mergesortovou sit, kterd bude mit
O(log® n) hladin a O(nlog?n) hradel.
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Existuje tfidici algoritmus, kterému sta¢i O(logn) hladin, ale jeho multiplika-
tivni konstanta je prilis velika, takze je v praxi nepouzitelny.

6. Vyhledévéni v textu (zapsal K. Kascdk, M. Klauco, M. Vachna)

Ukol: V textu s délkou S najit viechny vyskyty hledaného slova s délkou .J.
Hloupy algoritmus

Algoritmus prochézi sekvencéné textem a hledanym vzorovym slovem. PFi ne-
shodé se ve vzorovem slové vraci na zacatek a v textu pokracuje znakem, ve kterém
nastala neshoda. Casova slozitost je O(S). Tento algoritmus funguje pouze pro vzo-
rova slova, ve kterych se neopakuje prvni znak.

Priklad: Hledani vzorového slova jehla v textu vkupcejejehla. Ve chvili kdy mame
prefix je a na vstupu dostaneme j, dochazi k neshodé€ a pokracujeme v hledani od
tohoto znaku. Pro tenhle pfipad algoritmus najde vzorové slovo. To ale jiz neplati
pro vzorové slovo kokos v textu clanekokokosu. Ve chvili kdy méme prefix koko
a na vstupu dostaneme k, dochéazi k neshodé a pokracujeme v hledani od tohoto
znaku, tim ale zahodime potfebnou ¢ast a algoritmus selze.

Neefektivni algoritmus

Algoritmus prochézi text od zacatku az do konce a pro kazdou pozici v textu
zkontroluje, zda na této pozici nezac¢ina hledané slovo. Tak pro kazdou pozici provede
aZ S porovnani znak, ¢ili celkem az SJ porovnani. Proto je ¢asova slozitost O(SJ).

Chytry algoritmus

Algoritmus je vylepSenim Neefektivniho algoritmu, konkrétné zptsobu, jakym
sa vraci v textu pfi neshodé mezi znakem textu a znakem vzorového slova.

Priklad: Pro vzorové slovo ajaajak jsme nasli v textu prefix ajaaja. Ocekdvame k.

® Kdyz ale dostaneme a a budeme mit prefix ajaajaa, vracime se v textu
za prvni aja, tedy prefix zkratime na ajaa a pokracujeme v hledani.

® Kdyz je nasledujici znak j a budeme mit prefix ajaajaj, vracime se v tex-
tu za ajaaj, tedy prefix zkratime na aj a pokracujeme v hledani.

e V pripadé, ze dostaneme jiny znak, se v textu nevracime a pokracujeme
dalsim znakem textu.

Definice a znaceni pro Fetézce (slova):
Definice:

® Abeceda ¥ je konecnd mnozina znaki, ze kterych tvorime text, Fetézce,
slova jako kone¢né posloupnosti znakt z . Prikladem extrémnich abeced
je binarni abeceda sloZzena z nul a jednicek. Pfiklad z druhého konce je
abeceda, kterd ma jako znaky slova ¢eského jazyka. V algoritmech nebu-
deme uvazovat velikost abecedy (pocet znakt), budeme predpokladat, Ze
je to konstanta.
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® ¥* je mnozina vSech slov nad abecedou X.
Znaceni:
¢ Slova budeme znacit malymi pismeny fecké abecedy «,(... a znaky ma-
lymi pismeny latinky a,b... .
® Prdzdné slovo znacime pismenem e.
e Délka slova |a| pro a € ¥* je pocet jeho znaki.
e Zietézeni aff vznikne zapsdnim slov a a (3 za sebe. Plati ae = ea = «
8] = |al + 8.
e «fi] je i-té pismeno slova «, indexuje se od 0.
e «fi : j] je podslovo tvofené pismeny ali],...,a[j —1]. P¥iklady: afi : i+1] =

ali], afi : i] = . Vynechanim prvni meze ziskame prefix (af: j]), druhé

meze suffix (afi :]), obou mezi dostaneme celé slovo (af:]=a).

e af: j] je prefix obsahujici prvnich j znaki slova a.
e «fi :] je suffiz obsahujici znaky slova « poc¢inaje i-tym znakem.
e Kazdé slovo je prefixem i suffixem sebe sama, takovému prefixu/suffixu
fikdme nevlastni. Vsem ostatnim vlastni.
® Priazdné slovo je podslovem, prefixem i suffixem kaZzdého slova véetné
prazdného slova.
Problém:

Vstupem je ¢ hledané slovo (jehla) délky J = |i] a o text (seno) délky S = |o].

Vystupem jsou vSechny vyskyty hledaného slova ¢ v textu o: {i|o[i : i + J] = ¢}
Vyhledavaci automat (Knuth, Morris, Pratt)

Vyhledédvaci automat bude graf, jehoZ vrcholim fikame stavy automatu. Jména
stavit budou v8echny prefixy slova ¢. Pocatecni stav je prazdné slovo € a koncovy
je cela 1. Dopfedné hrany grafu budou popisovat prechod mezi stavy ve smyslu
zvétSeni délky jména stavu (dopfednéd funkce d(«, X)), tedy kazdd takova hrana
bude oznacena pismenem X a bude popisovat dané zvétseni délky jména stavu,
tedy @ — aX. Zpétné hrany grafu buda popisovat pfechod (zpétna funkce z(a))

mezi stavem « a nejdel$im vlastnim suffixem «, ktery je prefixem ¢, kdyZ nastane
neshoda.

€ A AJ AJA AJAA AJAAJ AJAAJA  AJAAJAK

Vyhledavaci automat
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Vyhledavani:

l.a—c¢.

2. Pro ¢ € X postupné:

3. Dokud —3d(a,c) N # € : a0 «— z(v).

4. Kdyz 3d(a, ¢) = a «— d(a, ¢).

5 Kdyz o = ¢+ = hledané slovo je v textu.

Alternativa: Automat muze byt reprezentovany i polem. Pfi této reprezentaci odpada
starost o dopfedni hrany (sta¢i zvétsit hodnotu, kterou v poli indexujeme). Hodnota
na dané pozici v poli uréuje kam sméruje zpétnd hrana (index v poli).

Alternativni vyhledavani:

1. k0.

2. pro ¢ € X postupné:

3. Dokud ¢ # t[k] Ak > 0: k «— z[k]

4. Je-lic=k]|=k—k+1

5 Kdyz k = J = hledané slovo je v textu

Invariant: Nejdelsi suffix 3, ktery je prefixem ¢« = «(8). Kde § je preéteni vstup.
7 invariantu vyplyva korektnost vyhledavaci ¢asti algoritmu KMP.

Diikaz: Indukci podle |3]. Na za¢atku pro prazdny nacteny vstup plati invariant,
tedy prazdny suffix 3 je prefixem ¢. V kroku n mame nacteny vstup 8 a k nému
nacteme znak c. Jestli si odmyslime ¢, tedy kdyz si od jména stavu odmyslime
posledni pismenko, dostaneme znovu jméno stavu. Tak stav, ktery pasuje na konec
vstupu bez toho c je stav, ktery pasuje na konec ptivodniho vstupu, toho o jeden znak
krats$iho. Tim padem to musi byt néco, co je maximalné tak dlouhé jako ptivodni stav,
u kterého jsme byli, protozZe to byl nejdelsi, ktery pasoval. Staci prochézet postupné
vSechny stavy, které pasuji na konec toho vstupu od nejdelsiho k nejkratsimu a vzit
prvni, ktery se da rozsirit o c. To je pfesné to, co algoritmus déla. Protoze zpétna
funkce fekne nejblizsi kratsi jméno stavu. Takze algoritmus iteruje pres stavy, které
tam pasuji, az najde jeden, ktery se da rozsitit o c a jelikoz iteroval od toho nejdelsiho,
tak to je logicky ten nejdelsi, ktery tam pasuje. Q
Lemma: Vyhledavani dobéhne v ¢ase O(S5).

Diikaz: Pro kazdy znak vstupniho textu mohou nastat dva pripady. Znak rozsiruje
aktudlni prefix, nebo musime pouzit zpétnou funkci (zpétnou hranu). Rozsirovani
trva konstantné mnoho ¢asu, zatimco zpétna funkce muze byt pro jeden znak volana
az J-krat. Pii kazdém volani klesne délka aktudlniho stavu minimélné o jedna a
zaroven plati, ze kdykoliv stav prodluzujeme, roste pravé o jeden znak. Proto vSech
zkraceni dohromady muze byt nejvyse tolik, kolik bylo vSech prodlouzeni, t.j. kolik
jsme precetli znaku textu. Celkem je tedy pocet kroku linedrni vzhledem k délce
textu. Q

Konstrukce zpétné funkce:

1. Sestrojime dopredné hrany
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2. z(e) « 0, 2(1[0]) — ¢

3. o€
4.proi=1do J
5. a — krok(a, i[i])

6. z2(l[0:i+ 1)) «— «

Vysvétleni: Vimnéte si, Ze z(i) je pfesné stav, do nejZ se dostaneme pii spusténi
naseho vyhledavaciho algoritmu na Fetézec ¢[2 : 7], ¢ili na i-ty prefix bez prvniho
pismenka. Pro¢ to tak je? Zpétna funkce rikd, jaky je nejdelsi vlastni suffix daného
stavu, ktery je také stavem, zatimco « oznacuje nejdelsi suffix textu, ktery je sta-
vem. Tyto dvé véci se preci lisi jen v tom, Ze ta druha pripousti i nevlastni suffixy, a
pravé tomu zabranime odstranénim prvniho znaku. Takze z() ziskdme tak, Ze spus-
time vyhledavéani na ¢ast samotného slova ¢. Jenze k vyhledavani zase potfebujeme
zpétnou funkci z. Proto budeme zpétnou funkci vytvaret postupne od nejkratsich
prefixi. Ziejmé z(1) = e. Pokud jiz mame z(7), pak vypocet z(i + 1) odpovida spus-
teni automatu na slovo délky i a pritom budeme zpétnou funkci potfebovat jen pro
stavy délky ¢ nebo mensi, pro které ji jiz mame hotovou.

Navic nemusime pro jednotlivé prefixy spoustét vypocet vzdy znovu od zacatku,
protoZe (i+1)-ni prefix je prodlouZzenim i-tého prefixu o jeden znak. Staci tedy spustit
algoritmus na cely fetézec ¢ a sledovat, jakymi stavy bude prochazet. To budou
presné hodnoty zpétné funkce. Vytvoreni zpétné funkce se tak nakonec zredukovalo
na jediné vyhledavani v textu o délce J — 1, a proto pobéz v ¢ase O(J). Casova
slozitost celého algoritmu tedy bude O(S + J).

Algoritmus Rabin & Karp

Tento algoritmus funguje tak, Ze porovnava hash hledaného fetézce s hashem
aktualniho podfetézce (,,posuvné okénko“ stejné délky jako hledany Fetézec) v tex-
tu a aktudlni podfetézec porovna se vzorkem pouze v pripadé, kdyz maji shodny
hash. Kdyz si zvolime tu spravnou hashovaci funkci, budeme moci vypocitat hash
nasledujiciho podretézce na zaklade hashe toho aktualniho. Jako hashovaci funk-
ci h : ¥/ — Z pouzijeme nésledujici: h(xg,...,x5_1) = (Z;jz_ol z;.p’ 717 mod N,
kde N je velikost prostoru, do kterého hashujeme. Jak zjistime hash nésledujiciho
podretézce?

e h=xop! +x1p/ P+ . +xs_1p*
o h =x1p) vxop! V. Haypt
oh =(h—mx9p”)p+zsp!
Tady mutzeme vidét, ze hash nasledujiciho fetézce lze prepocitat na zakladé

toho predchoziho v konstantnim ¢ase. Casova slozitost je v nejlepsim piipadé linearni
vzhledem k délce textu, zatimco nejhorsi piipad muaze trvat az ©(JS).

7. Vyhledévéni v textu (zapsali J. Kuncar, M. Demin a J. Chludil)
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Na minulych prednéskach jsme si ukazali, jak se v textu (sené) vyhled4va slovo
(jehlu). Ted si ovem tlohu zobecnime a ukézeme si, jak v kupce sena hledat sou¢asné
vice nez jednu jehlu.

Hledani vyskytu vsech slov
® 11,...,t; — vyhleddvana slova (jehly) délek J; = |4
® o — text (seno) délky S = |o]|
Nejprve si fekneme, jak chceme, aby vypadal vystup. Vystupem pro néas bu-

dou vSechny usporddané dvojice (i,7) (i je index jehly, kterou jsme nalezli, a j je
pocateéni pozice v sené, kde se jehla nachazi) takové, ze

ti=o0lj:j+Ji.

Postavme si proto vyhledavaci automat podobny tomu, ktery jsme vidéli na minulé
prednésce. Tento automat nam vsechny takové usporadané dvojice najde.

Vyhledavaci automat

Vyhledavaci automat je strom®)| kde kazdy vrchol miize mit stupeii az do
velikosti abecedy a kde jednotlivé hrany odpovidaji pismentm této abecedy. Vrcholy,
ve kterych konéi slovo, jsou oznacené (na obrazcich ¢erné). Déle si ¢asem do tohoto
vyhledavaciho stromu pfidame zpétné hrany a ,zkratky*.

Stavy automatu jsou urceny vrcholy stromu, pro které plati rovnéz stejny invariant
z predchozi prednasky.

Zpétnd hrana z(«) := nejdelsi vlastni suffix(”) slova «, ktery je stavem.

ARA, BAR, ARAB
BARABA, BARBARA

Vyhledavaci automat

6) http://en.wikipedia.org/wiki/Trie
(7 definovéno na minulé prednasce
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Vystup z automatu

P1i vypisovani vysledkti muzeme narazit na urcité problémy, které jsou dobre
vidét na nésledujicim obrazku. Prvni problém urcité nastane, protoze v automatu
neni presné feceno, které slovo konéi v jakém vrcholu. Napriklad ve stavu, kde kon¢i
slovo BARBARA, kon¢i také slovo ARA, ale o tom nevime. Druhy problém nastava,
kdyZ v automatu neni informace o konci slova. Pfikladem je seno BARAB (jednodu-
ché k nahlédnuti, viz obrazek). Ted ndm nezbyva nic jiného, nez najit feseni téchto

zaludnych problémi. Resesi se ndm naskyta hned nékolik:

® Projdeme vsechy zpétné hrany a vypiSeme slova, jez v danych stavech
konci. Toto feSeni funguje, ale je pomalé, protoze pokazdé prochazime

vSechny zpétné hrany.

® Pro nasledujici feseni, jenz spociva v nalezeni zkratek ve stromé, si zave-

deme toto znaceni:
slovo(s) = index slova ¢, které konéi ve stavu s, nebo 0

out(s) = nejblizsi vrchol, do kterého se 1ze z s dostat po zpétngch hrandch

a slovo(v) # 0 (konéi tam slovo)

ARA, BAR, ARAB
BARABA, BARBARA

Vyhledéavaci automat se zpétnymi hranami

Podle posledniho bodu vytvorime algoritmus na vyhledavani , jehel v sené“.

1. s « koren (s bude aktualni stav vyhleddvaciho automatu).
2. Prochazime vsechny pismena c v sené o:

3.

N o ot

s« krok(s,c).
Je-li slovo(s) # 0, vypiSeme slovo(s).
v — out(s).
Dokud v # 0:
Vypiseme slovo(v).
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8. v — out(v).

krok(s,c):= jeden krok vyhledavaciho automatu:

1. Dokud Af(s,c) A s # koten: s — z(s).
2. Pokud 3f(s,c): s — f(s,c).
3. Vratime s.

Reprezentace v paméti

Prvni moznost, jak reprezentovat vyhledavaci automat, je jednorozmérné pole
vrchold stromu, v némz ukladame seznam synt pro kazdy vrchol. Je to jednoducha
varianta, ale ma nevyhodu pro velké abecedy, protoze prochazeni seznamu synt
miuZe trvat neimérné dlouho. Proto se nabizi druhd moznost a to hashovaci tabulka
(stav, znak) — f(stav, znak), kde se ,ztrati“ pouzivani hashovaci funkce.

Slozitost

e Kroky 2.-5. maji ¢asovou slozitost O(|o]), kterou jednoduse dokidZzeme
pomoci potenciadlu — pocet kroki nahoru je mensi nebo roven poc¢tu krokt
dolt. A to je maximalné S.

e Kroky 6.-8. maji ¢asovou slozitost O(podet vyskyti), protoze rychleji do-
opravdy nelze vSechny vyskyty vypsat.

Konstrukce automatu (Aho, Corasickova)

1. Postavime strom dopfednych hran, r «+ kofen stromu.
2. Spocteme slovo(x) — ozna¢ime si stavy, kde konéi slova.
3. Spocteme z(x): z(8) = a(B[1 3]):
® 2(8) = a(B[1 :]) — vSechny zpétné hrany vedou do vyssich
hladin
o 2(v) = krok(z(u), c)

Ax

u

z(v) = krok(z(u), c)
4. z(r) « 0, do fronty @ ptifadime vSechny syny r, pro vSechny v prvky
Q:zw) —r.

Dokud fronta @ neni prazdna:

5.

6. u «— vybereme z Q).

7 Pro syny v vrcholu u:
8

R «— krok(z(u)) [znak na hrané uv].
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Nastaveni out(v)

ARA, BAR, ARAB
BARABA, BARBARA

Vyhledavaci automat — kompletni

9. 2(v) < R.
10. Je-li slovo(R) # 0 = out(v) < R, jinak out(v) «— out(R).
Véta: Algoritmus Aho-Corasickova najde vSechny vyskyty slov i1, ..., 1, ve slové o

v case O(>_, |ti| + |o| + pocet vyskyti).
Polynomy a nasobeni
Méjme dva polynomy definované jako:

n—1 n—1

P(z) =Y pia/, Qx)=) g,
=0 =0

Nésobeni dvou polynomt R = P - @ je ekvivalentni s operaci R = ik qukxj"’k.
PridemZ na vypocitani ¢lenu r; = Zé’:o pjqi—; pouZijeme ©(n) operaci, tedy na
spo¢itani celého polynomu R potiebujeme ©(n?) operaci.

Podivame se na jinou moznost, jak tento problém fesit. Poslouzi nam k tomu
nasledujici véta o jednoznacné existenci polynomu nejvysSe k-tého stupné, pokud
zname hodnoty ve vice nez k bodech.
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X4
Xic

Xo

Polynom
Véta: Jsou-li zg,...,zr € R navzdjem ruznd a yo,...,yr € R, pak 3! polynom P
stupné < k : Vj : P(x;) = y;.
Plan:
Necht k& = 2771, Zvolime ¢&isla o, ...,z libovoln4, ale rfiznd, a spocteme P(zo),

ooy Pzg) a Q(x0), ..., Q(xx). Poté V5 : y; = P(x;)Q(x;) musime najit polynom R
stupné < k :Vj : R(z;) = y;.
Vyhodnocovani polynomu (metodou Rozdél a panuj)

BUNO n = 2™. Uvazme polynom:
P(z) = pox® + prat + ..+ pp_qz™ L

Tento polynom si muzeme rozdélit na dvé casti. V levé budeme mit ¢leny se sudymi
exponenty a v pravé budou ¢leny s exponenty lichymi:

P(z) = (po + p22® + ...+ pu—2a™ ™) + (1’ +p3z® + ...+ paora” Y.
7Z pravé strany muzeme vytknout x a dostaneme:

P(x) = (po + p2a® + ...+ pnoa" ) + x(pr + psa® + ...+ py 12" 7?),

P(z) = L(a?) + 2N (a?),
P(—z) = L(z*) — 2N (z”),
kde L(z) a N(z) jsou polynomy stupné n/2. Umocnénim 22 se ndm porusi parovani
x a —x, proto musime pocitat v C misto R. V tomto pfipad€ jsme z polynomu s n
koeficienty v n bodech dostali 2 polynomy s n/2 koeficienty v n/2 bodech. Z toho
vyplyva Casova slozitost definovana vztahem:

T(n) =2T(n/2)+ O(n).
Ten muzeme vytesit s pouzitim Master Theoremu z ADS I a dostaneme:
T(n) = O(nlogn).
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8. Fourierova transformace (K.Jakubec, M.Polik a G.Ocsovszky)

Nésobeni polynomt mtze mnohym pfipadat jako pomérné (algoritmicky) snad-
ny problém. Asi kazdého hned napadne ,hloupy“ algoritmus — vezmeme koeficienty
prvniho polynomu a vynésobime kazdy se vSemi koeficienty druhého polynomu a
pfislusné u toho sefteme i exponenty (stejné jako to délame, kdyz nasobime poly-
nomy na papife). Pokud stupeni prvniho polynomu je n a druhého m, stravime tim
¢as Q(mn). Pro m = n je to kvadraticky pomalé. Na prvni pohled se mtze zdat, Ze
rychleji to prosté nejde (pfeci musime vzdy vyndsobit ,kazdy s kazdym*). Ve sku-
teCnosti to ale rychleji fungovat mize, ale k tomu je potfeba znat trochu tajemny
algoritmus FFT neboli Fast Fourier Transform.

Trochu algebry na zacatek:

Libovolny polynom P stupné n muze byt reprezentovan dvéma riznymi zpusoby:

e svymi koeficienty, ¢ili ¢isly po, p1, - - -, Pn, nebo
e svymi hodnotami v n raznych bodech zg,z1,...,2,, Gli ésly P(zp),
P(z1), ..., P(xy).
Konvence:

Celé polynomy oznacujeme velkymi pismeny, jednotlivé ¢leny polynomu pak prislus-
nymi malymi pismeny. (Pf.: Polynom W stupné n mé koeficienty wo, wy, wa, . . . , wy,.)
PovS§imnéme si jedné skute¢nosti — mame-li dva polynomy A a B stupné n a
body xo,..., 2, dile polynom C = A - B (stupné 2n), pak plati C(z;) = A(xy) -
B(zg),k = 0,1,2,...,n. Toto ¢ni tento druhy zpiisob reprezentace polynomu ve-
lice atraktivnim pro nasobeni. Problémem je, ze typicky mame polynom zadany
koeficienty a ne hodnotami v bodech. Tim padem potfebujeme néjaky hodné rychly
algorimtus (tj. rychlejsi nez kvadraticky, jinak bychom si nepomohli oproti hloupému
algoritmu) na pfevod polynomu z jedné reprezentace do druhé a zase zpét.

Déle bychom si méli uvédomit, Ze stupeii naseho vysledného polynomu C bude
< 2n (kde n je stupeii vychozich polynomi). Pokud chceme polynom C reprezentovat
pomoci jeho hodnot v bodech, musime tedy vzit alespon 2n bodu. Timto konéi mala
algebraicka vsuvka.

Idea, jak by mél algoritmus pracovat:

1. Vybereme 2n bodt zg, x1,...,%2n_1.

2. V téchto bodech vyhodnotime polynomy A a B.

3. Nyni jiz v linearnim case ziskdme hodnoty polynomu C v téchto bodech

(viz vyse).

4. Pfevedeme hodnoty polynomu C' na jeho koeficienty.
Je asi vidét, ze klicové jsou kroky 2 a 4. Vybrani bodu jisté stihneme pohodlné
v linedrnim ¢ase a vyndsobeni samotnych hodnot téz (mame 2n bodi a C(zy) =
A(xg)-B(zk),k =0,1,2,...,2n—1, takZe na to nepotiebujeme vice nez 2n nasobeni).

Cely trik spociva v chytrém vybréani onéch bodi, ve kterych budeme polynomy

vyhodnocovat. Je na to potfeba védét par zajimavosti o komplexnich ¢islech, na
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webové strance prednasky jsou k dispozici slajdy, zde to bude zapsano o trochu
strucnéji.
Vyhodnoceni polynomu metodou Rozdél a panuj (algoritmus FFT):

Megjme polynom P fadu n a chtéjme jej vyhodnotit v n bodech. Vybereme si
body tak, aby byly sparované, ¢ili +xo, +1,...,+2,/2_1. To ndm vypocet urychli,
protoze pak se druhé mocniny z; shoduji s druhymi mocninami —zx;.

Polynom P rozlozime na dvé ¢asti, prvni obsahuje ¢leny se sudymi exponenty,
druhé s lichymi: P(x) = (poa®+p2a®+. . .4pn_ox™ )+ (prat+psz®+. . +pp_12™h).

S(2?) = poa® + paa® + ...+ pn2a™ 2, L(z?) = pra’ + psa® 4+ ... + pp_ya™?
TakZe obecné P(r) = S(z2%) + 2L(2?) a P(—x) = S(2?) — xL(2?). Jinak fedeno,
vyhodnocovani P v n bodech se ndm smrskne na vyhodnoceni S(x) a L(z) (oba
jsou polynomy stupné n/2 a vyhodnocujeme je nyni v x2) v n/2 bodech (protoze
(2:)? = (—z:)?).

Priklad: 3 + 42 + 622 + 22% + 2% + 102° = (3 + 622 + 2*) + z(4 + 222 + 102%).

Ted ndm ovSem vyvstane problém s onim parovanim — druhd mocina piece
nemize byt zaporna a tim padem uz v druhé arovni rekurze body sparované nebu-
dou. Z tohoto diivodu musime pouzit komplexni ¢isla — tam druhé mocniny zaporné
byti mohou. Jako xy, ..., x,—1 si zvolime mocniny n-té primitvni odmocniny z jedné
(oznaéime si ji jako w). Mdme n n-tych primitivnich odmocnin z jednicky, rovnomeér-
né rozesetjch po jednotkové kruznici, BUNO n = 2% k € N (jinak viz slajdy Martina
Marese). Jednotlivé mocniny vypadaji takto: 1,w,w?,...,w" !, kde w = €27/,
Dvé poznamky:

e primitivni n-té odmocniny z jednicky jsou sparované, éili w/ = —w™/2+7,
e umocnime-li véechny na druhou, vznikne nam n/2 n/2-tych odmocnin z
jedné, které jsou i nadale sparované.

Cely algoritmus bude vypadat takto:

FFT(P, w)

Vstup: po, . .., pn—1, koeficienty polynomu P, a w, n—ta odmocina z jedné.

Vystup: Holdnoty polynomu v bodech 1,w,w?, ... w" 1, ¢&li éisla P(1), P(w), P(w?),
P

1. Pokud n = 1, vratime Py a skoncime.
2. Jinak rozdélime P na sudé a liché koeficienty a rekurzivné zavolame
FFT(S, w?) a FFT(L, w?).
3. Proj=0,...,n/2 — 1 spo¢itame:
P(w?) = S(w?) + w’ - L(w?).
P(wit™/?) = S(w¥) — wi - L(w%).
J je z intervalu [0, § — 1]

Casova slozitost: T'(n) = 27(n/2) + O(n) = slozitost O(nlogn), stejné jako Mer-
geSort.
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Mame tedy algoritmus, ktery prevede koeficienty polynomu na hodnoty tohoto
polynomu v ruznych bodech . Potfebujeme ale také algoritmus, ktery dokaze re-
prezentaci polynomu pomoci hodnot pfevést zpét na koeficienty polynomu. K tomu
nam pomuze podivat se na nas algoritmus trochu obecnéji.

Definice: Diskretni Fourierova transformace (DFT) je funkce f : C* — C", kde

n—1
y=flz)=Vjy; = kzoxk -wh.

Jak najit inverzni matici? Vime, 7ze Q = QT protoze w/* = whJ.
Vyuzijeme nasledujici lemmas:
Lemma:
_(0...5#k
- = {1...jzk:'
Poznamka: ;- myslime skaldrni souéin. Jsou-liz = (zo,...,2n) ay = (Yo, ---,Yn)
n
dva komplexni vektory, pak jejich skalarni sou¢in definujeme jako: z*y = > Z;y;.
i=0
V této definici T oznacuje ¢islo komplexné sdruzené k ¢islu z.
Diikaz: Soucin
n—1 . n—1
Q;Q = Z Qi = Zwﬂwkl = Zwﬂw_kl = Zw“"“)l = Z(uﬂ_’“)l,
1=0 1 1 1 1=0
S0 Rl — =kl (1R _ ki
protoze wk =" = (Z)" =w™"™.
® Pokud j # k, pouzijeme vzoretek pro soucet geometrické posloupnosti,
kde a; = 1 a ¢ = w¥ =% a dostaneme % = H = % = 0. Kde r

je ¢islo ruzné od jednicky.

n—1
e Pokud j = k, pak Y (%) =n.
1=0

Disledek: Q-Q =nk.
Jedn4 se o nasobeni matic, ¢ili prvek na pozici i je 0 nebo n. = Q7! = %ﬁ.
Nagli jsme inverzi:

QL) =10.0=F, Q;kl = %W = 1w Ik = %(w_l)jk, kde w™!jew a
wy, je n-td primitivni odmocnina z jednicky.
Na&as algoritmus pocita tedy i inverzni transformaci, pouze misto w,, pouzijeme kom-
plexné zdruzené w, a matici vynasobime (1/n). Coz je skvélé — sta¢i znat pouze
jeden algoritmus u kterého stac¢i v jednom pripadé pouzit transformovanou matici a
vydélit n.
Vysledek: Pro n = 2* lze DFT na C" spo¢itat v ¢ase O(nlogn) a DFT! taktéz.
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Disledek:
Polynomy stupné n lze nasobit v ¢ase O(nlogn): O(nlogn) pro vyhodnoceni, O(n)
pro vynasobeni a O(nlogn) pro pfevedeni zpét.
Pouziti:
® Zpracovani signalu — rozklad na siny a cosiny o riznych frekvencich =
spektralni rozklad.

e komprese dat — napfiklad format JPEG.
e Nésobeni dlouhych ¢isel v ¢ase O(nlogn).

Hardwarova implementace FFT

Vstup velikosti 8

0 + WA"O 0 + WZ'D 0

100
010
110 V. Ys=Ss + W,
001 Ya=So - W,
101 Ys=S; - Wl
011

Ye=S, + W,

111 Y7=S3 + W,

log n

Ptiklad pribéhu algoritmu na vstupu velikosti 8

Obrazek ukazuje zapojeni kombina¢niho obvodu pro DFT pro vstup velikosti 8.
Hladin bude vzdy logy n, tj. v nasem ptipadé log, 8 = 3 hladiny.

Podivejme se na pravou ¢ast obrazku, tedy vystup celého obvodu. Cerna kolecka
predstavuji podobvody, rovnice vedle nich operaci, kterou provadéji. Hodnoty y;
znaéi hodnotu polynomu P v bodé w’ kde w’ je j — t4 mocnina primitivni n-té
odmocniny z jednicky. K jejimu spocteni ale potfebujeme znat hodnoty si a I
kde k je z intervalu [0,n/2 — 1] a si a I jsou hodnoty polynomu stupné n/2 v
bodé w?*. V polynomu s jsou sudé koeficienty a v polynomu ! liché koeficienty
polynomu P. Vidime ze se jedné presné o nas rekurzivni algoritmus pro pocitani FFT
a timto zpusobem postavime celou sif. Timto obvodem jsme tedy ziskali nerekurzivni
algoritmus pro poc¢itani FFT. V§iméme si pofadi vstupnich hodnot (koeficientt).
Cisla jsou v binarnim tvaru 0-7 pfec¢tend pozpéatku. Pro pfedstavu jaké koeficienty
polynomu P se objevuji v rtiznych hladinach, na obrazku jsou naznacena jejich ¢isla
spolu s prislusnymi mocninami primitivni n-té odmocniny z jednicky.

Z toho:
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¢ Kombinaé¢ni obvod pro DFT s O(logn) hladinami a O(n) hradly na hla-
diné.
e Nerekurzivni algoritmus (postupujeme zleva) v ¢ase O(nlogn).

9. Geometrické algoritmy  (B. Maslowski, J. Nivrat, M. Stasa)

Budeme se ted bavit o geometrickych problémech v roviné. Vétsina algoritm, které
zde uvedeme, ma sice své obdoby i pro prostory vyssi nebo nizsi dimenze, ale jedno-
rozmérné piipady byvaji trividlni a vicerozmérné jsou zase vétsinou moc slozité.

Budeme se tedy zabyvat tim, jak tyto problémy fesit v dimenzi dva (v Eukli-
dovské roving).

Hledani konvexniho obalu

Ptate se o co ptijde? Zkusme si to pfiblizit na problému lednich medvédu :)
Ledni medvédi si po dlouhé dobé zmapovali vody severnitho mote a zjistili presné
mista, kde se nachdzeji jejich oblibené ryby. No a protoZe to jsou medvédi chytri,
rozhodli se vSechny tyto rybky pochytat najednou do jedné velké sité. A problém,
ktery tady maji, je ndsledujici: jaky nejmensi obvod mize mit takovd sit, aby se
dovnitt vesly vsechny rybky?!

Neboli budeme Tresit, jak néjakou zadanou mnozinu bodt v roviné obalit co
nejkratsi uzavienou krivkou, do které se jesté vsechny body vejdou.

Intuice ndm napovida Ze vysledek bude n&jaky konvexni‘® mnohothelnik, kte-
ry bude mit vrcholy v nékterych uvedenych bodech. Ostatni vrcholy pak budou
bud nékde na hranach mnohothelniku, nebo uvnit¥. Tomuto mnohoulehniku se rika
konvexni obal dané mnoziny.

Mozné by se ted hodilo pfedvést ndzorné, jak vypadaji nejmensi konvexni obaly:

e S L7

Zakladni obaly.

e Konvexni obal prazdné mnoziny je prazdna mnozina.

e Konvexni obal 1 bodu je bod samotny.

e Konvexni obal 2 bodt je tisecka spojujici tyto body.

® Konvexni obal 3 bodt je trojuhlenik s vrcholy v téchto bodech.

vvvvvv

Konvexni obaly 4 a vice bodi, jak si mtizeme vSimnout, uz nejsou jednoznacné.
Pro N-prvkovou mnozinu bude konvexni obal mnohotithelnik se tfemi az N vrcholy.

(8) Mnozina bodtl v roviné je konvexni, pokud plati, ze pro kazdé dva body této
mnoziny lezi tsecka spojujici tyto dva body také celd v této mnoziné.
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Jeden dobry zpusob, jak tento konvexni obal sestrojit se nazyva Zametdni ro-
VInY.

Algoritmus funguje tak, Ze si v roviné zvolime néjaky smér, a v tomto smé-
ru zacneme posouvat primku. Budeme takto potkavat body lezici v nasi mnoziné.
V kazdém okamziku budeme chtit, aby body v ¢asti, kterou jsme jiz zametli, uz méli
spocitany konvexni obal. Vzdy kdyz pak zametaci pfimkou narazime na novy bod,
uz si jen rozmyslime, jak ho do konvexniho obalu pfidat.

BUNO piedpokladame body v obecné poloze, tedy takové, ze zadné tii nelezi
na jedné primce. Déale také budeme predpokladat, ze budeme zametat ve sméru z-ové
osy a ze vSechny body maji riznou z-ovou soufadnici.

Je také vidét, ze bod s nejmensi a nejvétsi z-ovou soutadnici bude lezet na kon-
vexnim obalu.

Myslenka algoritmu:

1. Setfidime body podle jejich xz-ové souradnice.
2. Vezmeme prvni tii body a sestrojime jejich konvexni obal.
3. Opakuj: Najdeme dalsi bod a podivame se, jestli ho muzeme do kon-
vexniho obalu rovnou pridat:
4. Pokud jej mizeme rovnou pridat, tak jej pridame.
5. Pokud jej pfidat rovnou nemizeme, pak je potieba nejdiive néjaké
body odzadu odebrat a pak teprve pripojit nas novy bod.

Kazda iterace tedy bude probihat tak, Ze néjaké body z puavodniho konvexni-
ho obalu pozapomindme a pfiddme novy bod. Aby se to 1épe popisovalo, tak cely
konvexni obal rozdélime na horni obdlku a dolni obdlku.

o

dolni obalka

Obréazek obélek.

Vidime ted, Zze dolni obalka je néjakd lomend ¢ara, kterd zataci doleva. Horni
obalka zataci doprava. V nasem algoritmu si budeme obalky pamatovat jako dva
seznamy vrcholti. KdyZ pak v algoritmu narazime na novy bod, budeme zvlast fesit
jak to ovlivni horni obalku a jak ovlivni dolni. Je vidét Ze bod nejvice vlevo a bod
nejvice vpravo lezi v obou obalkidch. Ostatni body bud lezi jen v jedné z obélek,
nebo nelezi v Zadné z nich (tedy nejsou soucéasti konvexniho obalu).

Algoritmus:
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1. Settidime body podle soufadnice x, dostaneme mnozinu bodd by — b,.
2. Spocitame konvexni obal by, bs, b3, z toho ziskdme horni a dolni obal-

ku(.
3. Pro b postupné zpracovavame bs — by,
4. Prepocitame Horni obalku:
5. Dokud (|H| > 2) a thel (H[-2], H[—1],b) je orientovany do-
leva:
6. Odebereme posledni prvek z obalky.
7. Ptidame do obalky novy vrchol.
8. Prepocitame dolni obalku:
9. Dokud (|D| > 2) a thel (D[-2], D|—1],b) je orientovany do-
prava:
10. Odebereme posledni prvek z obalky.
11. Pridame do obalky novy vrchol.

Setridit body podle z-ové soufadnice a sestrojit konvexni obal prvnich tfech
bodu stihneme v ¢ase O(nlogn). Zbytek pak uz udélame dokonce v ¢ase linedrnim
O(n)19). Plati tedy:

Véta: Konvexni obal dokdzeme sestrojit v ¢ase O(nlogn).

Nasi ledni medveédi se tedy jiz naudili, jak si efektivné obstarat potravu a mohly se
pustit do Feseni dalsiho velmi dtlezitého problému. Pojdme se na néj podivat s nimi.
A o co ze to pujde?

Ledni medvédi nejsou na antarktidé sami, krome nich tam taky bydli kamarddi
eskymdci ve svijch igli. Medvédi by si ted rddi udélali mapu, podle které by hned
poznali, ke kterému ekymdkovi to magi nejblize na ndvstevu.

My tuhle medvédi mapu od ted budeme nazyvat Voroneho diagramem.
Voroného diagramy

Pred tim, nez vés vystrasim néjakou definici, si fekneme, co jsi pod timto,
na prvni pohled ne zfejmym pojmem, predstavit. Méjme mnozinu tecek T rozmisté-
nych ndhodné po papiru. Ke kazdému bodu nakreslime okraje tak, aby vnikla ploska
obsahovala body, které jsou nejblize pravé té nasi vybrané tecce. Samoziejmeé ,sou-
sedni“ tecky budou mit tyto hranice spole¢né. Vysledkem naseho dlouhého snazeni
pak bude pravé Voroného diagram. V dalsich odstavcich se budeme zajimat o to, jak
takovy utvar spravné popsat, jak ho sestrojit a jaké datové struktury k tomu pouzit.

Definice: Voroného diagram pro koneénou mnozinu M = {my,...,m,} € R? mist je
systém mnozin Oy, ..., O, takovych, Ze pro vSechna i a j a pro vSechna x € M; je

(9) Body b1 a b3 budou v obou obalkich. Bod by bude v horni obalce pokud lezi
nad pfrimkou spojujici b1 a bz, v dolni obalce bude pokud lezi pod pfimkou.

{10) 'V této ¢asti uz jen do obalek piidavame a odebirdme body.Piidavame jich N.
A odebrat jich mtizeme maximalné tolik kolik jsme jich pfidali. Tedy zase maximal-
né N.
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vzdalenost x od m; mensi nebo rovna vzdalenosti x od m; a zarovei sjednoceni O;
pfes vsechna i je cely prostor R?, neboli:

d(z,m;) < d(z,mj) A U-Oi =R2

Jednoduchy Voroného diagram:

Osa usecky spojujici dvé mista
vytvafi hranu jednoduchého
Voroného diagramu.

takovychto use&ek formuji jeho hrany.

Voroneho diagramu pro dvé mista.

Voroného diagram se tedy skldda z né€jakych mist, oblasti a hran, které ty
oblasti oddéluji.
Definice: Rekneme, Ze hrana H je takovd mnozina bodd, ze pro kazdy bod x € H
plati, Ze existuji dvé mista m; a m;, od kterych mé bod = stejnou vzdalenost. Tyto
dvé mista jsou pro vSechny body x stejné a plati, Ze vSechny ostatni mista maji od
kazdého bodu z delsi vzdalenost.
Definice: Rekneme, Ze vrchol je takovy bod, kde se potkavaji alespoii dvé hrany.

Pozorovani:

® Voroneho diagramem pro dvé mista jsou dvé poloroviny odélené takovou
primkou, ze kazdy bod primky je stejné vzdaleny od obou mist.

e Kazda mnozina M; je ohranic¢ena konvexni lomenou carou, takze oblasti
maji tvar konvexnich mnohothelnikt, ale je mozné, Ze jsou oteveiené do
neknecna.
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Césti Voroneho diagramu.

® Pro kazdou hranu h ve Voroného diagramu existuje ¢ a j takové, ze kdyz
x € H, pak vzdalenost d(z,m;) = d(z, m;).
® Pro kazdy vrchol v Voroného diagramu existuji alespon t¥i mista lezici na
kruznici se stfedem wv.
hrany
diagramu
jsou

Body na kruznici.

e Pocet vrcholt a hran je linedrni k poctu mist(11,
® Pocet krajnich oblasti je tak velky, jak velky je konvexni obal té zadané
mnoziny. (Je to dobré védét, ale asi to nebudeme potiebovat.)

Pojdme ted vymyslet, jak takovy diagram vyrobit. Mohli bychom zkonstruovat

vSechny délici pfimky a poslepovat je, ale vznikl by nam kvadraticky algoritmus a

to ndm nemuze stadit.

Mluvili jsme o zametani roviny, a tak bychom tento trik mohli vyuzit pravé pti

feSeni naseho problému. OvSem tentokrat ma zametani jeden podstatny hacek. Kdyz

(1) Voroneho diagram si lze predstavit jako graf, kde mista Voroneho diagramu
odpovidaji sténam, vrcholy diagramu vrcholim a hrany odpovidaji hranam grafu.
Pokud si ted nékam mimo graf pfiddme jesté jeden vrchol a vSechny pfimky vedouci
do nekone¢na navedeme do toho bodu, vidime, Zze nas graf je roviny. Pro roviny graf

plati Eulerova formule a z ni uz plyne Ze nase linearita.
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si vezmeme néjakou zametaci primku a pojedeme s ni shora dolt, tak nad ni mame
néjakou uz zkonstruovanou ¢ast diagramu a kdyz narazime na dalsi bod, tak se nam
miize pravé tato ¢ast diagramu pomérné slozité zménit. Pomtzeme si malym trikem.
Nebudeme povazovat za hotovou celou oblast nad zametaci primkou, ale jen takové
body, které maji blize k misttiim (m;) nez k zametaci pfimce. Tak dostaneme néjakou
posloupnost (mnoZinu) parabol. Vechno, co jsme spocitali uvniti této oblasti nam
uz nikdo nepokazi (ani nevylepsi), je tam bezpeéno. Vezmeme si tedy dolni obalku
téchto parabol, budeme ji fikat pobrezi.

Vnitfek

(tady uz nic neménime) %

"Pobfezi"

(tvofeno
7[ / parabolickymi
oblouky)
Zametaci L
piimka Pruseciky parabol

vykresluji hranice
mnozin

Pobrezni linie.

Pobrezi je tedy néjaka posloupnost parabolickych oblouki s tim, Ze nejlevéjsi a
nejpravéjsi jdou do nekonecna. Priseciky téchto obloukt vykresluji hrany diagramu.
Pro¢? Odpovéd na tuto otdzku neni tézké, staci vyjit z definice paraboly tak, jak
ji zde pouzivame. Nebo-li je to mnozina bodi, kterd je od ohniska (pro nds mista)
stejné vzdalend jako od pfimky (fidici). A tedy prinik dvou parabol je misto, které
je stejné vzdéalené od obou ohnisek, coZ je vlastné definice bodu leZicitho na néjaké
hrané.

Kdykoliv v pribéhu zametani narazime na néjaky bod, mize nam ovlivnit
uz jen cast diagramu pod pobrezim. Dostavame se tedy k tomu, co se déje, kdyz
hybeme zametaci pfimkou. Paklize nenarazime na zadné body, tak se v podstaté
nedéje nic zajimavého. Zajimava situace nastava az tehdy, narazime-li na dalsi bod.
V tom okamziku vznika nova parabola. V tuto chvili je znacné degenerovana. Je to
totiz zatim jen polopfimka kolma na zametaci pfimku. S dal$im pohybem se zac¢ne
parabola rozevirat. VSimnéme si, ze prinik oné pfimky a pobfezi je vlastné vrchol
Voroného diagramu.
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MizZe nastat jeSté jeden problém. Néjaka parabola se muze natolik rozeviit, ze
pohlti jiné a ty zmizi z pobfezni linie. V takovém pripadé, se ndm ale netrividlné
zméni vzhled pobfezi, a proto se této situaci budeme muset vice vénovat.

Shrneme-li nase tivahy, mohou se dit celkem t¥i véci. Jedna z nich je posun
primky. To se vlastné déje porad. Pobrezi se témér neméni a priseciky parabol nam
kresli hrany. To miZzeme pocitat najednou. Navic nejen ze bychom mohli s pfimkou
skoc¢it o néjaké epsilon, ale my dokonce muzeme skocit o poradny kus a prosté
pouze dopocitat, jak se pobfezi zménilo a co se vykreslilo. Dilezitym misttim, kde
se budeme zastavovat, budeme fikat uddlosti.

Mistni uddlost

Pokud narazime na bod, musime najit misto, kde pobfezi rozetnou a kam
vklinit dalsi vybézek (parabolu). Takovéto udélosti budeme fikat mistni udalost.

6;

=
/ Sipky ukazuji, jak se

Zametaci bude situace dal
primka vyvijet
Mistni udalost — cervena kolmice je nové
vznikajici parabola, pfi postupu zametaci primky
dale se bude rozevirat a vytvori dalsi parabolu.

Kruznicova uddlost

Posledni situace, kterd miize nastat, je, ze se néjakd parabola schova za jiné.
Kouknéme se na prvni obrazek nize, fialovy bod je stfed kruznice opsané trojihelniku
tvofenému tfemi misty. Jak vime, ten lezi na osich stran takového trojihelniku. Po
téchto osach se vSak budou i pohybovat priseciky parabol a s posunovanim Fidici
primky se pak dostanou vSechny t¥i do stfedu této kruznice. Stane se to pravé tehdy,
kdyz se zametaci pfimka dotkne kruznice zespodu. Je mozné nahlédnout, ze pfi
postupu déle se pak dvé krajni paraboly rozsifi natolik, Ze prostfedni pohlti a ta
zanikne. Takto vzniklé udalosti budeme fikat kruznicova.
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Pojdme si to ukazat 1épe na nésledujicich dvou obrézcich. Prvni predstavuje
situaci pred kruznicovou udalosti a druhy pravé kruznicovou udalost. Mimo jiné
by tedy z obrazkt mélo byt patrné, Ze kruznicové udalosti jsou urceny trojicemi
sousednich obloukti v pobfezi.

71 \./ ﬁuznice

Zametaci
pfimka

Pred kruznicovou udalosti.

KruzZnice
Zametaci __—/
primka

Kruznicova udélost.

Datové struktury
Budeme potfebovat haldu udalosti (mistnich i kruznicovych dohromady).

Dale bude zapottebi udrzovat si pobfezni linii, neboli posloupnost mist v ohnis-
cich parabolickych obloukt. Zde je potieba si definovat operace Insert, Delete a
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FindX, jinak feCeno pridat a odebrat oblouk a najit oblouk podle x-sové souradnice
nebo-li oblouk do kterého jsme se trefili pfi mistni udalosti. Navic budeme potie-
bovat vyhledavaci strom nad pruseciky s implicitni reprezentaci, coz znamena, ze si
ve vrcholech nebudeme pamatovat pfimo soufadnice pruseciki, ale jen instrukci, jak
je spocitat. Takze jakkoli se méni poloha priiseciki, tak struktura stromu zistava
stejna.

S haldou udalosti lze pracovat s logaritmickou ¢asovou slozitosti na operaci a
tujeme zvlast jako seznam tak Insert a Delete budou v konstatnim dase a operace
se stromem pak O(logn).

Posledni datovou strukturou bude samotny diagram, reprezentovany grafem se
soufadnicemi a vazbami hran na prusecik.

Fortunuv algoritmus
1. Pfipravime si haldu H a vlozime do ni vSechny mistni udalosti.
2. Ptipravime pobiezni linii P « 0.
3. Dokud existuje h < DeleteMin(H):

4. Je-li na fadé mistni udalost:
5. Najdeme pruseéik s P(FindX (P)).
6. Vlozime do P novou parabolu.
7. Poznamename do D vznik hran.
8. Prepocitdme kruznicové udalosti.
9. Je-li na fadé kruznicova udélost:
10. Smazeme oblouk z P.
11. Poznamename vznik a zanik do D.
12. Prepocitame kruznicové udalosti.
SloZitost:

Pocet mistnich udalosti je roven n (na kazdé misto narazime pravé jednou).
Pocet kruznicovych udalosti neni vétsi nez n, protoze kruznicova udalost smaze pa-
rabolu a ty vznikaji jen pfi mistnich udélostech, takze kruznicovych udalosti neni
vice nez mistnich. Specidlné z toho plyne, Ze velikost pobfezni linie je vzdy lineér-
ni, protoze s kazdou mistni udéalosti pfibudou dva tiseky do pobfezni linie, takze
velikost pobfezni linie je maximalné 2n. Velikost haldy je pak také 2n, takze pak
operace ur¢ité zvladneme v ¢ase O(logn). Jelikoz diagram je linedrné velky tak i jeho
struktura je linedrné velka. Operace se strukturami nas stoji nejvice O(logn). Takze
mistni i kruznicové udélosti zvladneme v ¢ase O(logn) na jednu na konstantnim
poctu struktur. Halda ma velikost 2n, takZze maximéalné provedeme O(2nlogn) ope-
raci. Cely algoritmus potfebuje na inicializaci maximalné O(nlogn) (i kdybychom
ji délali neefektivng) a O(2nlogn) vypocet.

Pokud tedy shrneme vSechny naSe odhady, pak casova slozitost algoritmu je
O(nlogn) a prostorova O(n).
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10. Pf‘evody problémﬁ (zapsali Martin Chytil, Viadimir Kudelas)

Na této prednasce se budeme zabyvat rozhodovacimi problémy a jejich obtiznosti.
Za jednoduché budeme trochu zjednodusené povazovat ty problémy, na néz zname
algoritmus pracujici v polynomialnim case.

Definice: Rozhodovaci problém je takovy problém, jehoZ vystupem je vidy ANO, nebo
NE. [Forméalné bychom se na néj mohli divat jako na mnozinu L vstupt, na které je
odpovéd ANO, a misto L(x) = ANO psat prosté x € L.

Priklad: Je dan bipartitni graf G a k € N. Existuje v G parovani, které obsahuje
alespon k hran?

To, co bychom ve vétsiné pripadu chtéli, je samoziejmeé nejen zjistit, zda takové
parovani existuje, ale také néjaké konkrétni najit. VSimnéme si ale, ze kdyZz umime
rozhodovat existenci parovani v polynomialnim ¢ase, muzeme ho polynomialné rych-
le i najit:

Mgéjme éernou skiiiku (fungujici v polynomidlnim éase), kterd odpovi, zda da-
ny graf ma nebo nemd parovani o k hranach. Odebereme z grafu libovolnou hranu a
zeptame se, jestli i tento novy graf ma parovani velikosti k. Kdyz ma, pak tato hra-
na nebyla pro existenci parovani potiebnd, a tak ji odstranime. Kdyz naopak nema
(hrana patii do kazdého parovani pozadované velikosti), tak si danou hranu pozna-
mename a odebereme nejen ji a jeji vrcholy, ale také hrany, které do téchto vrcholu
vedly. Toto je korektni krok, protoze v ptivodnim grafu tyto vrcholy byly navzajem
sparované, a tedy nemohou byt sparované s Zadnymi jinymi vrcholy. Na novy graf
aplikujeme znovu tentyz postup. Vysledkem je mnozina hran, které patii do hleda-
ného parovani. Hran, a tedy i iteraci naseho algoritmu, je polynomidlné mnoho a
skrinka funguje v polynomialnim case, takze cely algoritmus je polynomidlni.

A jak nas rozhodovaci problém fesit? Nejsnaze tak, ze ho prevedeme na jiny,
ktery uz vytesit umime. Tento postup jsme (pravé u hledani parovani) uz pouzili
v kapitole o Dinicové algoritmu. Vytvorili jsme vhodnou sit, pro kterou platilo, Ze
v ni existuje tok velikosti k£ pravé tehdy, kdyz v pivodnim grafu existuje parovani
velikosti k.

Takovéto prevody mezi problémy mizeme definovat obecné:

Definice: Jsou-li A, B rozhodovaci problémy, pak fikdme, ze A lze redukovat (neboli
pfevést) na B (piSeme A — B) & existuje funkce f spocitatelnd v polynomidlnim
Case takova, ze pro Vz : A(x) = B(f(x)).

Vsimnéte si, ze A — B také znamend, ze problém B je alespon tak tézky jako
problém A (tim myslime, Ze pokud lze B FeSit v polynomidlnim case, lze tak Fesit
i A): Necht problém B umime fesit v ¢ase O(b*), kde b je délka jeho vstupu. Necht
dale funkce f prevadéjici A na B pracuje v ¢ase O(a’) pro vstup délky a. Spustime-
li tedy B(f(x)) na né&aky vstup x problému A, bude mit f(z) délku O(a’), takze
B(f(x)) pobézi v éase O(ak*), coz je polynomialni v délce vstupu a.

Pozorovani: Pievoditelnost je:
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e reflexivni (ilohu miizeme pievést na tu stejnou identickym zobrazenim):
A— A,
e tranzitivni: Je-li A — B funkci f, B — C funkci g, pak A — C sloze-
nou funkci g o f (slozeni dvou polynomidlnich funkci je zase polynomidlni
funkce, jak uz jsme zpozorovali v pfedchozim odstavci).
Podivejme se nyni na prevody mezi dal§imi zajimavymi problémy:
1. problém: SAT
Splnitelnost logickych formuli, tj. dosazeni true ¢ false za proménné v logické formuli
tak, aby formule dala vysledek true.

Zaméiime se na specialni formu zadani formuli, konjunktivné normding formu (CNF).

(..V.o.ovooovo )& (VL V LV ) &

Vstup: Formule ¢ v konjunktivni normalni formé.

Vistup: 3 dosazeni true a false za proménné takové, Ze hodnota formule ¢(...) =
true.

Pro formuli plati nasledujici podminky:
e formule je zadana pomoci klauzuli oddélenych &,
® kazda klauzule je slozend z literali oddélenych V,
e kazdy literdl je budto proménnd nebo jeji negace.
Ukéazeme, Ze staci vyresit jednodussi problém 3-SAT.
2. problém: 3-SAT
Definice: 3-SAT je takovy SAT, v némz kazda klauzule obsahuje nejvyse tii literdly.

Prevod 3-SAT na SAT: Vstup neni potfeba nijak upravovat, 3-SAT spliiuje vlastnosti
SATu, proto 3-SAT — SAT (3-SAT je alespon tak tézky jako SAT)

Prevod SAT na 3-SAT: Musime formuli pfevést tak, abychom neporusili splnitelnost.

Trik pro dlouhé klauzule: Kazdou klauzuli
(aVp), tz. |a| + 8] = 4
prepiseme na:
(V)& (BV—x),

kde = je nova proménnd, kterou nastavime tak, abychom neovlivnili splnitelnost
formule.

Plati-li:
e o = z = 0 (zajisti splnéni druhé poloviny nové formule),
e 3= x =1 (zajisti splnéni prvni poloviny nové formule),
® o, (/-a,—f = x =0/1(je ndm to jedno, celkové feSeni ndm to neovlivni).
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Tento trik opakujeme tak dlouho, dokud je to tfeba.

Nabizi se otazka, pro¢ mizeme proménnou x nastavit, jak se nam zlibi. Vy-
svétleni je prosté, proménna x nam puvodni formuli nijak neovlivni, protoze se v ni
nevyskytuje, proto ji mizeme nastavit tak, jak chceme.

Poznamka: U 3-SAT lze vynutit pravé tii literdly, pro kratké klauzule pouZijeme
nasledujici trik:

(o) = (aVz) & (aV—x).
3. problém: Hledani nezavislé mnoziny v grafu

Existuje nezavislda mnozina vrcholi z G velikosti alespon k7

Definice: Nezdvisla mnozina (NzMna) budeme Fikat kazdé mnoziné vrcholt grafu
takové, Ze mezi nimi nevede zaddna hrana.

Priklad nezavislé mnoziny

Vstup: Neorientovany graf G, k € N.

Vystup: 3A CV(Q), |A| > k: Vu,v € A= wv & E(G)?

Poznamka: Kazdy graf ma minimalné jednu nezavislou mnozZinu, a tou je prazdna
mnozina. Proto je potfeba zadat i minimalni velikost hledané mnoziny.

Ukéazeme, jak na tento probém prevést 3-SAT.

Prevod: Z kazdé klauzule vybereme jeden literdl tak, abychom v riznych klauzulich
nevybirali konfliktné, tj. x a —z.

Piiklad: (zxVyV z) & (zV -y V —z) & (mx V -y V p).

Pro kazdou klauzuli sestrojime graf (trojihelnik) a pfiddme ,konfliktni“ hrany, tj.
T a .

Princip je takovy, Ze z kazdé klauzule si vybereme literal, ktery danou klauzuli
splni, a to tak, aby literaly, které si vybereme, nekolidovaly. Kolize oSetfime hranami
mezi proménnymi a jejich negacemi.

Existuje nezavisla mnozina velikosti rovné poc¢tu klauzuli? Pokud ano, tak do-
staneme seznam promeénnych, pomoci kterych splnime danou formuli.

Pievod NzMna na SAT: Mame proménné v, ..., v, pro vrcholy.

Nyni ukdzeme, jak prevést problém hledani nezavislé mnoziny, na SAT.

49



Ukézka prevodu 3-SAT na nezavislou mnozinu

® Poridime si proménné vy, ..., v, odpovidajici vrcholim grafu. Proménna
v; bude indikovat, zda se i-ty vrchol vyskytuje v nezavislé mnoziné.

e Pro kazdou hranu ij € E(G) pfidame klauzuli (-wv; V —v;). Tyto klauzule
nam ohlidaji, Ze vybrana mnozina je vskutku nezavisla.

e Jesté potfebujeme zkontrolovat, Ze je mnozina dostatecné velka, takze si
jeji prvky ocislujeme ¢isly od 1 do k. O¢islovani popiSeme matici promeén-
nych x;;, pfi¢emz x;; bude pravdivé pravé tehdy, kdyz v potadi i-ty prvek
nezavislé mnoziny je vrchol v;.

e Pridame tedy klauzuje, které nam feknou, Ze vybrané do nezévislé mnozi-
ny jsou prave ty vrcholy, které jsou touto matici ocislované: Vi, j, x;; = v;.

e Jesté potfebujeme zajistit, aby byla v kazdém fadku i sloupci nejvyse
jedna jednicka: Vi, i,i i # i 2y = —wy; a Vi j,j j# 5 @i = wy

e A nakonec si ohliddme, aby v kazdém fadku byla alespoii jedna jednicka,
klauzuli Vi : ;1 V2o V...V Xp.

Priklad matice: Jako ptiklad pouzijeme nezéavislou mnozinu z ukazky nezdvislé mno-
Ziny. Necht jsou vrcholy grafu ocislované zleva a ze zhora. Hleddme nezévislou mno-
zinu velikosti 2. Matice pak bude vypadat nasledovné:

1 0 0 0O

0 0010
Vysvétleni: Jako prvni vrchol mnoziny bude vybran vrchol v1, proto v prvnim fadku
a v prvnim sloupci bude 1. Jako druhy (k-ty) vrchol mnoZiny bude vybran vrchol vy,

proto na druhém (k-tém) fadku a ve ¢tvrtém sloupci bude 1. Na ostatnich mistech
bude 0.

4. problém: Klika

Vstup: Graf G,k € N.
Vystup: 3 uplny podgraf grafu G na k vrcholech?
Prevod: Prohodime v grafu G hrany a nehrany = hledani nezavislé mnoziny.

Duvod: Pokud existuje uplny graf na k vrcholech, tak v ,invertovaném“ grafu tyto
vrcholy nejsou spojeny hranou, tj. tvori nezavislou mnozinu.
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Priklad kliky

Prohozeni hran a nehran

5. problém: 3D parovani (3D matching)

Vstup: TFi mnoziny, napt. K (kluci), H (holky), Z (zvifatka) a mnoZzina kompati-
bilnich trojic (t&ch, ktefi se spolu snesou).

Vystup: Perfektni podmnozina trojic - tj. takova podmnozina trojic, ktera obsahuje
vSechna K, H a Z.

Ukéazeme, jak tento problém pievést na 3,3-SAT (ov8em to az na dalsi pfednésce).

Adam

Pavlina
Boleslav

Qéta

Cipisek Radka

Xaver Yvan Zoro

Ukéazka 3D parovani

6. problém: 3,3-SAT

Definice: 3,3-SAT je specidlni ptipad 3-SATu, kde kazda proménnd se vyskytuje
v maximalné tiech literalech.

Prevod 3-SAT na 3,3-SAT: Pokud se proménna x vyskytuje v k > 3 literalech, tak
nahradime vyskyty novymi proménnymi z1,...,z; a priddme klauzule:

(mx1 Va2)(—we V as)(—x3 Vay) ... (xp—1 V ag)(cxg V 21),
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coz odpovida:

(1 = m2)(x2 = x3) (23 = 24) ... (Tf—1 = xk) (K = 271).

Timto zarucime, ze vSechny nové proménné budou mit stejnou hodnotu.

Mimochodem, muzeme rovnou zafidit, ze kazdy literal se vyskytuje nejvice
dvakrat (tedy Ze kazda proménnd se vyskytuje alespoii jednou pozitivné a alespori
jednou negativné). Pokud by se néjakd proménné néjaka proménnd objevila ve tfech
stejnych literalech, miZeme na ni také pouzit nas trik a nahradit ji tfemi promén-
nymi. V novych klauzulich se pak bude vyskytovat jak pozitivné, tak negativneé.

Zavér: Obrazek ukazuje problémy, jimiz jsme se dnes zabyvali, a vztahy mezi témito
problémy.

Nezavisla
" 3,3 SAT
mnozina

Klika 3d pfll'OVflni

Pfevody mezi problémy

11. NP-ﬁplné problémy (zapsali F. Kacmarik, R. Krivdk, D. Remis)

Dosud jsme zkoumali problémy, které se nas ptaly na to, jestli néco existu-
je. Napriklad jsme dostali formuli a problém splnitelnosti se nas ptal, zda existuje
ohodnoceni proménnych takové, Ze formule plati. Nebo v pfipade nezavislych mnozin
jsme dostali graf a ¢islo k a ptali jsme se, jestli v grafu existuje nezavisld mnozina,
kterda obsahuje alespon k vrcholi. Tyto otazky mély spoleéné to, ze kdyz ndm né-
kdo zadal néjaky objekt, uméli jsme efektivné fici, zda je to objekt, ktery hledame.
Napriklad pokud dostaneme ohodnoceni proménnych logické formule, staci jen do-
sadit a spocitat, ze formule je true nebo false. Zjistit, ze néjaky objekt je ten, ktery
hleddme, umime efektivné. Tézké na tom je takovy objekt najit. Coz vede k definici
obecnych vyhledavacich problémi, kterym se fika tiida problém® NP. Definujeme si
ji poradné, ale nejdrive za¢neme trosicku jednodussi tfidou.
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Definice: P je trida rozhodovacich problémi, které jsou feSitelné v polynomidlnim
Case. Jinak feCeno, problém L € P < 3 polynom f a 3 algoritmus A takovy, ze
Vo : L(z) = A(z) a A(x) dobéhne v ¢ase O(f(x)).

Trfida P odpovida tomu, o ¢em jsme se shodli, Ze umime efektivné fesit. Nade-
finujme tedy tridu NP:

Definice: NP je trida rozhodovacich problémi takovych, ze L € NP pravée tehdy, kdyz
3 problém K € P a 3 polynom g takovy, Ze pro Vz plati L(x) = 1 < 3 nipovéda
y: |yl < g(]z|) a soucasné K(x,y) = 1.

Pozorovani: Splnitelnost logickych formuli je v NP. Stad¢i si totiz nechat napovédét,
jak ohodnotit jednotlivé proménné a pak ovérit, jestli je formule splnéna. Napovéda
je polynomialné velkd (dokonce linedrné), splnéni zkontrolujeme také v linedrnim
case. Odpovime tedy ano pravé tehdy, existuje-li napovéda, kterd nas presveddi,
tedy pokud je formule splnitelna.

Pozorovani: Ttida P lezi uvnitt NP. V podstaté fikdme, Ze kdyZz mame problém, ktery
umime Fesit v polynomialnim ¢ase bez napovédy, tak to zvladneme v polynomialnim
Case i s napovédou.

Nasbirali jsme problémy, které jsou v NP, ale nevime, jestli jsou v P. Brzy

vV

Definice: Problém L je NP-tézky pravé tehdy, kdyz je na néj prevoditelny kazdy
problém z NP. (Viz definici pfevodt z minulé pfednasky)

Také plati, ze pokud umime fesit néjaky NP-tézky problém v polynomidlnim
Case, pak umime vyfesit v polynomidlnim ¢ase vée v NP, a tedy P = NP. (To uz
také vime z minulé prednésky.)

My se budeme zabyvat problémy, které jsou NP-tézké a samotné jsou v NP.
Takovym problémtm se fika NP-tiplné.

Definice: Problém L je NP-uplny pravé tehdy, kdyz L je NP-tézky a L € NP.

v NP. Kdybychom uméli vytesit néjaky NP-taplny problém v polynomidlnim ca-
se, pak vSechno v NP je fesitelné v polynomialnim case. Bohuzel to, jestli néjaky
NP-tplny problém lze fesit v polynomialnim cCase, se nevi. Otazka, jestli P = NP, je
asi nejznaméjsi otevieny problém v celé teoretické informatice.

Kde ale né€jaky NP-tuplny problém vzit? K tomu se nam bude velice hodit
nasledujici véta:

Véta (Cookova): SAT je NP-tplny.

Dtikaz je zna¢né technicky, pfiblizné ho naznacime pozdéji. Pfimym dusledkem je,
Ze cokoli v NP je ptrevoditelné na SAT. K dokazovani NP-tiplnosti dalsich problému
pouzijeme nasledujici véticku:

Véticka: Pokud problém L je NP-tplny a L se d4 pfevést na M € NP (L — M),
pak M je také NP-tuplny.

Diikaz: Tuto véticku staci dokazat pro NP-tézkost, NP-tiplnost plyne okamzité z to-
ho, Ze problémy jsou NP-t&zké a lezi v NP (podle pfedpokladu).
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Vime, ze L se da prevést na M néjakou funkci f. Jelikoz L je NP-uplny, pak pro
kazdy problém @) € NP existuje néjaka funkce g, kterd prevede ) na L. Staci tedy
slozit funkci f s funkci g, ¢imz ziskdme funkci pracujici opét v polynomidlnim case,
ktera prevede ) na M. Kazdy problém z NP se tedy da pfevést na problém M. ©
Dusledek: Cokoliv, na co jsme uméli prevést SAT, je také NP-uplné. Napriklad ne-
zévisld mnozina, ruzné varianty SATu, klika v grafu ...

Jak takova tfida NP vypada? Predstavme si vSechny problémy tfidy NP, jakoby
sefazené zhora nadolu podle obtiZznosti problémil, kde porovnani dvou problémt
urcuje prevoditelnost (viz obréazek).

NP
Struktura t¥idy NP

Obecné mohou nastat dvé situace. ProtoZe nevime, jestli P = NP. Jestli ano,
pak vSechno je jedna a ta sama tfida. To by bylo v nékterych pripadech nepraktické,
napft. kazda sifra by byla jednoduse rozlustitelna. Jestli ne, NP-tuplné problémy urcité
nelezi v P, takze P a NP-Uplné problémy jsou dvé disjunktni ¢asti NP. Také se da
dokézat (to délat nebudeme, ale je dobré to védét), Ze jesté néco lezi mezi nimi, tedy
7e existuje problém, ktery je v NP, neni v P a neni NP-uplny.

Katalog NP-uplnych problému

Ukazeme si nékolik zékladnich NP-uplnych problémt. O nékterych jsme to
dokazali na minulé prednasce, o dalsich si to dokdzeme nyni, zbylym se na zoubek
podivame na cvic¢enich.

® Jogicke:

e SAT (splnitelnost logickych formuli v CNF)

e 3-SAT (kazd4 klauzule obsahuje max. 3 literaly)

® 3.3-SAT (anavic kazda proménna se vyskytuje nejvyse t¥ikrat)
e SAT pro obecné formule (nejen CNF)

e Obvodovy SAT (neni to formule, ale obvod)

® grafove:

e Nezdvisla mnozina (mnozina alespon k vrcholt takové, ze zad-
né dva nejsou propojeny hranou)
e Klika (Gplny podgraf na k vrcholech)
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¢ 3D pérovani (t¥1 mnoziny se zadanymi trojicemi, najit takovou
mnozinu disjunktnich trojic, ve které jsou vSechny prvky)

e Barveni grafu (obarvit vrcholy & barvami tak, aby vrcholy stej-
né barvy nebyly nikdy spojeny hranou; NP-tiplné uz pro k = 3)

e Hamiltonovska cesta (cesta obsahujici vSechny vrcholy [pravé
jednou))

e Hamiltonovska kruznice (kruZnice, kterd navstivi vSechny vr-
choly [pravé jednou))

® (iselné:

e Batoh (nejjednodussi verze: ddna mnoZina ¢isel, zjistit, zda
existuje podmnozina se zadanym souctem)

e Loupeznici (rozdélit mnoZinu na dvé podmnoZiny se stejnym
souctem)

e Az = b (soustava celocislenych linedrnich rovnic; 2; mohou byt
pouze 0 nebo 1; NP-tplné i pokud A;; € {0,1} a b; € {0,1})

e Celociselné linedrni programovéani (existuje vektor nezipor-
nych celoéisenych x takovy, ze Az < b)

Pievoditelnost 3,3-SAT na 3D-parovani

KdyZ chceme ukézat, ze na néco se da prevést SAT, potfebujeme obvykle dveé
véci. Konstrukei, kterd bude simulovat proménné, tedy néco, co nabyva dvou stavi
true/false, a néco, co bude reprezentovat klauzule a umi zafidit, aby kazda klauzule
byla splnéna alespon jednou proménnou. Jenom pro pfipomenuti, mame mnozinu
kluki, dévcat, zviratek a néjaké trojice, kdo se s kym snese, a chceme vybrat trojice
tak, aby se v nich kazdy kluk, holka, zviratko vyskytovalo pravé jednou. Najdeme
si takovouto konfiguraci:

Z,

4 gviratka, 2 kluci, 2 divky a takové 4 trojice, které oznacime A, B,C,D. Jesté
predpokladame, Ze zviratka se mohou ucastnit néjakych jinych trojic, ale tito Ctyti
lidé se vyskytuji pouze v téchto Ctyfech trojicich a nikde jinde. VSimneme si, Ze
existuji pravé dvé moznosti, jak tento obrazek sparovat. Abychom sparovali kluka
k1, tak si musime vybrat A nebo B. KdyZ si vybereme A, k; i dy uz jsou sparovani
takze si nesmime vybrat B ani D. Pak jedind moznost, jak sparovat d; a ks je C.
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Jedna moznost je tedy vybrat si A a C a jelikoz je obrazek symetricky, tak kdyz
vybereme misto A trojici B, dostaneme B a D. Vzdy si tedy vybereme dvé protéjsi
trojice v obrazku.

Takovyto obrazek budeme pouzivat k reprezentaci proménnych. Pro kazdou
proménnou si nakreslime takovy obrazek a to, Zze A bude sparované s C, bude od-
povidat tomu, ze z = 1, a sparovani B a D odpovidda z = 0. Pokud jsme pouzili
A a C| zvirata se sudymi Cisly, tj. z2 a z4, horni a dolni jsou nesparovana a pokud
jsme pouzili B a D, zvifatka z; a z3 zustala nesparovana. Pfes tyto nesparovana
zvifatka mzeme preddvat informaci, jestli proménnd x mé hodnotu ¢rue nebo false
do dalsich ¢asti grafu.

Zbyva vymyslet, jak reprezentovat klauzule. Klauzule budou vypadat jako tro-
jice literdla: k = (z V y V —r) Potfebujeme zajistit, aby = bylo nastavené na 1 nebo
y bylo nastavené na 1 nebo r na 0.

k* d"

z5 z) 4

Pro takovouto klauzuli si pofidime dvojici kluk-divka, ktefi budou figurovat ve tfech
trojicich se tfemi rtznymi zviratky, coz maji byt volna zviratka z obrazkd pro pfi-
slusné proménné. A zaridime to tak, aby kazdé zviratko bylo pouzité maxim&lné
v jedné takové trojici, coz jde proto, ze kazdy literal se vyskytuje maximalné dva-
krat a pro kazdy literdl mame dvé volna zvitatka, z ¢ehoz plyne, ze zviratek je dost
pro vSechny klauzule.

Jesté nam ale urcité zbude 2p — k zviratek, kde p je pocet proménnych, tak
pridame jesté 2p — k part kluk-dévce, ktefi miluji vSechna zvifatka, a ti vytvori
zbyvajici pary.

Pokud formule byla splnitelna, pak ze spliiujiciho ohodnoceni miZeme vyro-
bit parovani s na$i konstrukci. Obrazek pro kazdou proménnou sparujeme podle
ohodnoceni, tj. proménnd je 0 nebo 1 a pro kazdou klauzuli si vybereme nékterou
z proménnych, kterymi je ta klauzule splnéna. Funguje to také ale i opacné. Kdyz
nam nékdo da parovani v nasi konstrukci, pak z ného dokazeme vyrobit splnujici
ohodnoceni dané formule. Podivame se, v jakém stavu je proménna, a to je vSech-
no. 7Z toho, Ze jsou spravné sparované klauzule, uz okamzité vime, Ze jsou vSechny
splnéné.

Zbyvéa ovérit, ze nase redukce funguje v polynomialnim ¢ase. Pro kazdou klauzu-
li spotfebujeme konstantné mnoho casu, 2p — k je také polynomialné mnoho a kdyz
to seCteme, mame polynomialni ¢as vzhledem k velikosti vstupni formule. Tim je
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prevod hotovy a muzeme 3D-parovani zaradit mezi NP-uplné problémy.
Naznak duakazu Cookovy véty

Abychom mohli budovat teorii NP-tplnosti, potfebujeme alespon jeden pro-
blém, o kterém dokazeme, zZe je NP-uplny, z definice. Cookova véta fikéa o NP-uplnosti
SAT-u, ale nam se to hodi dokazat o trosku jiném problému — obvodovém SAT-u.

Obvodovy SAT je splnitelnost, kterd nepracuje s formulemi, ale s booleovskymi ob-
vody. Kazda formule se da prepsat do booleovského obvodu, ktery ji pocita, takze
dava smysl zavést splnitelnost i pro obvody. Nase obvody budou mit néjaké vstupy
a jenom jeden vystup. Budeme se ptat, jestli se vstupy tohoto obvodu daji nastavit
tak, abychom na vystupu dostali true.

Nejprve dokdzeme NP-tplnost obvodového SAT-u a pak ukizeme, Ze se da prevést
na obyc¢ejny SAT v CNF. Tim bude dikaz Cookovy véty hotovy.

Véta: Obvodovy SAT je NP-uplny.

Driikaz: Naznakem. Na zakladé zkuSenosti z Principi pocitac¢t intuitivné chapeme
pocitace jako néjaké slozité booleovské obvody, jejichZ stav se méni v case. Uvazme
néjaky problém L € P a polynomidlni algoritmus, ktery ho resi. Pro vstup velikosti n
tedy dobéhne v ¢ase T polynomidlnim v n a spotfebuje O(T) bunék paméti. Staci
nam tedy ,pocita¢ s paméti velkou O(T)“, coz je n&jaky booleovsky obvod velikosti
polynomiélni v T, a tedy i v n. Vyvoj v Case oSetfime tak, Ze sestrojime T kopii tohoto
obvodu, kazda z nich bude odpovidat jednomu kroku vypoc¢tu a bude propojena
s ,minulou® a ,budouci“ kopii. Tim sestrojime booleovsky obvod, ktery bude fesit
problém L pro vstupy velikosti n a bude polynomialné velky vzhledem k n.

Jesté si dovolime drobnou tpravu v definici tfidy NP. Budeme chtit, aby na-
povéda byla méla pevnou velikost, zavislou pouze na velikosti vstupu (tedy: |y| =
g(|z|)). Pro¢ je takové tprava BUNO? Jisté si dovedete predstavit, ze piivodni napo-
védu doplnime na pozadovanou délku néjakymi ,,mezerami“, které program ignoruje.
(Tedy upravime program tak, aby mu nevadilo, Ze dostane na konci ndpovédy néjak
kédované mezery.)

Mame tedy néjaky problém L z NP a chceme dokazat, ze L se da prevést
na obvodovy SAT. KdyZ nadm nékdo predlozi néjaky vstup = (chdpeme jako vek-
tor (x1,22,...,%,)), spocitdme velikost ndpovédy g¢(|x|). Vime, Ze kontrolni algo-
ritmus K (ktery kontroluje, zda napovéda je spravné) je v P. VyuZijeme intuice
o obvodech, abychom ziskali obvod, ktery pro konkrétni velikost vstupu x pocita to,
co kontrolni algoritmus K. Na vstupu tohoto obvodu bude x (vstup problému L)
a napovéda y. Na vystupu ndm rfekne, jestli je napovéda spravné. Velikost vstupu
tohoto obvodu bude tedy |z| + g(|z|), coZ je polynom.

fix( x)l ly

obvod pro
K

ll/O
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V tomto obvodu zafixujeme vstup z (na mista vstupu dosadime konkrétni hodnoty
z x). Tim ziskdme obvod, jehoZ vstup je jen y a ptdme se, zda za y miZeme dosadit
néjaké hodnoty tak, aby na vystupu bylo true. Jinymi slovy, ptame se, zda je tento
obvod splnitelny.

Pro libovolny problém z NP tak dokaZeme sestrojit funkci, kterd pro kazdy vstup x
v polynomialnim case vytvoii obvod, ktery je splnitelny pravé tehdy, kdyz odpo-
véd tohoto problému na vstup x mé byt true. Tedy libovolny problém z NP se dé
v polynomialnim case prevést na obvodovy SAT. V)

Lemma: Obvodovy SAT se da prevést na 3-SAT.

Diikaz: Budeme postupné budovat formuli v konjunktivni normalni formeé. Pro kazdé
hradlo v obvodu zavedeme novou proménnou popisujici jeho vystup. Pfidame klau-
zule, které nam kontroluji, Ze toto hradlo mame ohodnocené konzistentné. Kazdy
booleovsky obvod se da prevést na ekvivalentni obvod, ve kterém se vyskytuji jen
hradla AND a NOT, takze staci najit klauzule odpovidajici témto hradltm.

Prevod hradla NOT: na vstupu hradla budeme mit néjakou proménnou x (ktera pfisla
budto pfimo ze vstupu toho celého obvodu nebo je to proménné, kterd vznikla na
vystupu néjakého hradla) a na vystupu proménnou y. P¥iddme klauzule, které nam
zaruci, ze jedna proménna bude negaci té druhé:

lx

"

Prevod hradla AND: Hradlo mé vstupy z,y a vystup z. Potfebujeme ptidat klauzule,
které nam popisuji, jak se ma hradlo AND chovat. Tyto vztahy pfepiseme do kon-
junktivni normalni formy:

(zVy),
(mz V —y).

x|y
r&y=z2 (zV -z V-y)

= oz (mzVa)
= (Vv y) .

Kdyz chceme prevadét obvodovy SAT na 3-SAT, obvod nejdfive pielozime na takovy,
ve kterém jsou jen hradla AND a NOT, a pak hradla tohoto obvodu pfelozime na
klauzule. Formule vznikla z takovychto klauzuli je splnitelnd pravé tehdy, kdyz je
splnitelny dany obvod. Prevod pracuje v polynomialnim case. V)

Poznamka: Kdyz jsme zavadéli SAT, omezili jsme se jen na formule, které jsou
v konjunktivni normélni formé (CNF). Ted uz vime, Ze splnitelnost obecné boo-
leovské formule dokaZeme prevést na obvodovou splnitelnost a tu pak prevést na
3-SAT. Opaény prevod je samoziejmé trividlni, takze obecny SAT je ve skutec¢nosti
ekvivalentni s nasim ,standardnim“ SATem pro CNF.
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12. Aproximacné algoritmy (F. Hasko, J. Menda, M. Mares)

Na minulych prednaskach sme sa zaoberali rozne tazkymi rozhodovacimi probléma-
mi. Tato sa zaoberd postupmi ako sa v praxi vysporiadat s rieSenim tychto problé-
mov.

Prvy sposob: Specialny pripad

Casto si vystacime s vyrieSenim $pecidlneho pripadu NP-tiplného problému, ktory
lezi v P. Napriklad, ak riesime grafova tilohu, tak ndm moZe stacit rieSenie pre Spe-
cidlny druh grafov (strom, bipartitny graf, ...). Farbenie grafu je Tahké pre nejaky
maly podet farieb. 2SAT, ako Specidlny pripad SAT-u, sa d4 riesit v linedrnom case.
Problém: Maximéalna nezavisla mnoZina v strome (nie rozhodovacia)

Vstup: zakoreneny strom T’

Vistup: Maximéalna (¢o do poc¢tu vrcholov) nezévisla mnozina vrcholov M

BUNV moézeme predpokladat, ze v M st vSetky listy T. Ak by nejaky list [ nebol
v M, tak sa pozrieme na jeho otca:

e Ak otec nie je v M, tak vytvorime novii nezavislit mnozinu M’ obsahujicu
aj [ (velkost nezéavislej mnoziny sttpla o 1).

e Ak tam otec je, tak ho z M vyjmeme a namiesto neho vlozime [ (velkost
nezdvislej mnoziny sa nezmensila).

Tieto listy aj ich otcov z T' odstranime a postup opakujeme. T' sa moZe rozpadnut
na les; potom tento postup aplikujeme na vSetky stromy v lese.

Algoritmus:

1. Polozime My:={listy stromu T'}.
2. Polozime My:={otcovia vrcholov z M }.
3. Vratime M;U MaxNz (T \ (M U Ma).

Pozndmka: Toto dokdzeme naprogramovat v O(n) (vrcholy mame vo fronte a pre-
chidzame).

Problém: Batoh

Je dand mnozina n predmetov s hmotnostami A1, ..., h, a cenamicy,..., ¢, a batoh,
ktory unesie hmotnost H. Najdite takti podmnoZinu predmetov, ktorych celkova
hmotnost je najviac H a celkové cena je maximélna mozné.

Tento problém je zobecnénim problému batohu z minulé prednasky dvéma smeéry:
Jednak misto rozhodovaciho problému fesime optimalizac¢ni, jednak predméty maji
ceny (pfedchozi verze odpovidala tomu, Ze ceny jsou rovny hmotnostem). Ukaze-
me si algoritmus pro feSeni tohoto obecného problému, jehoZ ¢asova slozitost bude
polynomialni v po¢tu pfedméti n a souctu vSech cen C' =3, ¢;.

Pouzijeme dynamické programovani. Pfedstavme si problém omezeny na prvnich &
predmétti. Oznacme si Ag(c) (kde 0 < ¢ < C) minimalni hmotnost podmnoziny, jejiz
cena je pravé c. Tato Ay, spocteme indukci podle k: Pro k = 0 je uréité Ag(0) = 0,
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Ap(c) = oo pro ¢ > 0. Pokud jiz zndme Aj_1, spocitdme Aj nésledovné: Ag(c)
odpovida néjaké podmnoziné predmétti z 1,...,k. V této podmnoziné jsme budto
k-ty pfedmét nepouzili (a pak je Ap(c) = Ar—1(c)), nebo pouzili a tehdy bude
Ag(c) = Ag—1(c—cg)+hy (to samoziejmé jen pokud ¢ > ¢i). Z téchto dvou moZnosti
si vybereme tu, kterd dava mnozinu s mensi hmotnosti. Tedy:

Ak(c) = min(Ak_l(c), Ak_1(C —¢k) + hi).

Timto zpisobem v ¢ase O(C) spocteme jednu mnozinu, v éase O(nC') pak vechny.

Podle A, snadno nalezneme maximéalni cenu mnoziny, ktera se vejde do batohu. To
bude nejvétsi ¢*, pro néz je A, (c*) < co. Jeho nalezeni nés stoji éas O(C).

A jak zjistit, které predméty do nalezené mnoziny patti? Upravime algoritmus, aby
si pro kazdé Aj(c) pamatoval By(c), coz bude index posledniho pfedmétu, ktery
jsme do pfislu$né mnoziny pfidali. Pro nalezené c¢* tedy bude i = B, (c*) posledni
pfedmét v nalezené mnozing, i’ = B;_1(c* — ¢;) ten predposledni a tak dale. Takto
v Case O(n) rekonstruujeme celou mnozinu od posledniho prvku k prvnimu.

Ukézali jsme tedy algoritmus s ¢asovou slozitosti O(nC), ktery vyfesi problém bato-
hu. Jeho slozitost neni polynomem ve velikosti vstupu ( C muZe byt aZ exponencialné
velké vzhledem k velikosti vstupu), ale pouze ve velikosti ¢isel na vstupu. Takovym
algoritmtim se fika pseudopolynomidlni.

Verze bez cen: Na verzi s cenami rovnymi hmotnostem se da pouzit i jiny algoritmus
zalozeny na dynamickém programovani: po¢itAme mnoziny Z; obsahujici vSechny
hmotnosti mensi nez H, kterych nabyva néjakd podmnozina prvnich k prvki. Pfitom
Zy = {0}, Z, spocteme ze Zy_1 a ze Z, vyCteme vysledek. VSechny tyto mnoziny
maji nejvyse H prvku, takze celkova ¢asova slozitost algoritmu je O(nH).

Druhy spdsob: Aproximacia

V predchadzajucich problémoch sme sa zamerali na Specidlne pripady. Obcas vSak
také Stastie nemame a musime vyrieSit cely NP-Uplny problém. MoZeme si vSak
pomoct tym, Ze sa nebudeme snazit vyriesit ho optimélne — iba v nejakom pomere
k optimalnosti (aproxzimdcia), t.j. budeme vediet, o kolko maximélne je nase rieSenie
horsie ako optimélne.

Problém: Obchodny cestujuci

Vstup: neorientovany graf G, popisujuci nejaku krajinu a kazd4 hrana je ohodnotena
funkciou w : E(G) — Ry

Vystup: Hamiltonovskd kruznica (vSetky vrcholy grafu), a to t4 najkratsia (podla
ohodnotenia).

Tento problém je hned na prvy pohlad niroény — uz problém, ¢ existuje Hamilto-
novska kruznica, je NP-tplny. BUNV nech graf G je Gplny (doplnime zvy$né hrany
ohodnotené maxz(w)+ 1 alebo viac, nie v8ak nekone¢nom, lebo by neplatila trojuhol-

nikova nerovnost, ktort neskor budeme potrebovat). Vyriesme tento problém najprv
za predpokladu, Ze vrcholy grafu spliaja trojuholnikovii nerovnost, potom bez nej.
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a) trojuholnikovd nerovnost: Va,y,z € V : w(zz) < w(zy) + w(yz)

Existuje pekny algoritmus, ktory najde Hamiltonovsku kruznicu, ¢o je maximalne
dvakrat tak velkd ako optimélna.

Najdeme najmensiu kostru a obchodnému cestujicemu poradime, nech ide po nej
(sta¢i zakorenit a prejst do hibky). Problémom vsak je, Ze dany sled obsahuje kaz-
dy vrchol viackrat a preto musime nahradit nepovolené vracania sa, t.j. pre kazdy
vrchol najst esSte nenavstiveny vrchol v nasom slede a ist priamo nan. KedZe pla-
ti trojuholnikovd nerovnost, tak si tymito skratkami neuskodime. Nech minimdlna
kostra ma vahu 7T'. Vaha obideného sledu tak bude 27". Skratenia uréite nezvicsuja,
takze vaha najdene Hamiltonovskej kruznice bude nanajvys 27'.
Ak mame Hamiltonovska kruznicu C' a z nej vySkrtneme hranu, tak méame kostru
grafu G s vdhou najviac w(C), teda to aspon taku, akd je vdha minimélnej kostry —
T. To je optiméalny pripad Hamiltonovskej kruznice. Ak to teda zlozime dohromady,
algoritmus ndm vrati Hamiltonovska kruznicu s vdhou najviac dvojnasobnou od op-
timalnej Hamiltonovskej kruznice. Takéto algoritmy sa nazyvaja 2-aproximacné,
kedZe rieSenie je maximalne dvojndsobné od optimélneho.
b) bez trojuholnikovej nerovnosti:
Tu sa budeme naopak snazit ukdzat, Ze ziaden polynomidlny aproximacny algoritmus
neexistuje.
Veta: Ak existuje polynomiélny (1 + ¢)-aproximadny algoritmus pre algoritmus ob-
chodného cestujticeho bez trojuholnikovej nerovnosti pre lubovolné € > 0, tak potom
P=NP.
Diikaz: UkéaZzeme, Ze v tom pripade dokdZeme v polynomiilnom céase najst Hamilto-
novski kruznicu.
Dostali sme graf G, v ktorom hladdme Hamiltonovskt kruznicu. Doplnime G na upl-
ny graf G’ a vdhy hran G’ nastavime takto:

e w(e)=1,akee E(G)

e wle)=c<k1,akedE(G)

Ak existuje Hamiltonovské kruznica v G’ zlozend iba z hran, ktoré boli povodne v G,
tak optimalné rieSenie bude mat vahu n, inak bude urdite minimélne n — 1 + ¢. Ak
mame aproximad¢ny algoritmus s pomerom 1 + &, musi byt
l4+e)n<n—1+c
en+1l<ec
Ak by taky algoritmus existoval, tak na neho mame polynomialny algoritmus na Ha-
miltonovsku kruznicu. Inak neexistuje ani pseudo-polynomialny algoritmus. Q

Aproximaéni schéma pro problém batohu

POZOR: Verze algoritmu, kterou jsem fikal na pfednasce, obsahovala jednu pomérné
zasadni chybu, které jsem si nevsiml: Verze se zaokrouhlovanim dol mohla produ-
kovat nepfipustnd (prili§ t&zka) feSeni, verze se zaokrouhlovanim nahoru pro zménu
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nékdy spocitala feseni piili§ dalekd od optima. Algoritmus lze opravit (budeme-
li zvl&st zpracovavat lehké a tézké predméty), ale radéji budeme misto hmotnosti
kvantovat ceny. Tak dojdeme k nasledujicimu aproximac¢nimu algoritmu. —M.M.

Jiz vime, jak optimalizacni verzi problému batohu vyfesit v ¢ase O(nC), po-
kud jsou hmotnosti i ceny na vstupu pfirozena ¢isla a C' je soucet vSech cen. Jak si
poradit, pokud je C' obrovské? Kdybychom méli stésti a vSsechny ceny byly délitelné
néjakym c¢islem p, mohli bychom je timto ¢islem vydélit. Tim bychom dostali zada-
ni s mensimi Cisly, jehoz feSenim by byla stejnd mnozina predméti jako u zadani
puvodniho.

KdyZz nam stésti prat nebude, miizeme presto zkusit ceny vydélit a vysledky
néjak zaokrouhlit. ReSeni nové tlohy pak sice nebude piesné odpovidat optimalnimu
feSeni té puvodni, ale kdyZ nastavime parametry spravné, bude alespon jeho dobrou
aproximaci.

Zakladni myslenka:

Oznacdime si ¢, maximum z cen ¢;. Zvolime si néjaké pfirozené ¢islo M a
zobrazime interval cen [0, ¢pqz] na [0, M]. Jak jsme tim zkreslili vysledek? VSimnéme
si, ze efekt je stejny, jako kdybychom jednotlivé ceny zaokrouhlili na nasobky ¢isla
Cmaz/M. Kazdé ¢; jsme tim zménili o nejvyse cma./M, celkovou cenu libovolné
podmnoziny pfedméti tedy nejvyse o n - ¢pae /M. Ted si jesté viimnéme, Ze pokud
ze zadani odstranime predméty, které se samy nevejdou do batohu, mé optimalni
feSeni pivodni tlohy cenu OPT > ¢4z, takze chyba v souctu je nejvyse n-OPT /M.
M&-li tato chyba byt shora omezena e - OPT, musime zvolit M > n/e.

Algoritmus:

1. Odstranime ze vstupu vsechny pfedméty tézsi nez H.

2. Spo¢itdme ¢4, = max; ¢; a zvolime M = [n/e].

3. Kvantujeme ceny: & = |¢; - M/Cmaz]-

4. Vyfesime dynamickym programovanim problém batohu pro upravené

ceny ¢1,...,C, a puvodni hmotnosti i kapacitu batohu.
5. Vybereme stejné pfedméty, jaké pouzilo optimélni feseni kvantovaného
zadani.

Kroky 1-3 a b jisté zvladneme v case O(n). Krok 4 fesi problém batohu se souc¢tem
cen C' < nM < n?/e, coz stihne v case O(nC) = O(n 3/5) Zbyva dokazat, ze
vysledek naseho algoritmu ma opravdu relativni chybu nejvyse e.

Nejprve si rozmyslime, jak dopadne optimalni feseni O PT puvodniho zadani,
kdyz ceny v ném pouZzitych predmétti nakvantujeme (mnozinu indexii téchto pfed-
méth si oznacime Y):
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Nyni naopak spocitejme, jak dopadne feseni () nakvantovaného problému pfi pre-
po¢tu na plivodni ceny (to je vysledek naseho algoritmu):

ALG =) ez ) 6 20t = (Zc) L > OPT - e

i€eQ i i

Nerovnost >* plati proto, Ze ), o Ci je optimalni FeSeni kvantované ulohy, zatimco
v C; je néjaké dalsi FeSeni téze tlohy, které nemtize byt lepsi. Ted uz stadi slozit
€Y

obé nerovnosti a dosadit za M:

ALG > (OPTJ _n>

Cmaz

. Gmaz ZOPT—W > OPT — cCman >
M njfe
> OPT —cOPT =(1—¢)-OPT.

Algoritmus tedy vzdy vyd4 FeSeni, které je nejvyse (1 — &)-krét horsi nez optimum,
a dokaze to pro libovolné € v ¢ase polynomialnim v n. Takovému algoritmu fikame
polynomidlni aprozimacni schéma (jinak téz PTAS<12>). V nasem pfipadé je dokonce
sloZitost polynomialni i v zévislosti na 1/e, takZe schéma je piné polynomidini (fecené
téz FPTAS(%)).

13. Z teorie ¢isel (zapsali L. Bandkovd, O. Hoferek, J. Biecka)

Na této prednasce se budeme zabyvat rtuznymi problémy okolo teorie cisel.
Zopakujme si nékteré ze zakladnich pojmu:
e a\b(adélid) &3c:b=ua-c
e gcd(a,b) je oznadeni nejvétsiho spole¢ného délitele ¢isel a a b.
ea=,b<nl (a—Db) (nebo také a mod n = b mod n).
® a L b(aabjsou nesoudélni) < ged(a,b) = 1.

Déle si zopakujeme, jakou ¢asovou slozitost maji zakladni operace s ¢isly, které
budeme potiebovat. Pro N-bitova ¢isla:

ea+ba—b...0(N)

®axb, a/b,amodb ... O(N?)

e gcd(a,b) ...O(N?)
Definice: Komutativni (Abelovskd) grupa je étvefice (G,-,1,71), kde G je nosni
mnozina prvki, - je bindrni operace G2 — G, 1 je prvkem G, ~! je unérni operace
G — G a plati nasledujici axiomy:

1. - je komutativni a asociativni
2.VaeG:a-1=a

{(12) Polynomial-Time Approximation Scheme

(13) Fully Polynomial-Time Approximation Scheme
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3.VaeG:a-a" =1

Zkusme si pro nasledujicich nékolik kandidata urcit, zda jsou komutativnimi
grupami:

® (Z,+,0,—x) (séitani na mnoziné celych éisel, nula a zména znaménka) je
komutativni grupa.

e (Z,,+ mod n,0,—x) (Z, = {0,...,n — 1}, s¢itdni modulo n) je komuta-
tivni grupa, navic kone¢na.

¢ (Q—{0},%,1,1/x) (ndsobeni nad raciondlnimi ¢isly) je komutativni grupa.

e (Z, — {0},*mod n,1,?) (ndsobeni modulo n) nemusi byt vzdy grupa,
protoze se ndm nepovede vzdy najit inverzni prvek. (napf. pro n = 4
neexistuje inverzni prvek pro dvojku).

e (permutace na {1,...,n},0,id,”!) (permutace se sklddanim a inverzni
permutaci) je grupa, ale neni komutativni.

Definice: (H,-,1,7!) je podgrupa grupy (G,-,1,71) pravé tehdy, pokud H C G a H
je grupa.

Pfikladem podgrupy mize byt (2% Z,,, + mod n,0, —x) C (Z,,,+ mod n,0, —z)
(grupa tvofend jen sudymi ¢isly).
Véta (Lagrangeova): Pokud H je podgrupa G, pak pocet prvki G je délitelny poctem
prvka H.

Definice: Umociiovani prvki grupy definujeme takto: 2° = 1, 7! = 2"

- .
Definice: Grupa G je cyklickd pravé tehdy, pokud g € G : ¢°, ¢*,... = G. Pak g je
generdtor grupy G.

e (Z,+,0,—x) neni cyklicka.

® (Z,,+ modn,0,—2x) je cyklickd, g = 1.

¢ (Q,...) neni cyklicka.
Definice: Multiplikativni grupa modulo n je grupa Z) = ({z | 1 < z < n a zéroven
Jy:ay =, 1},*mod n,1,71)

Multiplikativni grupa Z; obsahuje pouze invertibilni prvky. Snadno lze nahléd-
nout, Ze toto je opravdu grupa, pokud ovéfime, ze mnozina prvki je uzavienad na
nésobeni:

21,T2 € L) = 3y1,Yy2 € L, x1y1 =y 1, 22y2 =5 1

T =y T1T2,Y =p Y1Y2 - - - TY =5 T12T2Y1Y2 =, 1 -1 = 1 = mnozina je uzaviena
vzhledem k operaci * mod n.

Otéazkou zustava, jak najit tyto invertibilni prvky v Z,,. Pfedpokladejme nej-
prve, Ze n je prvocislo. Pomtzeme si vétou, kterou dokdzeme pozdéji.

Véta (Mala Fermatova): Pro kazdé prvocislo n a kazdé ¢éislo a, které je nesoudélné
s n, plati: ¢! =, 1.

Pokud je tedy n prvocislo, tak z Malé Fermatovy véty vyplyva, Ze invertibilni
jsou vsechny prvky 1,...,n — 1. Snadno totiz nahlédneme, Ze Va € Z,, plati a~! =,
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n—2 1

a2, protoze a-a" ' =, 1=, a" ! =, a-a"" 2. Jak to viak bude s n, kterd nejsou

prvocisla? Invertibilni jsou prvky a € Z,,, pro které existuje x € Z,, tak, ze a-z =, 1.

Jejich zkoumani za¢neme nasledujici vétou:

Véta: Rovnice a - ¢ =, b mé FeSeni pro a,b,n € Z <= g = ged(a,n) L b. Navic

existuje algoritmus s ¢asovou slozitosti O(N?), ktery feSeni najde.

Diikaz: Rovnice a - x =, b je ekvivalentni s rovnicia-x —n -y =b.

»=“: Dokdzeme sporem. g\ a-x a g\n-y=g\a-x—n-y. Zaroven viak plati g

nedéli b, coz vede ke sporu.

»,<=“: Pokud b = g, pak lze tlohu hledani x, y feSeni rovnice a-x —n-y = g prevést na

Eukleidiv algoritmus. V Eukleidové algoritmu se vstupem (z,y) jsou totiz vSechny

mezivysledky i kone¢ny vysledek linedrni kombinace typu a-z— 3-y. Pokud b = k- g,

pak najdeme xq, yo takova, ze a-xg —n-yo =¢g. Prox = k-x¢g ay = k- yo pak plati

a-x—n-y=n>o V)
7 predchozi véty vyplyva, ze invertibilni jsou pravé takova a € Z,,, ktera jsou

nesoudélnd s n. Zbyva uz jenom urcit, jak vypadaji prvky k nim inverzni.

Definice: Fulerova funkce o(n) = |{z | 1 <x < n a zaroveir x L n}|.

Pozorovani: (viastnosti Eulerovy funkce)

e Je-li n prvodcislo, pak ¢(n) =n — 1.
o p(nf)=(n—1)-nF L

e Proa L bplati p(a-b) = ¢(a) - p(b).
* |Z5| = p(n).

Véta (Eulerova): Pro kazd4 dvé pfirozend ¢isla n a a nesoudélna plati: a?™ =, 1.

Diikaz: Uvazme posloupnost a®,al,a?,.... V této posloupnosti se uréité vyskytuje

jedni¢ka, protoZe moZnych hodnot a™ je nejvyse n. Proto existujii a j (i < j) takova,

Ze a' =, o/, tedy /=% =, 1. Zvolme m > 0 nejmensi takové, ze a™ =, 1. Cisla

a® al,... a™ ! tvoi{ podgrupu multiplikativni grupy Z7. Proto podle Lagrangeovy
véty plati m déli p(n), tedy ¢(n) = k- m pro néjaké k. Snadno nahlédneme, Ze

a? =, gkm = 1% = 1. Q

Tato véta nam dokézala i dfive zminénou Malou Fermatovu vétu a snadno diky
ni nahlédneme, Ze pro a L n plati a~! =,, a?(™~1,

Testovani prvocdiselnosti

Nyni vyuzijeme naSe nové ziskané poznatky k ovéfovani prvociselnosti. Tzv.
faktorizace, neboli rozklad ¢isla na soucet prvocisel, je urcité v NP, avSak zatim se
nevi, zda to je nebo neni NP-tplny problém. Naproti tomu je jiz zndm polynomialni
algoritmus, ktery pfesné ovéii, zda je zadané ¢islo prvocislem (s ¢asovou slozitosti
O(N5)). Tento algoritmus je viak velmi komplikovany a stejné tak odhad jeho ¢aso-
vé slozitosti. My se proto spokojime s tzv. Monte Carlo testovanim prvocisel. Pokud
takto oznaceny test prvociselnosti odpovi, Ze ¢islo n zadané na vstupu je slozené, je
to pravda. Pokud odpovi, Ze se jedna o prvocislo, myli se s pravdépodobnosti mensi,
nez %, ¢ili celkova pravdépodobnost, ze se myli je mensi nez i. Pokud takovy test
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opakujeme k-krat za sebou, je pravdépodobnost, Ze se test zmylil (i)"', COZ je uz pro
k = 100 dostacujici. Ukazme si tedy prvni z takovych testi.

Algoritmus: (Fermativ test)

1. Zvolme ndhodné a € {2,...,n — 1}.

2. Pokud ged(a,n) # 1, je n slozené.

3. Pokud a"~! #, 1, je n slozené (a a je Fermatiiv svédek).
4. Jinak je n prvocislo.

Pozorovani: Pokud odpovi Fermattv test, ze zadané ¢islo je sloZené, nemyli se.

Poznamka: VSimnéme si, ze druhy krok algoritmu je zbyteény. Pokud totiz neni
a L n, neboli existuje g > 1 spoleény délitel n a a, pak g déli i a” ! mod n nebo

a1 mod n = 0 a tieti krok algoritmu prohlasi n za slozené &islo.

Spatna zprava pro tento algoritmus je, Ze existuji tzv. Carmichaelova ¢isla,
coz jsou slozena cisla, kterd Fermatova svédka nemaji. Je jich sice ,fidko“, ale zato
nekonecné mnoho. Pokud se ale zrovna do Carmichaelova ¢isla nestrefime, maji
slozena ¢isla Fermatovych svédkt dostatek.

Véta: Pokud n neni Carmichaelovo ¢islo ani prvocislo, pak existuje alespon @
Fermatovych svédki.

Diikaz: Zvolme H = {a € {1,...,n — 1} | a® ! =, 1,a L n}, tedy mnozinu vsech
¢isel, kterd nejsou Fermatovymi svédky. VSechna ¢isla v H jsou invertibilni a jejich
soucin je opét v H. H je tedy podgrupa multiplikativni grupy Z; . Podle Lagrangeovy
véty tak existuje k tak, ze |Z| = ¢(n) = k- |H|. Navic n neni Carmichaelovo,
takze plati |Z}| # |H|. Proto k > 2 a ¢isel, kterd nemaji Fermatova svédka, je
|H| < €5, V]

Vidime tedy, Ze pokud n neni Carmichaelovo ¢islo, pak je Fermatav test Monte
Carlo test prvoéiselnosti. Na zavér prednasky si uvedeme Monte Carlo test, ktery
fesi problém Carmichaelovych ¢&isel (coz neni zrovna jednoduché):

Algoritmus: (Rabin-Millerdv test)

1. Zvolme ndhodné a € {2,...,n —1}.

. Pokud a"~! #, 1, je n slozené (a a je Fermativ svédek).
.Proi=1,2,... dokud 2 déli n — 1:

Spoéteme t; =, a(®~1/2",

Pokud je t; =, —1, je n prvocislo.

Pokud je t; #, 1, je n slozené (a a je Riemanniv svédeék).
. Jinak je n prvocislo.

N oo R W
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